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Sur les séries de fonctions orthogonales.

Par
D. Mench o ff (Moscou)

. Premiére partie.

La eonvergence.

§ 1. Dans une note bien connue!) M. Plancherel a démon-
tré le théoréme suivant:

Si les fonctions @ (x), (n=1, 2, 3,...) forment un- systéme normé
de fonctions orthogonales dans Vintervalle (a, b), ¢'est-&-dire s

]

f[qvn(w)]’dw =1, f Pr(2) . @ (z)de =0, m == n,

a

8i, de plus, les constantes réelles a, sont telles que

oQ

M  Xaagwy

nex]
converge, la série
[o o]

(2) | P.XRENC

n=l

converge presque partout dans Uintervalle (a, b).
Ce théoréme peut étre généralisé, en remplagant, dans la série (1),
le facteur (Ign)® par (g #)®. On obtient ainsi le théoréme:

) M. Plancherel, Sur lo convergence des séries de fonctions orthogonales
Comptes Rendus, t. 157, 6 Octobre, 1918, p. 539. ’
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Théoréme 1. Si la série

o0

3) Da(lgny

na=]

converge, la séric (2) eomverge presque partout dans Pintervalle (a, b)1).
Sans restreindre la généralité de la démonstration, nous pouvons

prendre a =0, 5 =1 et considérer les logarithmes & base 2. Nous
introduirons les abréviations

1l ) =12"+5.2, S@n= Ya, . g,

k]
2(5 s+1) gm+1
Al 8) =2a,2,, A, :2'413,
ne=pll, 5)41 n=2"4]
D (1, 5) = S[=, 2(4, s+ 1)] — S[m, x(, 5)),
d’olt
1 | pm—1_g
(4) f [D(5, 1, Pdz = 4s), NAQ )= 4., 0<I<m.
0 =0

Nous commengons par énoncer les trois propositions dont la
démonstration a été déja donnée par M. Plancherel %:
10 Si la série

o0

Zai.lgn

n=1

converge, la sulte infinie des sommes
S(x, 1), S(z, 2), S(x, 4),..., Sz, 2™,...

converge presque partout dans (0, 1)3).

1) Remarque de la Rédaction: Ce théoréme a été trouvé indépendamment
par M. Rademacher quile fit connaitre (sans démonstration d'ailleurs) dans une
communication lue au Congrés des Mathématiciens allemands 4 Jena le 23 septem-
bre 1921, cf Jahresd. d. d. Math. Ver. t. 30 (1921); le résultat principal de
M. Menchoff, le théoréme (2), n'y est pas énoncé. Dans le cas spécial ol la série (2)
est une série de Fourier, le théoréme a été démontré en 1915 pas M. Hobson
(Proc. Lond., Math. Soc, (2) 14.); l'anteur n'a pas eu sans doute l'occasion de
lire le travail cité, dont le résultat il a généralisé,

!) Voir la Note déji citée. Seconde partie de la dém. de M. Plancherel.

%) Dans toutes ces trois propositions nous prendrons 2™ au liea 10™, comme
le fait M, Plancherel, ce qui n’altére.pas essentiellement leur démonstration.

6*
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2 Mes e(l, s)g‘“j;s),

ou e(l, s)' est 'ensemble de tous les pbints x pour lesquels subsiste
I'inégalité '
‘ D(z, 1,8 =6, 0>0,
(les indices I et s étant regardés comme fixes). |
30 Pour toutes les valeurs de % vérifiant la condition 2"<<n< gmt1

subsiste la relation:

® S(ayn) — Sz, 2%) = D@, by 8)y

() ]
0T <2, OSL<m vm?)
De la proposition 20 il résulte immédiatement le lemme suivant:
Lemme. Soit ¢ une quantité -positive quelconque et soit E= E(J),
60, Vensemble de tous les points @ pour lesquels le nombre des quan-
tités différentes D(z, 1, 5), 0<Cs <27, 0K <Tim, vérifiant Uiné-

. gdlité

| Dz, 1, 5)| >
est supérieur ou égal & q%). On a alos
' ' | - m. A,

Démonstration. Soit e(l, s) 'ensemble défini duns la proposition
20 et soit E(], s) la partie commune des ensembles £ et e(, 8). Nous

aurons

Mes E(l, )<< Mes e(l,s), K - 2 H(L, 9):

1) M. Plancherel prend, au lieu de (), I'identité suivante:

(8 - S(x, n) — S(x, 10) = S(=z, n) — S(z, ny) +
+ NS, 1) — S mp) + S(a, 1) — S(x, 10™),

ot n==lky+4ky. 10 4 ky 1024 ... 4 K, . 10", 0T &, < 10, k,,.:‘:O,‘
ng=mn—=ky, ng=mn;, —k .10,..., n,==k,10™ La relation (b) s’obtient
de (b') en premant 2, 2%,..,, 3m au lieu de 10, 10%,..., 10" et en omettant les
différences égales & uéro. _ ’ |
- 2) Nous regardons les expressions D(w, I, 8) comme distinctes, si ellés différent
par un au moins des deux indices ! et 8, quoique leurs valeurs mumériques soient
égales, | '
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ol la sommation doit étre &tendue 4 tous les indices I et s véri-
fiant la condition

IS<s <27, 0L < .
En vertu de la définition de l'ensemble E et des ensembles E(1 s},
?

chaque point de E appartient & quelques ensembles k1, 5) différents ?)

dont le nombre, dans la somme IE(l, s), est supérieur ou égal & ¢.
On en peut facilement conclure que la mesure de ’ensemble E est

b

inférieure ou égale &
! :
?Z'Mes E(l, 5)9),
d’ol
‘ 1
Mes E<C - _» Mes [l ).
< DMes el )
En tenant compte de la proposition 2¢, il résulte de cette der-

niére inégualité:

mo-] By

. 1 : 1 y
Meslﬁggfdz.z',%(l, s)=q.62224u, ),

=0 =0
d’ol, en vertu de (4),
‘ m—7]
. 1 m.d,
Mes B = F'du ="
1=0

ce qui prouve le lemme proposé.

* 1) Les ensemble Fl, s} sont appelés distincts dans le méme sens que les ex-
pressions Dz, 1,8).

%) Cette proposition peut &tre démontrée comme il suit: Soit f;,,ix la fonetion
caractéristique de l'ensemble E(l, 5), c'est-i-dire, la fonction qui est égale a1 ou
4 0, selon que le point x correspondant appartient ou non & Iensemble E(/, 5).
Soit. de méme, fix) la fonction caractéristique de I'ensemble E. On a évidemment

‘ 1 ) 1
o)< % 3..@), | froa<: f 7, () da,
'Mes E’mff(x) dr, Mes E(l, s) _—:.f]",, L(x) dux,
b B
| 1
Mes < D'Mes E(3, 5), e. q £ 4.

L'idée de lu démonstration de cette proposition i l'aide des fonc tions cara-
ctéristiques m'a été communiguée par M. Khintchine.
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§ 2. Aprés ces remarqueé préliminaires - on peut passer i la
démonstration du théoréme 1, énoncé dans le paragraphe précédent.
Désignons par G, = G,(8), d >0, lensemble de tous les points =

~pour lesquels subsiste linégalité

| S(z, n") — S(x, n)| < 44
quels que soient les n et %’ vérifiant la condition
(0 - e < L 2L
Soit CG, l'ensemble complémentaire & G, par rapport & l'inter-
valle (0,1). On peut démontrer que la quantité non négative

Mes C@G,, est le mi®™e terme de la série infinie convergente.

m

Posons, & cet effet, k, = prt p=1,23,..., et désignons par ¢,

l'ensemble de tous les points z pour lesquels le nombre des quan-
tités différentes D(x, 1, 5), 0<Cs << 2, 0TI < m, vérifiant la

condition

0 d
® <D 9l <y,

est inférieur & ]1:—; Soit Ce, l'ensemble coxhplémentaire A e,

Eu vertu du lemme démontré dans le paragraphe précédent

" [Vin8galité (6)]', ot Pon doit prendre 0 et %y an lieu de J et ¢, .

kn——l p2
00US AUrons:
: _m g pr [ m®pS
(9) Mes Ce,,g———dﬁ;— "A’_"“—,dﬂ.(p—-—l)e'A""

En désignans par E, la partie commune de tous les ensembles
€, P=2,3,4,..., et en tenant compte de la relation

CE,, :—-jO €py

p=2

on obtient immédiatement de I'inégalité (9):

263 c 1
R
_ pr
c’est-h-dire,

10 | MesGE,,,<?:§j.Am.
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Il est facile & démontrer que ensemble F, est une partie de

Iensemble G,. Soit, en effet, » un point quelconque de E_. En

vertu de la définition de E,, le point # considéré appartient & tous

les ensembles ¢, p=1,2 3, ... Soit N,;p=2, 3,4,..., le nombre

des quantités différentes Dz, 1, ), 0<s< 2l 0l < m pour
lesquelles subsiste 'inégalité : ’

) 5
(11) < Dimy 1) <7

on obtient, de la définition de Vensemble ¢,:

(12) y,<
r

Comme k, = m, on arrive & la conclusion suivante:

1° Quelque soit p >2, il existe N, quantités différentes D(z,l,s)
vérifiant l'inégalité (11). ’

(2) Pour toutes les antres quantités D(z, [, 5) subsiste Vinégalité

0
_D(.E, l, S) < -'F)_?.!‘

Soit 7 un entier quelconqﬁe vérifiant la condition 2"<n <211
En vertu de la proposition 3° du paragraphe précédent,

| S(z, n) — S(z, 27)] gZD(‘”i Ly s)

i=1

o 0T, << 24, 0Tl <my » < m. Parmi les » termes de la
derniére somme il y a au plus N, termes pour lesquels subsiste
Pinégalité (11), p=2, 3, 4,.., tous les autres termes, dont le nombre

. » £ 6
ne peut dépasser m, sont inférieurs & —.
m

On a done

' 5. N,
IS(CI), ﬂ)—S(SL', 2m)l< ‘—“];—1'-{-53

p=2

d’oly, en vertu de l'inégalité (12) et de la définition des quantités k,:

| -
S, ) — S(z 2] < 9. Y +6,

p=2
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¢'est-a-dire, | ‘ |
| 8(z, n) — S(=z, 2™)| < 24.
On obtient ainsi:

I‘S(a_’a n)— 8(z, n)| < 44,

quels que soient les entiers n et x’ vérifiant la condition (7).

Comme le point # considéré est un point arbitraire de I’ensem-
ble E,, on voit immédiatement. de la définition de l'ensemble @, ,
que K, est une partie de @, et, par suite, C@, est une partie de
CE,. On a done, en verte de (10),

Tamn
Mes C@, < -2—~(;?— A,

En tenant compte de la convergence de la sérle (3) et de l'iné-

galité évidente
2 me A, < 2 (g m),

m=] m=1

on voit immédiatement que la série dont le mit= terme est Mes C@.,
doit étre convergente. En vertu d’un théoréme connul), l'ensemble
limite eomplet des ensembles CG,.,m=1,2, 3,..., est de mesure
nulle et, par suite, la mesure de l'ensemble limite restreint des

“ensembles G, est égale a 1.

Comme le nombre positif 8, figurant dans la définition des en-
sembles G,, peut &tre pris arbitrairement petit, on voit, en tenant
compte de la proposition 1° du paragraphe précédent et de la dé-
finition des ensembles G'w, que la série (2) converge presque partout
dans (0, 1), ce qui prouve le théoréme 1.

§ 3. On peut se demander, si le théoréme 1 reste encore vrai,

quand on prend, au lieu de la série (3) qui figure dans son énoncé,
une autre série

a3 e W,

ol W(n) est une fonetion positive vérifiant la condition

Win) = o[(gn1],

1) Lusin, L'intégrale et la série trigbnomdtrigua, Moseoun, 1915, p. 38.
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cest-d-dire, l'ordre de croissance de W(n) est inférieur & celui de
(Ig n)t. N-Qus prouverons quil n'en est rien en démontrant le théo-
réme suivant:

Théoréme 2. Quelle que soit la Fonction positive W(n) vérifiant
la condition W(n)= o[(lg n)2, il existe towjours un systéme normé
de fonctions @ (x), n =1, 2,3,..., orthogonales dans 0, 1), et une
suite de constantes réelles a, telles que la série

oo

@) Y. p.)

Tl-]

diverge partout dans (0, 1), quoique la série (18) converge.
- Comme conséquence du théoréme 2, on obtient immédiatement
le théoréme:

Théoréme 3. Il existe une série (2) correspondant & un systéme
snormé de fonctions @,(z), n =1,2, 3,..., orthogonales dans (0, 1), qui
diverge partout dans (0, 1) quoique la série

2

n=1
converge.
Nous commengons par considérer quelques fonetions auxiliaires
qui nous serons nécéssaires pour la démonstration du théoréme 2.
Posons '

lg |va—m|
lg »

.
) :D:l:;,

m '
fv,m (';;") - 0, ,,,m(x) —_—

m=20,1,2,3,..., —1, — 2, —{3,...; y=2 3,4,..., et envisageons
I'intégrale

o
(14) =[G a—foatdn p>07)

Il est facile & ‘voir qu'en deux points quelconques, symmeétriques
par rapport au point w.——..%(m + 721), les valeurs de la différence
Jo, mip—Fv, w 10 difftrent que de signe et, par suite, Iintégrale pré-

1) Nous omettons, pour simplifier 'écriture, 'argument & sous le gigne d'inté-
gration,
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cédente peut #'écrire sous la forme

+o0
@ I=2 [ f Sdr=2 1),
3 (m+3)
ou
E | ——(m+p) -(m+p)
‘a "_f fu, mtp fv, m) dx“"‘"(lg ,p)g f[]g m+P""““W’)"““"lg (fpx»—— )]de
© ( 2) | ("'+”2“)
= oo
3 ""f(fv‘m-f-r fv m) da;—_(lg )2 f[]g(vxmm—up)mlg (wx-——-—m)]zdx
‘EU ;(m—l—p) “(m+r) |
55 En effectuant, dans chacune de deux intégrales I’ et I”, le
E changement de variable y = P , on obtient
© YT — m?
S N ;
 w ’ p y
= Sy "1
§ vlg o), y
K =0t A )
Q | .
"6 Comme les intégrales dans les deux dernitéres formules ont des
=== valeurs finies, positives, il vient, en vertu de (14) et (15),
o .C
m J Unmie == fis
E ot C est ﬁne‘ constante absolue, C > 0,
Posons
9 . 6%%!(“’) — 61:; m =fv;m+l “"’fw ma |

~on obtient immédiatement
. (17) ' 61'; " + dv. m--1 + . s + dv,m-'—p—-l zgfv, m-f-p '"'"‘.fw. ”
1) La méthode du calcul de l'intégrale I 4 I'aide de la substitution i Y === -

v —m
m'a 6té indiquée par M, Stepanotff
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et, par suite, en vertu de (16),

(18) 0< f 8 dr=_C _

-+co
f(am m + 61:, m-+-1 + R + 61;, mﬁ—l)zdx =
—o0 oo -

= [ Gpom+ G + oo + 6y, )

En posant successivement dans la derniére identité p=123,..,
il vient
+o00

(19) [ bun burmip s =0,
— 00
n:—:'O, L, 2, 3,...,—1, —2 —3,..; p=1, 2, 3,..., cest-h-dire,
toutes les fonctions d,,,, pour » fixe et pour m quelconque, sont
deux & deux orthogonales dans l'intervalle infini (— oo, + co..
Il nous sera utile, dans la suite, d’envisager la somme

(20) ap.m + 61,,;,,_*_1 + ...+ dv- Ip-113

c'est-i-dire, la premiere partie de la relation (17) pour p=2» —m.
D’aprés la définition des fonctions f,,,, nous aurons, dans Pinter-

m—1 m
valle (—T, -q)), l<m <,

f’lhmgO? fv,2v>1

et, par suite, en vertu de (17), la somme (20) est supérieure ou
égale & un dans. lintervalle considéré.

En donnant successivement &  toutes les valeurs vérifiant la
condition 4
(21) I<m<Cy

. : m—1 m ‘

et en tenant compte que les # intervalles (w;w, ;‘;) correspon-
dants couvrent entiérement l'intervalle (0, 1), on arrive & la econclu-
sion suivante:

En chaque point 2 de lintervalle (0, 1) subsiste I'inégalité

(22) By Oy oo B0y >1

pour une au moins de valeurs de m vérifiant I'inégalité (21).
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§ 4. Considérons un intervalle queleconque (a, b) et effectuons,
dans les intégrales
400

'f[y,,(m)]dx fd,,,,,,w) 3vm (z)dz, m:{:m,

—0

ig changement de variable -

=1 [——g + (y;——:?-);f] = %),

& laide duquel l’mtervalle infini (— oo, 4 0o) se transforme en

(a, b). 11 vient:

/ [0, m ()2 dE = f 10, (2@ 2 (1) dy,

fdv m(“l1 mm :r)d.c ""fdwm Z(y 3 vm[ y)—] Z(?/)d!/

On obtient donc, en posant
Wy, m(a) = Yy, (b)) =0;

W, nly) = 0,2 - V=) 7 (y), 0 <y <b,
et en tenant compte de (18) et (19):

g b—a)-C
(23) i< f oIy =y
@) f Vorald) - Vo WAy =0, mkm,

oi C est la constante absolue définie au paragraphe précédent. -
On voit, de (23) et (24), que les fonctions w, .(y) sont toutes
4 carré sommable et forment, pour » fixe, un systéme de fonctlons
orthogonales dans Vintervalle (a, b).

Désignons respectivement - par a’ et &’ les points de l'intervalle

- (@, b) qui correspondent aux points 0 et 1 de lintervalle infini

(—udo, +oco). Il est clair que a'=a + {(b—a), V' = a + }(b—a),
b’ — a’ = }(b—a), c'est-b-dire, I'étendue de Vintervalle (a’, ') est
égale b. 1(b—a) et son extréxmté gauche est au centre de l'inter-

valle (a, b).
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‘Nous allons démontrer, pour les fonetions Y,. »(y), la proposition
suivante ; , ‘

En chaque point de l'intervalle (a', b*) subsiste Pinégalité
(25) ipv, m(y) + tpu, m-{-1 (.’/) + e + wv,iv——l(y)'> 11 ’
ol m est un entier dépendant de x et vérifiant la condition (21).
En effet, soit ¥ un point queleonque de l'intervalle (a’, 5'). En vertu
de la propriété des fonetions 4, (), exposée a la fin du paragraphe
précédent et exprimée par Vinégalité (22), il vient

6»,»-[‘%(9)] 4 0 (X + .-+ O aa [2(y)] 21

ol m et un entier convenablement choisi pour lequel subsisie l'iné-
galité (21). En multipliant par (b —a). 5’ (y) la premitre partie de
cette inégalité et en tenant compte de la définition des fonctions
Y,, (y) et de l'inégalité évidente

B L

Vo= 7)) = [ - (y“a)n]>1,-
COoS | —

27 b—a
on obtient l'inégalité (24), ce qui prouve la proposition i démontrer.

En résumant tout ce qui a été exposé dans ce paragraphe, on
obtient le résultat suivant- |

Quel que soit V'entier » supérieur & un, il existe, pour un inter-
valle arbitraire (a, b), le systéme de 2» fonctions v, ,.(3), 1 <Tm <29,
orthogonales dans l'intervalle (a, /), possédant la propriété exprimée
a4 l'aide de l'inégalité (24) et vérifiant la relation (23). Nous dési-
gnerons dans la suite la variable indépendante par x.

§ b. Le systtme de fonctions 1, (), envisagé au paragraphe
précédent, nous’ servira 4 définir un autre systéme de fonctions qui
puissent étre regardées comme des approximations des fonctions
¥, (%) et qui conservent des valeurs constantes dans chacun des

‘intervalles, en nombre fini, obtenus par une-subdivision convenable

de lintévalle (a, b).
Prenons un entier quelconque N > 3 et divisons l'intervalle (a, b)

. en 27 parties égaleé; soient ;= a + --g-;;(,b—‘-—a), i=0,1,2,8,..., 2%

les points de subdivision,  Nous définissons les fonetions , .(z),
1<Cm<C2v, de la fagon snivante:

iﬁv. " (a) = O; vt,)v. m(m) B wv. m ({vt)) xi;—lﬁ'< & < E‘,
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0 < i<<2" Les fonctions w,, (%), ainsi définies, sont simultanément
constantes dans chacun des intervalles (i,_,, z,), 0 < i< 2%
Donnons nous un nombre positif & queleconque. Comme les fone-
tions 1y, (%) 1< m < 2w, sont toutes & carré sommable et n’ont
qu'un nombre fini de points de dlscontmulté il est aisé de démon-
trer que le nombre N peut &tre pris assez grand, pour que les
fonctions correspondantes ¥, .(%) vérifient les conditions suivantes:
19 g, étant Vensemble de tous les points z pour lesquels sub-

siste l'inégalité
(26) 3@ —tn@) <h

la somme des longueurs des intervalles (z,_,,) dont tous les
points appartiennent a &, est supérieure & b —a — &

@n 2 fliﬁ,,,,,.(m)w—-%,mfw)]ﬁdx<8’)-

Prenons & < §(a —b), c'est-d-dire, inférieur & la moitié de la
longueur de l'intervalle (a’, b’) défini dans le paragraphe précédent.
Comme le nombre (b — a) est la produit d'un nombre entier 23

et de la quantité (b a), égale & la longueur de chaque intervalle

2N
(#,.1, ), on voit immédiatement, de la condition 1° qu'il existe
dans lintervalle (a’, b') un ensemble £, possédant les propriétés

suivantes:
(28) a® Mes E, = }(b—a)

be E, est formé de tous les points z compris dans 2%-% inter-
valles (x,_,, x;) convenablement choisis dans (a’, ).

¢® En tons les points de E, subsiste U'inégalité (26), c'est-h-dire,
E, est ane partie de I'ensemble &, .

En tenant compte de la condition 29, il est facile d’obtenir les

~ inégalités donnant les valeurs approchdes, par excds des intégrales

b b

f [, »(®)]2dx et ﬂl).,,, w(B) Wy, (@) dry, M zlé m'.

v a

) La condition 2° peut 8tre vérifiée en vertun d'un théordme do M. I', Riesaz,
Untersuchungen tiber Systeme integrierbarer Funcitionen, Mathomutische Annalen,
t. 69, 1910, pp. 459, 460,
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Soit. ¢ Iensemble de tous les points pour lesquels subsiste I'inégalité

B0 @) | <21 9,,.@)|

et soit Ce I'ensemble complémentaire & ¢
(a, b). On obtient immédiatement

f P n@de <4 [Ty, .@ds,

0< [, wloltdes 4. S o)~ @s < g,

par rapport & lintervalle

by sl s (b—a).C
d’ol il vient, en prenant & < g 9T et en tenant compte de

I'inégalité (23):

@ 0< [Bu@raa<TEDl T cman

On a de méme, en se servant de l'inégalité de M. Schwarz et
en tenant compte de (23), (24), (27) et (29):

| f Bo0a@) . B, @] =

= [ 10, w®) - By ) — 1, o) 9y B | <

< \/ f Pure) — i @)V [, ()0 +

T \/f[ﬁv, m ((B) — Yy, (T)]zdx .f[tp”' m(x)]2d$ <

8(b—a).C (b—a).C
<I/e' (g ) T

¢'est-a-dire,

i _ | ,
(30) |afwv,m(w>.wy,m,(x>dx,<e, m =,

1<Km<C 2y, 1Im’ << 2%, ol ¢ tend vers zéro avec & Nous sup-
posons, dans la suite, que & est inférieur & la plus petite de deux
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,
.quantités }(b—a) et 6— —-)————(J de sorte que l'ensemble F, existe

v(lg v)®
et les inégalités (29) et (80) sont vérifides.

On peut enfin énoncer, pour les fonctions w,, (), une propo-
sition analogue & celle qui & été démontrée pour les fonctions ,, ()
3 la fin du paragraphe précédent. On voit, en effet, en vertu de
cette proposition et de la définition de I'ensemble F,, qu'en chaque
point # de E, subsiste I'inégalité

(31) By, @)+ Ppmga (@) + o+ By (@) | > %

pour une au moins de valeurs de m vérifiant la condition 1<<m< v
(m ne conserve pas nécessairement une valeur constante, mdépen-—
dante des points de I’ensemble E).

& 6. Nous définirons, & V'aide des fonctions ), .(2), un systéme
de 2v fonctions g, .(¥), 1 <Cm <2, deux A deux orthogonales
dans lintervalle (a, ¢) dont étendue est la double longueur de l'in-
tervalle (a, b) et dont le centre est au point .

Désignons par N’ le nombre de tous les systémes (m, m’) de
deux indices m et m' vérifiant les conditions: m < m/, 1 <TIm< 2v,
1<K’ << 2, clest-d-dire, posons N'=».(2v—1) et divisons linter-
valle (b,¢) en N’ parties egalés. Nous établirons, entre les N~
systémes (m, m'), une correspondance univoque et réciproque et nous
désignerons par 4, ,. lintervalle correspondant & (m, m’). Les N7
intervalles 4,, ,. convrent entiérement ['intervalle (b, ¢) sans empiéter
l'un sur l'autre. Posons

(32) fwv: L] wv. vn’( )d T == am-, m’

et définissons, dans l'intervalle (a, ¢), les fonctions g, ,.(x), 1<m< 2w,
par les conditions suivantes: :

10 9, (%) = P, .(zr) dans l'intervalle (a, b).

2% 7, m(®) = 0 aux extrémités de tous les N’ intervalles A . -

3° A Vlintérieur de chacun des intervalles A, , la fonction
Xy, m (%) conserve une des trois valeurs constantes

N’ ‘ . N’
O, l/ ' I am, m’ Ia - Slg“ am, m’ b'—::'""" Iam, m’ I )

b—a

1) Nous désignons, suivant 1’ha,i)itutle, par sign z la ‘fonction dgale a 41

| pour w>0,'z'1 0 pour =0 ot & — 1 pour ¢ < 0.
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correspondant sux trois cas poﬁsibles:
m+K,m+K), m=K mkK) m+K mn=EK)
Les fonctions Xo.m(%) sont ainsi définies dans tout intervalle (a, ).

Envisageons les intégrales

0

fx,h (@) . 7, w(@)dz, m <, 1< m< 20, 1<’ < 2.
I est évident que dans tout intervalle 4 ., différent de A, oy lune

au moins des deux fonetions .. .(z) et x,, . (z) est égale & zéro,
de sorte que :

x‘l’l m(x) : Z‘Va m’ (x) = 0

dans 4, ;, saut le cas od m =K, m' = K".
En remarquant que la longueur de lintervalle 4, .. est égale

a b ;Ta‘: on obtient alors, en vertu de (32) et de la définition des

fonctions ¥, .(%):
fxv, m(x) s xv, m’(x)dx ’—“‘-/l[)w .,‘(m)’. q)‘,' m:(ﬂ?) d:l: +

-fov, m(m) Ky, m (x)dx= Cony me — Sigﬂ Aoy, ne - l A, m '= 0.

Am, m’

Cette identité prouve que les 2» fonctions gz, .(z), 1 << m << 2y,
sont deux & deux orthogonales dans l'intervalle (a, C).
Considérons I'intégrale

0

St @

a

En tenant compte de la définition des fonctions g, .(x), on obtient,
en vertu de (32) et (28):

NI

—a

r

@I <57 e

pour tous les points x de Pintervalle (b, C). Comme & tend vers
zéro avec ¢ et I'entier N’ est indépendant de & on peut choisir ¢

Fd

Fundamenta Mathematicae V. , f]
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assez petit, pour que l'intégrale

fo[x.,,m(m)]*dw

soit inférieure &

On obtient ainsi, en vertu de linégalité (29) et de la relation
c—a=2(b—a):

63)  0< [l neids <
1<<m << 29, ol G’.—:g—ij—g.

Numérotons les 27 intervalles (z_;, z), 1<Ci<<2% définis dans
le paragraphe précédent, et les N’ intervalles 'A,,,, wy 1<Sm <! <29,
dans l'ordre de croissance de leurs distances du points a et désig-
nons les par 41, 0%, 6P,..., 62,..., s<<2¥4+ N’ On voit immé-
diatement que les 2» fonctions y, (%), 1<Xm<C2», sont simultané-
ment constantes dans chacun de ces intervalles. ,

Il est clair que l'ensemble E,,, défini dans le paragraphe précédent,
est formé de tous les points z compris dans certain nombre des
intervalles 43, et T'on voit, en vertu de lindgalité (28) et de la
relation ¢ — a = 2(b— a), que

(84) | Mes £, = {r(c—a).

(b—a).C __ (c—a). "
vigw)t  — p(lgw)r

Comme les fenctions g, ,.(z) coincident, dans Iintervale (a, b),
avec les fonctions ,, (), il résulte, d'apreés la proposition démon-
trée & la fin du paragraphe précédent, que ces fonctions f,, ()
possédent la propriété suivante: | |

En chaque point # de Vensemble E, subsiste Vinégalité

(35) I Zu. m(x) + xv, m--1 (x) '+" tee + xv, 2p—1 (.’E) ‘ > '%J‘

- olt 7 est un entier dépendant de x et vérifiant la condition: 1<Tm<Co.

Liintervalle (a, b) étant arbitraire, (a, ¢) I'est aussi. Désignons ce
dernier intervalle par 4 et soient g, ,.(z, 4), 0(4) et I, (4) les
fonetions g, .(x), les intervalles 0 et I'ensemble £, correspondant;

& cet intervalle 4. En résumant les résultats de ce paragraphe, on

voit qu'd chaque nomhre entier et positif », v > 2, et & un inter-
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valle arbitraire A correspondent les intervalles d¥(4), s=1, 2, 3,.
Yensemble E,(4) et les 2 fonctions Yo, (@ 4), 1 <<m < 29, qnx
possédent ‘les propriétés:

. (A) Les intervalles d0)(A),s =1, 2, 8,..., couvrent entiérement
lintervalle A sans empiéter Pun sur l'autre.

(B) L'ensemble E, (4) est formé de tous les points x dans certain
nombre d’'intervalles % (4).

(34 (C) Mes E,(4) = $¢ . AY).
(D) Les fonctions g, ,.(«, 4) sont deux & deux orthogonales dans.

I'intervalle A.

(E) Les fonctions ¥, (2, 4) sont simultanément constantes dans
chacun des intervalles 0%(d). -

a4.¢

'v(lgv Mer an3? 1Tm << 2,

(33) (I 0< [ [y mlm APdz <~
</

ou C' est une constante absolue.
(G) En chaque point z de I'ensemble £, () subsiste 'inégalité

(35l) l Xy, m(x; A) + Zv, m-+1 (.27, A) + s + Xy 201 (xa AH < 5

ol m est un entier dépendant de z et vérifiant la condition: 1 <{m<Cw.
8§ T A laide des fonctions %, ,.(z, 4), définies dans le paragraphe
précédent, on peut démontrer le théoréme 2 dont 1'énoncé a éte
donné dans § 3. |
Démonstration. Soit W(n) la fonetion qui figure dans I'énoncé
du théoréme considérée, c’est-d-dire, une fonction positive arbitraire,
assujetie & une seule condition:

(36) W(n) = o[(Ig n)?].

En vertu de (36), on peut déterminer une suite de nombres entiers
=02 r<..<?%h<..

vérifiant la condition:

(37) 14200, 4 v+ v+ F ) < v, E=2,84..,

et tels que, pour n =%,

W(n)

(38) iz 7Q)2<kz, k=234,

" 1) Nous désignons aussi par 4 la longueur de lintervalle A..
7*
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Nous commengons par définir, pour la fonction considérée W (n),
une série

(39) | )

n=]

qui diverge presque partout dans (0, 1) et dont les termes sont

- deux & deux orthogonaux dans cet intervalle. Posons

Ny=0, Ny=1+20+v+v+...+2), k=1,23...,

d’oﬁ N —Ny=1, N, — N,, =2, k=>2, et par suite, en vertu
de (37):
(40) ' N, <w, N.<3», k=2

Répartissons les indices »=1,2, 3,... par groupes I',, k=1, 2, 3,..,,
dont chacun consiste de tous les indices n vérifiant l'inégalité

Ny, < nsC N,

1l est clair que le premier groupe I’lrest formé d'un seul indice 1.
Posons v, (x) =1, identiquement dans l'intervalle (0, 1), ce qui
définit le premier terme de la série (39) correspondant i l'indice

‘appartenant au groupe I',. Pour définir les fonctions correspondant

aux indices n du groupe I',, k2> 2, nous supposons que les N,_,
fonctions ¥,(2), qui correspondent & A, , premiers indices appar-
tenant aux groupes Iy, I';, I'y,. ", I, ,, sont déja définies et con-
servent des valeurs constates dans chacun des intervalles d'un systéme

- 2, obtenu par une subdivision convenable de lintervalle (0, 1).

Désignons respectivement par 4° et 4 la moitié gauche et droite
d'un intervalle arbitraire 4 dn'systéme =,. Posons, pour les indices
n du groupe I'y m=n— N,_, dot 0 << m < 2v,, et définissons,
dans (0, 1), les 22, fonctions y,(z), N,_, < #<N,, puar les conditions
suivantes:

10 o, (@) == + Yo, (%, 4) & l’mtérleur de chaque mtervalle A,

20y, (2) = — Zvp m(&y A7) & Vintérieur de chaque intervalle A

3¢ tp,,(x)wO aux extrémités de tous les intervalles 4’ et A”.

En tenant compte de la propriété (&) des fouctions g, .(x, 4).
(§ 6), on voit immédiatement que les NN, fonetions ,(2), définies
pour les indices # appartenant & k groupes I, I',, I%,..., I\,
conservent simultanément des valeurs constantes dans chacun des
mtervalles d'un systéme 3, obtenu de la méme manidre que 2,
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et Fon peut évidemment supposer que chacun des intervalles du
systéme 2., est compris dans I'un des intervalles 05 (4') ou 49 (4"
définis & la fin du § 6. A Paide du systéme 3, : on obtient les
fonetions y,(x) pour les indices du groupe I’ ., et ainsi de suite.
En partant de la fonetion ¥,(%) on définit ainsi les fonctions v, (z)
pour tous les indices n=1,2, 3,...

Démontrons que toutes les fonctions Y.(r) sont denx & deux
orthogonales dans l'intervalle (0, 1). Soit 7 et n’ deux indices quel-
tonques, #5=n'; nous considérons séparément deux cas possibles:

1° n et n' appartient & un seul groupe [I7,. |

2° n et n' sont des indices de denx groupes différents I, et
Ly, k= k. |

Posons, dans le cas 1° m=n— N, ,, m' = n' — N,,, don

m=fm, 0 <m< 2, 0 < mw < 2»,. 1l vient immédiatement, de
la définition des fonetions ), (x), |

[ .@ po@)iz=

=3 / Kop m(@ &) 2, (2, A)dx + f Toy (@5 A7) . 2oy welm, A7),
| , &

ol la sommation doit &tre étendue a tous les intervalles 4 du systéme
2, et A, A” sont les intervalles définis plus haut pour chaque in-
tervalle A. Comme m==m’, on voit, en vertu de la propriété (D)
des fonctions y, .(2, 4), que chaque terme de la dernitre somme
est égal & zéro, d'ou

- (41) f W, () . P, (x)dz = 0,

' cest-h-dire, les deux fonetions o,(x) et ¢, (x) sont orthogonales dans

Pintervalle (0, 1). |

En passant au cas 2° nous supposerons, pour fixer les idées,
que n > c'est-d-dire, k> . Comme lindice »' appartient au
groupe I',,, on voit, de linégalité k> %, que la fonction y,.(z)
conserve une valeur constante, soit w(A4), dans chacun des inter-
valles A du systétme 3,. On a done, en vertu de la définition des
fonetions v, (2):
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f (@) . W (2)d =

——__—Z,u(A). [fx,,k,,,,(x_, A)dzx """./Z..,,,,m(w, A4") dm},
X : AT

ol le signe de sommation 2 a la méme signification que plus haut.
Comme les intervalles 4° et 4” ont la méme longueur, chaque terme
de la dernitre somme est égal & zéro et, par suite, on obtient aussi dans
le cas 2° la relation (41). On voit ainsi que les fonetions i, (x) et
#,.(x) sont orthogonales, quels que soient les deux indices différents
n et n'. :

Evaluons la valeur approchée, par excés, de l'intégrale

1

f [ (o))

0
On peut écrire, en supposant que l'indice n appartient au groupe
I, k=2, |

f [w..(w)]?dw=2{ f (R m (&) A2 4: ”f(x,,,,,,(w, A2 da}

v Fyo |
m=n—N,_,, la sommation étant étendue & tous les intervalles 4
du systéme 3,. En désignant les longueurs des intervalles A’ et
A" par les mémes lettres, on obtient, en vertu de (33"), § 6,

: AI . Cl
"o el
0 <Af[ka; m('r? A )] de 'pk(lg ,”k)gi

' A7 . C!
miyl1e I
0< [ el 410 < 1< <
et, par suite,

v
v(lg v, 27

1
42) o< [Ip@lrdn< Ny << N, k2,
0 ' i
puisque 4’ 44" =4 et Z4=1, ot ZA est la somme des longueurs

de tous les intervalles A du systéme X, On a de plus, en vertu

~de la définition de v, (=),

I

(43) | f [, (z)]2dw = 1.

L
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Désignons par E, la somme de tous les ensembles E, (4 et

.E,,k(A"), définis pour les intervalles A’ et A” correspondant aux
intervalles 4 du systéme 3,. En vertu de (34", § 6,

(44) Mes E, (A') = 454", Mes E, (") = £ A",

et par s’uife, d’apreés les relations A’ + 4" = A4, ZA=1.

Mes E, = 4.

En vertu de la définition du systéme X, chaque intervalle A de ce

systéme est une partie de 'un des intervalles d)_, (4) ou d_ (4),

§==1,2,8,... En tenant compte de (44), on obtient facilement de

cette dernidre propriété des intervalles A et de la propriété (B) des
ensemble £, (A):

Mes (B, + By + B +...+ By,) =1 — (1 — P, p=0,1,2,3,...
On - a done, en désignans par E l'ensemble limite complet des en-
sembles K, , k=1,2,3,...:

En supposant que les indices n appartiennent au groupe I. con-
sidérons les valeurs des fonetions ,(z) aux points de l'ensemble E,.
Chaque point de cet ensemble doit appartenir -4 Pun des ensembles
E, (4") ou E,(4"). Quand le point # considéré appartient & I'en-

semble K, (4), on a, en vertu de la propriété (G) des fonctions

z;«. m(.’l?, A))
Izvk,m(xa AI) + x::k. m-41 (x7 ’A') + -t ka, 2y-1 (.’E, A’” = '%:

ol m est un entier convenablement choisi, compris entre 1 et #,.
En tenant compte de la définition des fonetions ¢,(r), on obtient done

| Yu(®) + Youa () +-.. + Yy _1+2my—1 (x) | > 3

ot n=N, , +m. Comme la méme inégalité subsiste en tous les
points des ensembles E, (4”), on arrive & la conclusion suivante:
En chaque point de F'ensemble E, subsiste l'inégalité

| 9,(2) + Yoia (&) + - - F+ P >}

pour les indices n et »’ convenablement choisis qui vérifient la -
condition: N,_; <<n < .. Comme lim N, , ==oco; on en conclut

k—roa

facilement que la série (39) diverge en chaque point de Iensemble

E et, par suite, en vertu de (45), presque partout dans (0, 1).
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On peut maintenant définir la série

3]

2) : - Jaa@

e

qui figure dans I'énoncé du théoréme 2. Soit

(46) a, = \/ ﬁ W, ()2 dx;

en vertu de (42) et (43), @,=#=0,2=1, 2, 3,... Posons

_ (@)
p.(z) = a
dans l'ensemble £ et
' 1
P, (x) =

a,

en déhors de E. Il est clair que les fonctions ¢,(x), n=1,2,8,...,
forment un systéme normé de fonctions orthogonales. La Bél‘le (2),
ainsi définie, diverge parfout dans (0, 1), puisque elle est identique
A la série (39), quand le point z appartient & lensemble E, et se
réduit & la série

L+t +14..,
quand le point x est en dehors de cet ensemble.
Démontrons que la série & termes positifs

e e]

(13) . wn

nesd

converge, ou W(n) est la fonetion figurant dans lénoncé du théo-
réme 2. 11 résulte, de (38), (40), (42) et (46)

Za?,.W(fn): ¥ al. W( ))2 (gn)“<

Ol 1 OH

< (N— M) - vy Qg (g N,y i—1)e <=1

k> 8,

ot C” est une constante absolue. On a, par suite,
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20:“1 . W(n) ==22a?, . Wm)y< o, hzzcv(k-—mi—l)“!

NNyt k=2 n=N, 141

ce qui prouve la convergence de la série (13). Le théoréme 2 et,
par suite, le théoréme 3 se trouvent done complétement démontrés.

Appelons la fonction de M. Weyl toute fonetion positive W(n)
de l'argument entier » telle que la convergence de la série

oc

DXL

n=}

implique la convergence presque partout de la série

00

2“» - @ (JL‘),

n=1

quel que soit le systtme normé de fonctions orthogonales @.(x),

n=1,2,3,... En rapprochant les théorémes 1 et 2, on arrive a la
conclusion suivante:

La fonction W (n) est une fonction de M. Weyl, si
(lg n)* = O] W(n)];
au contraire, W(n) n’est pas une fonction de M. Weyl, si

Wn) = of (g n)?).






