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Sur un probléme de la théorie de la mesure. II.
‘ Par |
D. Mirimanoff (Gendve).

Dans cette note je chercherai & généraliser les résultats que j'ai

établis dans ma note précédente. Je montrerai qu'une partie de ces

résultats s'étendent & une catégorie assez vaste d’ensembles parfaits

que j'appelle ensembles parfaits de 1% espéce.

1. Ensembles parfaits de 1 espéce.
Soit £ un ensemble parfait reparti sur un intervalle (a, ). On

sait que son complémentaire C() se compose d'un ensemble d'in-

tervalles ouverts d;,, que j’appellerai, avee M. W. H. Young, inter-
valles noirs de H. Je suppose que les'd, soient rangés par ordre
décroissant de longueur

h=b=...=20=...,

en désignant par la méme lettre Vintervalle et sa longueur,

Ces intervalles et par comséquent l'ensemble B peuvent 6tre
construits & l'aide d’'une suite d’opérations C,. |

Supposons qu'on ait construit les i — 1 premiers intervalles

by, 6y,... 6. Oes intervalles sont séparés ou bordés par % intervalles

blanes. Appliquons maintenant lopération C,. L'intervalle d, ¢'intro-
dujra dans I'un des intervalles blancs; il apparaitra bordé de deux
intervalles blancs nouveaux que j’appellerai d; et d’.

Je dirai que l'ensemble £ est de 1 espéce si, quel que soit i,

d,
d“J

c’est-b-dire: si d; est << & chacun des intervalles d,, d;' introduits

4=

- par G, et cela quel que soit 4.

Je partirai des deux propriétés suivantes des ensembles parfaits
de 1 espice.
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Pf'opriété L Si g; et d; sont deux intervalles noirs d’un ensemble
pa_.rfal’c E de 1 espéce, Vintervalle d; qui les sépare est > & I'un
au moins des intervalles 4, d;, - -

. En effet, l'intervalle d; est = &4 l'un des intervalles blancs

dj, d;'y 81 4 <j, il est done & fortiori =g;.

~ Propriété II. Si a et § sont deux points queleonques de (a, b)
n’appartenant pas & un méme intervalle noir d’un ensemble parfa.it
E de 1™ espéce construit sur (a, b) ('un des points e, 8 peut &tre
situé en dehors de (a, b)) et si & est un ensemble parfait queleon-

que de 1™ espdce construit sur (@, 8), les ensembles E et & ont

des points communs.
Supposons d’abord que & est un ensemble non dense.
Il suffit de démontrer la propriété II dans le cas ol les points

@, B font partié de deux intervalles noirs d,, 6, de E (I'un des points

?

e, § peut étre situé en dehors de (a, b).

Désignons par 4, 4,,... 4,,... les intervalles noirs de &.

Introduisons d’abord 4, et soient ', ' ses extrémités.

Je dis que 4, ne peut pas recouvrir complétement lintervalle
dy; qui sépare les intervalles d,, d;. Supposons le contraire, supposons
donc que 4, > dy;. En vertu de la propriété I,

Cdy=0; (1 ¢ <)),

on aurait done 4, > d; et A& fortiori Al'> B’ B, conclusion absurde,
puisque pour les ensembles de 1™ espice

A < %
=g

Par eonséquent I'un au moins des points a', §/, par exemple le
point ', tombera & lintérieur de d;. Si o' fait partie d'un inter-
valle noir de £, on raisonnera sur (e, a’) comme on a raisonné sur

(@, §). On aura ainsi une suite d'intervalles (e, §). (a, a'),... s'em-

boitant les uns dans les autres. IL suffit de considérer le cas ol les
extrémités de chaque intervalle nouveau appartiennent 4 des inter-
valles noirs de E. On a alors une suite infinie d’intervalles s'em-
boitant les uns dans les autres et dont la longueur tend vers 0. Cette
suite définit un point ¢ et un seul commun & tous ces_ intervalles.
Or chacun des intervalles de la suite contient des points de E et
des points de & Par conséquent ¢ est i la fois un point limite de
E ot de & il appartient done & E et i & puisque chacun de ces
ensembles est fermé,
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Le raisonnement s'applique, avec des modifications légdres, i des.
ensembles parfaits quelconques de 17 espéce.
La propriété II est démontrée.

2. Nous pouvons maintenant, en nous appuyant sur les proprié-
tés 1 et 1I, résoudre le probléme suivant dont j'ai traité un cas
particulier dans ma note précédente: |

Probléme. Soient K, et F, deux ensembles parfaits de 1™ espéce
dont le premier est réparti sur un segment O4 de l'axe Ox et le
second sur un segment OB de l'axe Oy. Menons par les points de
E, des droites paralléles & Oy et par les points de K, des droites
paralleles & Ox et soit &' I'ensemble de tous les points d’mtersectlon
de ces deux familles de droites. Désignons par E, la projection de
L sur une demi-droite quelconque OA. Quelle est la mesure de &,?

Sans nuire A la généralité, on peut supposer 04 = OB = 1.
Soit d'autre part C le point dont les coordonnées sont 1,1 et 3
langle de OA avec Ow.

- Supposons que & soit compris entre 0 et /4,

0<&<g

Envisageons une droite qu‘elconque d normale & 04 et coupant le
carré 0 ABC. Soient o* et 8 les points ol cette droite rencontre les

~droites BC et OA; l'un au moins de ces points est situé sur le
‘périmétre du carré. Soit @ le point de 04 qui a méme abscisse

que e*. On a alors le théoréme sunivant:

Théoréme. Si « et § n'appartiennent pas & un méme intervalle
noir de K., la droite d passe par un point de I,

Pour la démonstration de ce théoréme je renvoie & ma note
précédente.

Il en résulte que les points de l'ensemble complémentalre G(Fx)
sont fournis par les droites d telles que « et § appartiennent & un
méme intervalle noir de &, .

3. Mesure de &, Soit C" la projection du sommet ¢ sur la
droite 0. On a | |

0C" = sin ¢ + cos
Done

m(liy) = gin & 4 cos ¢ — m[C(E,)].
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Soit maintenant d, un intervalle noir de E. Si 6,<tg¥, il nexiste

pas de droite d normale & 01 et telle que @ et § appartiennent
4 d,. Supposons donc 4, >tz 9.

La longueur de 'intervalle noir de E, qui est dd & &, est alors

- =(di—1tg ) cos $ = d,co8 ¢ — gin §.

Par conséquent

m{C (Ez)]_:z‘(df cos & — sin ),

la somme étant étendue i tous les i tels que 4, > tg 3. Dot
m(E;) = (i +1)sin & + (1 —326) cos 5.

| . T X
Lorsque 3 est compris entre -- et s ce sont les intervalles noirs

4
de E, qui interviennent dans l'expression de le mesure de E,.
Corollaire. Comme Jd, <1, on a

m(E;) > (i+ 1)sin &

la mesure de E, est donc toujours positive, si 04 ne coincide pas
avec l'un des axes O, O,.

4. Aucune de ces conclusions ne subsiste intégralement lorsque
les ensembles E, et E, ne sont pas de 1™ espéce. En voiei un
exemple:

Supposons que E, (E,) soit 'ensemble de tous les points dont
les abscisses (ordonnées) s'écrivent dans le systéme de numération
de base 4 avec les seuls chiffres 0 et 3. On voit immédiatement
que les ensembles X, E, ne sont pas de 1 espéce. Aucune des
propriétés I et II ne subsiste et la fonetion f(})==m(E,;) s'annule
pour une infinité de valeurs de ¥, entres autres pour 4= m/4.

On voit donc que les propriétés de E, que jai établies dans
cette note sont caractéristiques des ensembles de 1 espéce et que
les distinctions introduites ne sont pas artificielles.






