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Une application de I'équation fonctionnelle
f(x4y) =/(x) + f(¥) 4 1a décomposition de la droite

en ensembles superposables, non mesurables.

Par
Stanislas Ruziewicz (Léopol = Lwdw).

Nous prouverons dans cette Note une propriété fort simple de
la fonction f(x) satisfaisant & l'équation fonctionnelle

() Sty =@ + 1)

propriété qui nous permettra de décomposer la droite en m ensem-
bles superposables, partout denses,. disjoints, non mesurables (L),
m étant un nombre cardinal quelconque, satisfaisant aux inégalités:

KSSM2NY). Soit f(z) une- fonetion définie pour tous les x réels
et satisfaisant & I'déquation (1). Posons, pour @ réels.

B, =E|f(z) =dl:

“je dis que.si les ensembles £, et E, ne sont pas vides, ils sont
superposables. |

Supposons, en effet, £, 5= 0 et E,==0: il existe done un x, tel

que ®,&k,, done f(m)==a, et un =, tel que zyek,, done f(z,)=0b.

) "Une décomposition de la droite en un ensemble non dénombrable d'ensem-
bles non mesurables a été traitée par C. Burstin dans les notes: .lie Spaltung
des Kontinuums n R iberall dichte Mengen® (Sitzungsber. d. Akad, d. Wiss,

in Wien, Bd, 124 (1916)) ot , Die Spaliung des Kontinuums in ¢ im I.. Sinne'

nichtmessbare Mengen* (ibidem, Bd. 125 (1918)) et par N, Lusin et W. Sier-

piiski dans la note ,Sur wune déoomposition du continu en une infinité non

dénombrable d'ensembles non mesyrables® (C.R.t. 165); v aussi W Sierpinski:
Bull. de I'Acad. des Sciences de Cracovie 1918, p. 150.
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Posons d ==, =z, et soit z un élément quelconque de I'ensemble

E.: nous aurons: f(x) == a, done, d’aprés (1):
J(@+d) = fla+ r,—z) = f(x) + F(zs) — Jflo)=0a+b—a=A},

¢e qui prouve que z+d est un dlément de Iensemble E,. Or. soit
yefi,: nous aurons f(y) =5, done, d’aprés (1):

Fy—d=fly—as +2) =Fly) ~ f(@) + fl@) =h— b+ a=u0q,

~ ¢e qui prouve que y—d appartlent A £,. Les ensembles E, et E, sont

donc superposables par une translation de longueur d.
Remarquons que lorsque I'ensemble E, contient plus qu'un point.

1l est dense dans tout intervalle. En effet, il résulte sans peine de

(1) que f(r, ) =rf(z) pour tout a réel et tout » rationnel.

Supposons maintenant que £, contient plus qu'un point: il existe
done un z, et un x, F2,. tels que f(z,) =a et f(r,) =a: nous
avons done, pour r rationnel:

f(@y + 1@y — &) = f(#,) + 7f (@ — ) = a + r(a—a) = a;

I'ensemble de tous les nombres x; +7(2,—=2,), ot » est un nombre
rationnel, étant partout dense (pour z,=F=z,), il en résulte que l'en-
semble E, est partout dense, ¢. q. f d.

Soit maintenant m un nombre cardinal satisfaisant aux inégalités:

No STm < 2%

Désignons par B une base de M. Hamel, non mesurable (L)Y).
Toute base hamelienne ayant la puissance 2%, il existe une décom-
position B . M 4 N, telle que M, et N, sout des ensembles dis-
joints tous deux de puissance 2% IL'ensemble B étant non mesu-
rable, un au moins des ensembles M,, N,, soit N, est non mesu-
rable. En extrayant de M, un ensemble horné A de puissance
m< 2% et en posant N= N, + (M; — M), nous obtenons une dé-
composition

B= M+ N,

telle que M est un ensemble borné de puissance m, MN = ( et
m(N) > 0.

') Une définition de la base se trovve aa,ns le mémoire de G. Hamel, Math.
Ann. 60, p 459. Qu'une base peut &étre non mesurable (L), démontre C. Burstin
dans son second mémoire cité. Cf. anssi W, Rierpinski: Fund. Math. t.1, p. 105.
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Posons | |
- f(x)==x pour zsM.
f(vc) == () pour e.N.

la fonetion f(x) sera ainsi définie pour tous les nombres z de la |

buse B. Pour les ‘autres = rdels définissons la fonction f(z) comme

le fait M. Hamel pour obtenir une solution- de. l(,quutmn fone-

tionoelle (1 ¢'est a-dire posons

Flay = r f(n) + rof(xs) + st (@)

F e A oY 10 N S 2% |
olt 7y, #4,..., 7, sont des nombres rationnels ' et -z, 2,,..., 2, sont
des nombres de la buse B. ‘

La fonetion f(x) sera ainsi définie pour tous les a réels, et on
voit sans peine que U'ensemble ¥ de toutes les valeurs différentes

~de la fonetion f(x) a la puiss nee m. La fonction ]‘(w) satisfaisant
4 T'équation (1), les. ensembles £, -~E[f( x) == d] qui eorrespondent

aux nombres a de V sont, comme nous savons, tous superposables.
Or il est hien évident que 1’enqemble X de tous les nombres réels
est une somme disjointe de tous les ensembles E,, la sommation
étendant & tous les nombres a de Vensemble V. -

D’aprés (1), nous avons f( )==0, donc QeV; les ensembles E,
(o aeV) étant superposables, il suffira, pour démontrer qu’ils sont
tous non mesurables (L), de prOuver que lensemble £, est non
mesurable (L), -

Diaprés la définition de la fopetion ¥(z) nous avons f £) =0

- pour xeN et m(N)> 0: il existe done un nombre t==0, tel que

Jf(#) =0, et nous pouvons supposer f>0 puisque. d'aprés (1)

. f(-—t) =—f.

Déslgnons par G la portion de E, contenué dans Vintervalle
x<t et par G(d) Pensemble qu’on obtient par une translation
.de 'ensemble G de longueur d. Nous prouverons que I'ensemble G

* est non mesurable. ().

Remarquons d’abord que si def,, G(d) est la portion de l’en-”
semble  FE, contenue dans Vintervalle d <Kz << d + £ En effet, si
i<z < d+1 delly, xeG(d), on a (z— d)eG C K, donc f(d _..~0 :
Fle—d)y=20, et, daprés (1): f(x)=/(d) + f(® — d)=0, ce qui
donne weF,. Or, soit d<Cw<d+t, dek, wek,: nous aurons

| O<w-—d<t et, d’aprés (1): fl@—d)=f(2)—f(d)=0, done (x—d)eG
~ et parsuite ze G(d) - - |
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"Il en résulte, d'aprés teli, et f(kt) = kf({) =0 pour k entiers,
Fo==2 G (kt), la sommation w'étendant & tous les nombres entiers /-

~ Les ensembles G(kt) (k=0, +1, +2,.. ) étant superposables, nous

en concluons, d'aprés £, JN et m(N)>0, que ensemble G=(/(0)
ne peut étre de mesure nulle.

II résulte de la définition de la fonction f(2) que f(d, ):{: J(dy)
pour d,eM, dyeM, d, == d,. 1l sen suit que G(d,). G(d,) =0 pour
dieM, dye M, d, :{:dz En effet, soit # un nombre, tel que ze((d,)
et xeGi(dy). On aurait done (z  4,)e@ et (v —d,)eG, done flv—d, )=
et fiz - dy}=0, done, daprés (1): f(d,) == f(d,). ce qui est impos-
sible. Les -ensembles G(d) sont donc sans points communs deux
b deux lorsque d parcourt les nombres de M. Or, G et M étant
bornds, les ensembles G (d), pour deM, sont bornés dans leur en-
semble. L’ensemble M étunt infini, il en résulte que les-ensembles
G(d) (tous superposables) ne peuvent étre de mesure positive.

Nous avons don¢ démontré que l'ensemble G est non mesu-

rable (L) Donc aussi £, est un ensemble non mesurable (L), ct la

décomposition de la droite en ensembles £, (o apparhunt a V)
jouit de toutes les propmétés déalrées '






