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Sur deux catégories remarquables de fonctions
de variable réelle,

Par
H. Looman (Utrecht).

M. A. Denjoy1) a défini deux catégories de fonctions de va-
riahle réolle, & savoir les fonetions approximativement continues et
i prépondérance de continuité dune part, les dérivées approxima-
tives ot les nombres dérivés prépondérants (de fonctions continues)
dautre part, dont il a démontré, en appliquant la partie réciproque
du théordme de Baire 2), qu'elles sont limites de fonetions continues.

Le but de cette Note est démontrer comment on peut former
des suites de fonetions continues, tendant vers les fonctions en que-
stion; la seule propriété de ces fonetions que j'ai & appliquer est
colle exprimée par leur définition. ‘

I Les fonetions ;pproxinmtivement continues et les fonetions
a prépondérance de continuité.

1. Soit f(x) une fonction mesurable, définie pour a < x < b et
finie sur une épaisseur pleine de (a, b). Posons a << x; <z, < b
0K <1,

La borne supérieure stricte (et en méme temps la plus grande)
des nombres ¢, satisfaisant &

mes K| /(@) < §) < \@y — ;)

1) Sur certaines olosses de fonotions de variable rdelle. C. R, t. 162, 1916.
Sur les Jonctions ddrivdes sommables, Bull, Soc, Math, 1916, p. 166—186. Sur
la totalisation des nombres ddrirds non sommables, Ann. Ee, Norm. Sup. 1916.
. 108, Sus unas proprietd des fonotions dérivdes, Enseignoment Mathématique, 1916,

) e~i-d, lo théoréme: toute fonction ponctuellement discontinue sur tout en-
Aemble parfait est limito de fonctions continues.
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est alors un nombre fini &(xz,, 2y, )); P est done déterminée par
les deux conditions:

mes E{f(z) < D} <A@y — %)
m'és E{f(@) < @ + £ > Moy —y),
si petit que soit e> 0.

De méme, la borne inférieure stricte (et en méme temps la plus
petite) des nombres 2, satisfaisant &

mes E{f() < 2} > \@s — &)

" est un nombre fini @(xy, 23, A); @ est déterminée par les deux con-

ditions: A
mes E{fx)<< o} = Mxy — 2y)
mes B{f(z)<g— &} < M@y — )
-

si petit que soit & > 0.
On 2 immédiatement:

m’és E{f () < O) = Mz, — ),

done 9L @. On peut avoir ¢ < @. <
Si x,, x, sont fixes et X varie de 0 & 1, @ et @ ne décroissent

jamais De 13, on déduit aisément, en appliquant la définition de

@ et O, que lensemble des valeurs de 1, tels que @(x,, @3, A) <<
< O(x,, 2,5, ), est fini ou dénombrable (z, et x, fixes).

2. Je vais démontrer que, si \ est fixe, les fonctions @ (xy, 2y, N)
el @(xy, x,,\) sont respectivement semi-continue supérieurement et semi-
continue inférieurcment par rapport au couple (x,, x,).

En effet, si @(x,, x,,)) n'était pas semi-continue supérieuremeut
il existerait un couple ﬁxe x,, xy et des couples xj, x;, tels que
I'on aurait: ‘

Q(x;l ﬁé )‘) > ﬁ(wl) wl) )‘) + 81

oli: x; = lim &}, x;, = hm xy; &> 0 indépendant de x;, a;.

D’oﬁ ‘
mes B{fa) < B, 23, V) + £} < med B (@) < O], 23, )
| < M@ — ), |
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. m'" .
donc, pUISqUG Hil?s E{f(w) < (D(m” -2?2, )\) + 8} eBt continue par rap_u
port. & iy, 2, ‘

mos L7 (@) < Dy, 23, 0) 4 € (5 — ),

ce qui est en contradiction avec In définition de @,
Raisonnement analogue pour démontrer que ® est semi.continue

Done, sur un segment aybyy Dy, 2y, 1) et ® (%, 2y, A) sont bor-
niées, puisque @ est bornde inférieurement, @ est hornge supéricu-
roment, et ¢ =g @,

3. Posons O<h <X <1, #, et fixes):

A%
. 1
W (*7013 Xy, My Ay) = bW ):'"f‘(p(xla Ly k)dla
‘ g7 M ‘
Y1

et puique ¢ et D sunt des fonetions non déeroissant de ):
B (e, 2y, M) S, o, Ay iy) ‘p’(xu Xy Ag).

Je dis que, (x,, a,, A, \,) est une fonction continue de (1, 22,).
En effet, soit A un nombre compris entre 3, et )y, et supposons

ue les nombres &y, .x; tendent respectivement vers x. et z. . D’apres
q 1 P 1 2 P
§ 2, on a

P(ry, 2y, A) < lim (D(Ja;., 2o, K im @(y, 25, 0) << By, a5, ).
| # iy A ‘ S
w'a-»m g—>1g

Done, sauf peut-étre pour wue infinité dénombrable de valeurs
de 3, @ (xy, 2y, A) (ot d'ailleurs aussi g(x;, xv, 1)) tend vers g(xz, , z,. )=
=0 (2, 2, A). | |

De plus, ¢ et @ sont bornées (pour %, << X <)), puisque un
a toujours: -

P (@ 29, N) S5 @ (2, 2y, V) K D(wy, 23, 1) < D (i, o, he)

ot @y, wy, A), Dy, &g, 1) sont borndes. |
Done, d'aprds le théoréme de M. Lebesgue sur le passage
b la limite wous le signe [ pour les fonctions bornées, on a:

lim (27, Xy Ay Ag) == W2y, Zp. Ay, ), . q f. d.
7 ooty . .
Wy
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4. Pour toute fonction mesurable f(z)?), finie sur une épaisseur
pleine, nous pouvons douc déterminer une suite de fonctious con-

, 1
tinues: f,(x) =1 (x, x + " Ay k,).
Nous allons montrer que f(x) tend vers f(x), i f(x) est appro-
gimativement continue du cdté droit, c-d.-d. si en toub point iz,

les fonetions

mes B{/(0) <fa)+e} ot mes B{f(x)> 7o) -}

possédent une dérivée a droite égale & un, si petit que soit &> 0.
Done, si & et & sont deux nombres positifs arbitrairement petits

(¢ inféricur & ), et 1—A;), il existe un nombre N(z,, &, &) tel que
linégalité » > N entraine:

1
L' e

mes B{f(z) > /(@) — €} > (1= )7

1
nt

, | 1
mes B{/(@) </) + 8> (1= )7
On a aussi d’aprés les définitions de ¢ et de &:

’n+"l“
nol - 1 :
mes B{ /(@) > p(&1, %1, MISA =M< - 8');;
:n+7E o Ay 1—¢
m:s {f(x) < O(zy, o, )‘2)} = ",;< :

Done
J(@g) — e < @2y, x5, %) et f(xo)‘*‘e > D(xy, Xy, Ag),

d’ot1;

o) — & <ful@) = W@, @ 2y, Ng) <S (@) + €

fu(x) tend, par suite, vers f(x), si » croit indéfiniment.
. Ceci a lieu, en particulier, si f(x) est’ approximativement con-
tinue de deux cOtés.

.Sl f(x) est seulement & prépondérance de continuité du c6té
droit (ou de deux cdtés), c.-h.-d. si les fonetions

mes B{f(w) <f(wo)+¢), mes B{f(z) </(z) — e}

. 1) 8i f(z) est définie dans un intervalle fini; nous lui attribuerons, pour aé-
finir f,(»), des valeurs quelconques finis (p. ex. le valeur 0) hors de cet intervalle
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ont an points 2, leurs nombre

8 dérivés & droite . il nest
permis de choisiy A A >4 west pas

2 d'une facon quelconque; indépendant de =z,

mais il faut poser So(®) = y(a, %‘+91;,11 (1), X (), ot 2 (m), Ay ()

tendent vers 4, si n croft indéfiniment,

La démonstration de I convergence de la suite f(x) se fait
alors comme pour les fonctions approximativement con‘tinues.

B. En admettant g proposition démontrde par M. Dep joy "
que toute fonction approximativement continue, ou & prépondérance
de continuité, prend dans up intervalle quelconque toute valeur entre
son minimum et son maximum (dans cet intervalle) %), on peut for-
mer wne autre suite de fonetions continues. En effet, dans ce cds,
y étant une valeur quelconque entre le minimum et Je maximum
de /(%) dans (z,, x,), ensemble B{y—e < f(x)< ¥+¢€} a une mesure
positive. De li résulte que @@, 24, }) = D(a, .
valeur de %, comprise entre 0 ot 1. I
continue de 2, x, 9),

On voit aisément que la suite de fonetions continues f,(x) =

%y, )) pour toute
one, @ == @ est une fonction

1
= @2, ¥ -+ ! A) tend vers f(x) (en prenant resp. pour A un nom-

bre quelconque compris entre 0 et 1, ou le notmbre A=})

Knfin, pour les fonetions approximativement continues de deux
cObés, ou seulement. du ¢dté droit, on peut encore procéder comme
il suit. Soit d'abord f(z) bornée; 7(x) est la dérivée & droite de son
intégrale besguienne indéfinie F(z)4), done la limite de la suite
I'(x +h,) — F(z)

de fonetions continues i y Ot A, >0 tend vers 0

avee

n' h

1
Flz+h,)—F(z
(Il est & rémarquer que - (@+h)—F( )=fqz(x,x+h,1)(ll,
0
Fintégrale étant celle de Riemann. Cette égalité subsiste si / est

) full. Soe. Math. 1915, p, 180, p. 184 (en note).

1} Ceble proposition n'est pas exacte pour dos fonctions approximativement
continues ou & prépondérance de continuité d'un seul chté, p. ex, du cdté droit;
examplo: f) == 0 pour @ <0, ot J(®) == | pour #>>0) Elle le devient, si I'on
ajoute «quo f(r) woit toujours une des limites do flx), si e tend vers ixy. en restant
<&, moyennant eotte supposition lo raisonnement de § 5 s'applique aussi,

%) ot anwsi do A Do 1h résalte quo: @ (x,, 2, 4) == B(r,, w,, A):Zliu;gb{a',,xz, Ay Ay)

) Lo

Ag—+A
Y Bull, Soe, Math, 1915, p, 172,
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i

sommable, sans étre bo_rnée, mais alors f est une intégrale de Rie-
0

: mann‘ généralisée). Si f(z) n'est pas bornée, nous considéronns la

| o . VACI
fonction bornée et approximativement continue g(x)== U A |
wepy,

g(x) est alors la limite de la suite des fonctions g,,(m)..—z-;ﬁ- f g (a0)dox

et f(2) celle de la suite f,(z) = lw——gf:q(_mw()m)l

| | 1L Les dérivées approximatives et les nombres dérivés

prépondérants,

6. Soit F(z) une tonction continue de . ‘Il existe un nombre
%(x,, @y, 3) fini et un seul, satisfaisant aux conditions:

mgﬂ E{F(w) - F(w1)< AT )‘)} KM@y — 24).
E xr— wl

mes ElEW @y, 2y, N 2 x(ml — %)
% =

(2, 73, %) n'est pas auntre chose que le nombre ¢(z,, a4, A) s
‘ F(x) — F(x)

=@ (x,, z,, 1) caleulé pour la fonction , continue pour

xr — wl
& <-x§w,. *
On vérifie facilement que la fonction
2 plE@) — Fa) _ }
m:sE{l - << y{,

y étant un nombre quelconque, varie d'une fagon continue avee a,

et z,. On en déduit que y(x,,x,, }) est une fonetion continue
de @,, ;.

‘Done, .les fonetions Jou(@) = x(m, x + ;, )\) consgtituont une suito

de fonetions continues.

7. Comme au § 4, on démentre que f,(#) tend vers une limite f(x),
1° 8i F(x) posséde une dérivée approximative S (%) pour les
deux cotés, ou seulement pour le c6té droit, c-h-d. si la fonetion
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o ol @) — Flay) |
mes I&{I e %( 0) _ /(m)J < gz’ posséde au point x, une dérivée,
ou geulement une dérivée ) droite, égale & un, » peut &tre choisi
un nombre queleonque compris entre 0 et 1, |

2° 8i F(x) possdde un dérive prépondérant bilatéral, ou seule-
ment & droite, ¢.-d-d. si la fonetion

F(w) — Fla)
* — 2, o <~—-~f(wo)}<s}

possdde wu point », ses dérivés oxtrémes inférieurs, ou seulement

son norbre dérivé inférieur & droite >4 1), dans ce cas X\ doit
dire égal b §. |

o
mes E{
A

1) il suffit méme de supposer qnd

L za'{ F(g) — F(z,)

- fl2) | < a}> g—-,

sl b ont newew potlly » ddnigmmf. toujours un nombre positif arbitrairement petit.






