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Sur lunicité de la décomposition de nombres
ordinaux en facteurs irréductibles.

Par

F. Sieczka {Varsovie).

M. A Schoenflies écrit dans son livre connu?) que tout
nombre transfini peut étre représenté d'une fagon unique comme
produit d'un nombre fini de nombres multiplicativement irréduecti-
bles. Or, on voit sans peine que cette proposition n'est pas exacte,
si Yon n'ajoute pas de conditions supplémentaires: p. e. le nombre
! donne deux décompositions différentes en facteurs irréductibles,
w.o et (w+1)w. Le but de cette Note est de modifier la propo-
sition de M. Schoenflies de sorte que lunicité du développe-
ment subsiste pour tous-les mombres transfinis.

Nous appellerons facteur irréductible tout nombre ordinal a>> 1
qui n'est pas wn produit de deux nombres ordinaux < @. On voit
sans peine que le plus petit diviseur droit > 1 de tout nombre
ordinal est un fasteur irréductible ?). . |

Soit @ > 1 un nombre ordinal donné =, le plus petit diviseur
droit >1 de a: il existe ‘done au mons un nombre ordinal £, tel
que o =£&m;: soit a, le plus petit de nombres £ wérifiant cette
égalité: nous aurons done @ = a,7,, et a, < e, puisque m, > 1. Si

@, > 1, soit m, le plus petit diviseur droit > 1 de a,, et désignons

par a, le plus petit nombre ordinal, tel que o, =@, m,. Si ay > 1,

3
) «Etivickelung der Mengenlehre etc. Erste Hulfte. Leipzig u Berlin 1918,
P 161 V aussil ¢, p, 116 (Proposition V1),
') On appelle divigeur droit du nombre « le nombre ordinal 4, s'il existe un
nombre ordinal §, tel que ¢ =£4. Un diviseur droit d'un diviseur droit du mom-
bre o est évidemment un diviseur droit de a, d'ol résulte notre proposition. |



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

~nous pouvons procéder de méme, et ainsi de smite. Les
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: nombres
@>> a; > ¢, > ... formant une suite déeroissante de nombres ordi-
Daunx, nous arrlvolns nécessairement, pour un indice k fini, au nom-

a, = 8 ' i —_— _— '
bre a,=1, et les égalités successives =07y, @ =an,...
&, = a,7m,, donnent

(1) a::ﬂihﬂk_l .‘.ﬂ:,ﬂ:“
done une décomposition du nombre @ en un nombre fini de fae-

teurs irréductibles?).
Etudions maintenant quelques propriétés de la décomposition

ainsi obtenue.

Soient m,, et m,(j< k) deux facteurs successifs de la décom-
position (1). Je dis qu’il est impossible que 7,,, s0it un nombre ordi-
nal de premiére espéce et sr; un nombre ordinal de seconde espdee
Admettons, en effet, qu’il est ainsi, done m,, =9y 4 1. Le nombre
m; étant de seconde espéce, nous avons, comme on sait: (y+1)m=—
=4y, done

@y == 070 == Qpyy Ty T = g (Y + 1) = a;, 7%

et

oy < @ (Y+1) = o my =0
le nombre £ = q,,y < a vérifie done l'égalité a,_, = £m;, ce qui
est impossible, @, désignant le plus petit nombre ordinal vérifiant
cette égalité.

Done, dans la décomposition (1), un facteur de 1™ espéea
précéde jamais un facteur de seconde espéce. '

"On voit ensuite sans peine que si les facteurs successifs ., et
m, sont tous deux finis, on a toujours 7, =7 Admettons, en
effet, qu'il est s, < m;: les nombres s, et m étant tous deux
finis (done leur produit commutatif), nous aurons

et 7, serait un diviseur droit >1 de a,_, plus petit que 7, COR-
trairement & la définition de 7. - ‘ B
Supposons maintenant que les facteurs successifs ﬂ;.}.; :; ,
tous deux des nombres ordinaux dg seconde espéce, e e,ﬁ »
qu'on a 7, < 7. On démontre que tout facteor irrédactible q
| o ; Vydsnie drugie
1) Cf. W. Sierpinaki: Zarys teorsv mnogosci, Cseéé 1 (Wydsnio rugie)
Warszawa 1923, p. 1568.
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“est de seconde esptce, est de la forme w*’ (ol y est un nombre

: SR
ordinal quelconque >>0). Nous avons done 7;=w* et 7, =w o,

donc {>> 7 (puisque, d’aprés I'hypothése, z, > n,,,). Or, comme on
sait, il est w?+ b= wb pour ' > 7, donc

M 0® —
Oy == QT == @y, 7"3+1 Ty == Gy 0. QP ==

N 5 .
== aj_i_l w? 7+(0 == aj+1 WO == aj+1 ﬂj .

le nombre ., < @, m,, = @, vérifie donc Végalité a,_, = Em,, ce
qui est impossible, d’aprés la définition du nombre ;. Il en résulte
que 7y, = ;. |

Nous avons ainsi démontré que tout nombre ordinal @>1 donne
une décomposition (1) en facteurs irréductibles, telle que, pour deux
facteurs successifs quelconques de (1), si le précédent est de pre- .
miére espece, le suivant l'est aussi. et si tous les deux sont finis,
ou si tous les deux sont de seconde espéce, le suivant est non su-
périeur que le précédent. Nous allons maintenant 4 démontrer qu’une
telle décomposition est unique (pour tout nombre ordinal « > 1
donné).

Soit ¢ un nombre ordinal donné. Il existe, d’aprés Cantor, une
déeomposition unique du nombre o de la forme

(2) | a = whn, + 0*n, + ... + whn,, |
olt 4, 4y,.... 4 sont des nombres ordinaux >0 décroissants et
Ty y Ngueoy Iy sont des nombres naturels 1). Soit n, = pg, ol p et ¢ sont

deux nombres naturels. On vérifie sans peine Pégalité
- a= (0'p+ whn, + whng .. .4 o*n,)g;

d’oll résulte tout de suite que les diviseurs droits finis de @ coin-
cident avec les diviseurs du nombre n,. Done, si a posséde des
diviseurs droits finis > 1, on a n, > 1.

Soit maintenant 7 un diviseur droit de « qui est un facteur

irréduetible et un nombre transfini de 1’ espéce. On démontre que

tout facteur irréductible qui est un nombre transfini de 1w espéce,

est de la forme «” 4 1 (ot y est un nombre ordinal queleconque
>0)2). Nous avons: done, pour un nombre ordinal g:

3 a=fn=p(wr+1)

nv. p. e, Schoenflies L e, p, 115,
%l e p 161
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Soit |
(4) B = wtm, + wm, + ... + oFim,

la forme normale du nombre . On trouve sans peine:

‘3 L7 = wfm; ¥ = wyri-y’
done, d’aprés (3), et (4)

B) a=4p.a?+ = otY 4+ whm, + o*m, + ...+ o*im,

La forme normale du nombre o« étant unique, nous trouvons,
en comparant les formules (2) et (5):

Wy +y=24, iy =74, et n =1,

ce qui montre que le nombre y est bien déterminé (par le nombre a)
et que @ n’a pas de diviseurs droits finis > 1. |
Nous avons ainsi démontré qu’'un nombre ordinal ne peut avoir
plus qu'un diviseur droit qui est un facteur irréductible transfini
de 1™ espéce, et ¢'il y en a un, il n’a pas de diviseurs droits finis > 1,
Soit maintenant sz un diviseur droit de @ qui est un facteur
irréductible et un nombre de seconde espéce. Tout facteur irréduc-

tible de seconde espéce étant de la torme w%?, nous avons done,
pour un nombre ordinal §:

a=ﬂﬂ=ﬂ€0‘°?,

et, si (4) est la forme normale du nombre g:

(6) A ﬁw(t)y —_ wﬂ1ml w&)y — ,myri-m)”

done, d’apfés (2): |
A=y + 0¥, et Hy = 1,

d’ot résulte sans peine que w? est le plus petit reste du nombre 4,.
Le nombre y est ainsi bien déterminé par le nombre c. Or, de
n,=1 résulte que @ n'a pas de diviseurs droits finis >1. En com-
parant le formule (6) avee la formule (5), on voit enfin que a n’a
par de diviseurs droits qui sont de facteurs.irréductibles de 1r espéce.

En résumant les résuitats obtenus, nous pouvons énoncer ce

‘Lemme It Un nombre ordinal @ ne peut avoir plus qu'un divi-
sewr droit transfini qui soit un factewr drréductible, e sl y en a un,
a w'a pas de divisew's droits finis > 1.

Démontrons -encore le suivant
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Lemmé I: Si 6 est un divisewr droit de premidre espéce du
nombre @, il existe un nombre f unique, tel que o == g d.
En effet, d étant de 17 espéce, MOUS POUVONS écerire 4 =y 4 1.

§'il était pd = B4, pour B, > B, on aurait

b B+ 1) =By + B < B+ B <Py + B = Baly+ 1) =B84,

done Bd << §:6, ce qui est impossible. 5
Théoréme. Tout nombre ordinal a donne une décomposition uni-

que en un nombre fini de Sfacteurs irréductibles a == 70 Tp—y -+ Ty Ty 4
telle que, pour dewx facteurs successif's, si le précédent est de premiére
espéce, le suivant lest aussi, et 8i tous les deux somt finis, ou bien
tous les deux de seconde espice, le suivamt est nom supérieur que le

précédent. . .
Nous avons prouvé plus haut qu'une telle décomposition existe:

"1l suffira don¢ démontrer qu'elle est unigue.

Soit done @& = m,m,_,...7,7; une décomposition satisfaisant aux
conditions de notre théorsme. De ces conditions et du lemme I
résulte tout de suite que 7, est le plus petit diviseur droit > 1
de @ Si m, est de 1™ espéce, le nombre @, = m,7¢, ... est bien
déterminé (par @) d'aprés le lemme II, et nous pouvouns raisonner

* sur @, comme sur o. Si #, est de seconde espéce, Try, Ty,..., T .

le sont aussi, et nous avons av.,——-w‘*”",.pour‘ i=1, 2,... k, et
NN <. . ) done o= @oP*tePttetolte? ] est dono
a= ok et p= oM+ o¥—t 4 .. + o et il résulte de la décora-
position normale du nombre 4 que les nombres y,, et parsuite les
facteurs m,(i=1, 2,..., k), sont bien déterminés par le nombre a.

. Notre théoréme est ainsi démontré,






