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Sur les continus plans non bornés.
Pax

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Dans une note; ,Un théoréme sur les ensembles continus® 1)
M Sierpinski a démontré les résultats suivants:

«) Un continu borné (dans l'espace & m dimensions) ne peut btre
décomposé en une somme d'une infinité dénombrable d’ensembles
fermés, non vides, n’ayant deux & deux aucun point commun,

B) Il existe dans l'espace & 3 dimensions un eontinu non borné
décomposable en une somme d'une infinité dénombrable de continus,
n'ayant deux 4 deux aucun point commun.

M. Sierpiniski pose le probléme analogue pour les continus
non bornés du plan?). Le but de cette note est la solution du pro-
bléme indiqué Je vais démontrer & cet effet deux théorédmes.

2. Théoréme 1. I existe un continu plan non borné décompo-

sable en une somme d'ume infinité dénombrable d'emnsembles ferméds

non vides, n'ayant deur & deux aucun point commun.

3. Théoréme II. Un continu plan non borné ne peut étre décom-
posé en une somme dune infinité dénombrable de continus n’ayant
deux o deuxr aucum point commun.

Démonstration du théoreme 1,

4, Je vais désigner le plan par K,.
5. En supposant fixé dans B, un systéme de coordonndes car-
tesiennes je désigné par (£, #) le point d'abscisse & et d’ordonnée 7,

a, b étant deux points de R,, ab désigners le segment rectilinésire
aux extrémités a. b.

) W. Sierpiriski: Téhokn Math, Journ. vol. 18, 1918, p. B800; Wiad,
matem, t. 23, p, 188,

%) Cf. Fund. Math, t. 1], p 246 (Probléme 18).
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6. Définition du conting cherché 4. Soit sur I’
ensemble I', borné, parfait, punctiforme et t
des intervalles contigus & I' convenablement rangées forment une

suite d‘écrmssante. Soient a,, f, respectivement les abscisses des
extrémités gauche ot droite du #" de ces intervalles:
1

axe des £ un
el que les longueurs

posons

Y= 4(a,+B,) et J, = 3B.—e,). On a 6, > 0oty avee lim 6, =0.

Soit B I'ensemble de points: £ T, 7=0, D, — la demi — droite:
ng’m n %.—_ 611'
Posons pour tout entier % et tout entier # > k:

(1) a(k, n) = (@+9,, —4d,)
(2) a’(k, n) = (4 6,, n)
(8) b(k, m) = (8, — d., —46,)
(4) b (k, n) = (B —,, n)
(5) c(kr n) = (yy—6,, 0)
(6) ¢'(k, n) = (y,— 6,, »)
(7) d(k, n) = (y,+ 4., 0)
(8) d'(k, n) = (y,+9,, n).

S'il y a & gauche de a, des intervalles contigus & I' d'indice
inférieur & n, désignons par p(n) lindice de celui d’entre eux qui
est le plus proche de a,; de méme #il y a & droite de 8, des in-
tervalles contigus & I' d'indice inférieur i n, désignons par ¢(x) celui
d'entre eux qui est le plus proche de B,. |

1) §'il y a & droite de 8, et & gauche de a, des intervalles con-
tigns & [, posons:

(9)  A,= D+ d(p(n), n)d'(p(n). n) + d'(p(n), #)6'(p(n), n] +
-+ ¥(p(n), n)b(p(n)n) + b(p(n), n)alg(n), n) + a(g(n). n,a'(g(n), n)
+ a(q(n), n)¢'(g(n), n) + ¢'(g(n)y m)elg(m), ) = D, + LY + LY +
+ L 4 LY + LY + L + L.
2) Dans le cas contraire:
(10) 4,=D,.

Nous définirons 4 par la relation:

(11) | A=B+ Y4,
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7. B est férmé,~ A, fermé et continu, car si 4, est défini par (9),
on a: -

(12) D,, X LS") D (yn) . dn)' |

8. A est fermé. Soit ¢’ = (&, v') C 4, {g‘} == {(&:.'m)} une suite
de points de 4 telle que: - |

(13) | g’ = lim gi-

D'aprés 7 on aura surement ¢’(C4, si {g.} contient une infinité
de peinis cbntenns soit" dans B, soit dans un seul et méme 4,.
Dans le cas contraire, on aura, en désignant par 4, le premier
‘ ' oQ : " -
A. contenant g;, lim n, = co. Posons E= B + 3D,: on voit facile-

=00 ]

ment que tout point (§, ) C 4, est assujétti i l’une av moins des.

“deux inégalités: -

19  n=n & m E)s/106.

Soit maintenant & > 0 et jjﬁn entier tel que l'on ai:
18 el e <gi V106,<gzi m>u s

Ces ihégalitéé entraipent: |

w - <,

an 0l E) =/104,

(18) ey E)=ely 9 + oy B) <<

& étant arbitrairement petit, il s’ensuit: g CHECA e qf d

- 9. Sil existe & gauche de «, des intervalles .contigus & I, d'in-

dice <7, posons J,=p(n), dans le cas contraire soit }, le plus petit

entier tel que §, <Ta,. Soit r/(n) le premier entier pour lequel

B, <Bnw<®.; 7y2(n) le preiier entier pour lequel By << ﬂ,h_*_“l(,‘,(d,.‘
I’ étant parfait punctiforme, la suite {r,(n)}, k=1,2 ... existe. On
2 73(1) <4 (n), dome: | B |

(19) ' lim 7, () = oo.

kom0

En tenant compte des ,t’léﬁnitions de g(n), r,(n), 4,, on voit que

A, est défini par (9) et que lon a:

(20) L gim) =,

On d_émqntre d’pne maniélfe analogue Iexistence d’ﬁne suite {3& (n)},. .
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telle que 4, est défini par (9) et que I'on 5 °
(21) 1}3 s:(n) = oo} p(s,(n)) = n.

10. A4 est continu, Supposons que Pon a une décomposition:

(22) 4= C,+0C,, C X C, =0, C, %0, G0, C, et C, fermés.

St C, ?(a,,, 0), alors C, D A4,; si C: D (8., 0) alors, G DA, (i=1,2).
11 suffit de démontrer la premiére de ces Propositions et de sup-
poser % == 1. Supposons done:

(23) G D (a., 0).

On a:

(24) Ay D alglrfm)), rfn) = aln, rim) = (2,46, 0, —3. )
(25) ‘ lim a(n, r./n)) = (a,, 0).

(.. 0) étant contenu dans C, ne peut pas étre point limite des
points contenus dans C,. Il existe par suite un entier ' tel que:

(26) a(n,rin)) C C; pour k>F

A, ., ¢tant continu, on a:

(27) O\ D A4, D Clg(r(m) ru(n))=cln, rin))=(y,— 0, 0) pour k%
(28) Gy D C1 D lim ¢(n, ry(n)) == (y,, 0)
(29) 7.0 C D, C 4,

done 4, étant continu, C, D) 4,.

Nous distinguerons 3 cas. |

I8 C, DI, alors ¢, D B et pour tout », G, D) (e, 0), done
Ci;D4,. Il en résulte: C,7) 4, C;==0, contrairement  la supposition.

Il ¢, DI entraine de méme C, =0, contrairement & la suppo-
sition. ‘ '

IIT 8i €} X I'4=0 et Cy X I'3=0. on peut toujours supposer que
C) contient le point de I' de plus petite abscisse. Soit (£, 0) le
point de la plus petite abscisse de l'ensemble fermé I' X C,. Tous
les points de I' & gauche de (£, 0) sont contenus dans C,, done
(&, 0) n'est pas leur point limite, done on a pour une valeur ng:
(&, 0) == (B 0). On a maintenant les relations:

(30) Ci D (@, 0); G D (B4r 0)
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qui entrainent Cy D 4,0 Gy D) Auy €1 X G :#: O2 cfontrmx:ﬁin&nti ) It:
supposition. La décomposition (22) étant ainsi Imposs) e, 4 esn

continu e. q. f. d. o
11. A est décomposable en une somme dune infinité dénombrable

d'ensembles fermés mon vides, n'ayant deuxr a deur aucun ?a.oint cone=
mun et (11) est une telle décomposition. D'aprés 7 il puffit de dé-

montrer:

(31) BX d,=0. 4, X 4,=0 izEn.

Soient G(x, f), G(e, 8), H(}), H(A) les ensembles définis respec-
tivement par les indgalités: ¢ <E<B aSESB 1> M =M
On a d'aprés (9), (10):

+{BX[G(@; B + G(@yy Buin) + G(@ouys Baemr) |} =0

Pour démontrer la seconde relation (31), supposons i< % et po-

‘socs L{™ =0, resp. L{® =0, si 4, resp. 4, est défini par (10). On

&, en remplagant par 0 les symboles ol interviennent p (é). g(i}, p(n),
g(n), si 4, resp. A, est.defini par (10), avec la seule exception de
G (Bomy+ @) qui est & remplacer par G(a,, B.)).

(33) L AX A CEIP X A)+
+{[Ga. B) + G(ayys Boy) + G by Bun)] X G(Brary Qo)) |
+{ DX B Wyt Brtor) + G (@i, Ve + [T+ LEVX [ A — (LA + D))} 4~
+ 6oy o) X G (8 Vi) + 160 Ya0) X G Yoty Buon)] +-
+ {G (ot + 81 Bty — 0) X [G Wms Yeem +82) + GGyt — B B} +

-+ {G(ay + 0 Yan—0) X la(“q(n): By + 0.) + Ef(?q(n) == Ouy Yy}

(34) 4:X 4, C{[By— H(— )] X Hi— 6} + {H(mw) X [By—HG} +
+{ GV + 0oy By — 04 X (G Yo + :d,,)»-{:__G(B,,(,,) == B,y Bo)]}
H{ Gy + 61 1y —0) X [Gloays By +8.) + Gy —By Yy} = O

car I'avant-dernier produit est certaiﬁement =0 8i p(i) == p(n) ot
dans le cas p(i)==p(n) il disparait en vertu des inégalités:

Yk<7k+‘6n<yk+d£f<‘6kmdi<ﬁkm6n <:ﬁn~

La méme remarqie sapplique mutatis mutandis au dernier produit,
Le théoréme I est ainsi démontrd.
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Quelques lemmes,

. 12. Je vai.s désigner par F(@) la frontitre d'une région G (ré-
gion :;-: domlamée connexe). Les symholes S(a, b; R,) et ©,(a, b: R,)
seront employés dans un sens fixé dg ire: _Sur m
et oy 08 mon mémoire: ,Sur un

1 g j}t?gx)e 1. Gy dlant une région, G, une région determinée
par G 1)y &y un point de ) !
G o " @‘,(w:, iy _]{032)_ Gy, vy un point de Gy, Uensemble

F(@d,) est evidemment un ©(zy, 245 R,). Soit H C F(G,) un en-
semble fermé différent de F(@,), z, un point de F(G,)-—Il:'ll On a:
2y C F(Gy) C F(G,), done le cercle de centre z, et de ra m;
ﬁ.g(xs, H) contient un point #,(C @, et un point :1;5.(: G,. G, 3;“-
tient un continu X, contenant z, y @4y Gy un contina K, contenant
zy ot xg.

K, +K,+x,2, est un continu contenant Z,, 23, 8a0S point com-
mun avet H. Done H n'est pas un ©(z,. z, By) e q. £ d.

14. Lemme 2. Si C est un continu borné, ¢ un point et si lon a:

@) =0 GF0; 0, formé; C,k 0, Ce itk
kvl ‘
alors: 1) C, D¢, 2) C, est bien enchainé*(k=1, 2,...).

Supposons que C, ne contient pas ¢. Soit G lintérieur de la
circonférence de centre ¢ et de rayon }¢(c, C;), ¢, un point de C,
H le continu saturé contenant-¢, et contenu dans C—G?*). H con-
tient un point ¢, ) F(G)?). On a: ¢(cy, ¢) = % (¢, G;) done e, (CC—C,.
(85) entraine

(36) H::Z(Hx C,); HX G, fermé, (HX C)X(HX C) CHXe=0 ik

k=l

deux an moins des ensembles H X €, n’étant pas vides (C, X H et
celui qui contient ¢,). Mais d'aprés le théoréme cité de M. Sier-
pifiski une telle décomposition est impossible, H étant un continu

borné (voir 1, @)). 1) est ainsi démontré.

) Find. Math I p, 62—866. |

") Janiszewski: Sur les continus irréductibles entre deux points. Thése,
P 20—21. A

)1 e. p. 22—-28.

Fundamenta Mathematicae V 13
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. h [3 * " n
Supposons maintenant que C; n’est pas bien enchainé. On aura

alors:

(1) Q= OPHOp D0, CP 0, 0P X CP =10, O ot C®

' ’
fermés; un des ensembles O, C® on peut suppose que c'est le
premier ne contient pas c. |

La décomposition C= I C, 4+ CP + C’}“) est analogue b (80) et

Jmal
k-nlnj .

telle que C® ne coutient pas ¢, ¢e qui est contradictoire. Le lemme
est done démontré.

16. Lemme 3. Un ©(a, b; B,) borné ne peut étre décomposé en
un nombre fini ou une infinité dénombrable de comtinus nayanl derer
& deuz quun seul et méme point ¢ en commun. |

Je réproduis une élegante démonstration de ce lemme, due
3 M. Kuratowski. Soit C le &,(a, b5 R,) donnéd, Supposons gue

Pon &:-

(8)  C=3 CXC=¢/(iFk) C continu

=l
la somme & droite comprenant au moins deux membres. Si cette

somme est finie:

=3¢, (n=2), alors:

=1

(39) | (= 01 +(201); ¢ X (E'Oa e
' . ' 1L}

1ol

O, et 2’:'02 sont des sous ensembles fermés de C différents de ¢,
=D

done ce ne sont pas des ©(a, b; Ity).
Il en résulte d'aprés un théoréme de Janiszewski!) que C
'est pas un &(a, b; K,), contrairement a la supposition.

=)
Soit maintenant 0= 2C;; on ne peut pas avoir pour toute v

{an]
leur de k:

@  -ardg

- ear dans ce cas (' sersit de premitre catégorie par rapport & lui

méme, ce qui est impossible. Il existe done des valeurs de K,

) Janiszewski: Prace mat-fiz t. 26 p, 48, 62,
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pour lequel (40) n’a pas lien, ou peut évidemment supposer que 1

est une de ces valeurs. Soit: J) — (C—cC)+ C—CYy=0Z¢
On a: ' v
(41) D=dxc)+ ¥

tam2
done d’aprés le lemme 2, D
continu. D’autre part:

(42) C+ D=
(43) G—D0;D—0D¢—ec40

C, et D sont des sous-ensembles fermés de ¢, différents de (’; done

ce ne sont pas des ©(a, b R,). C, X D étant bien-enchainé, il
résulte du théordme de J aniszewskil) que € nlest pas un

S(a, b; R,), contrairement 3 la supposition. Le lemme est ainsi
démontré, |

16. Lemme 4. Si Vensemble Jermé A

X C, est bien-enchafné, D étant un

admet la décomposition:

(44) A :EA‘ A X 4, =0, izkk; 4, fermé, 4,540
i

pour deux valeurs de 4 au moins, alors 1) B,— 450, 2) La fron-

tiere de lune au moins des régions détermindes par A a des points
communs avec deux auzr moins des 4,

‘On peut supposer A, 50, 4,50, soit x, (C4,, 7y C 4,y B=a,2,,
On a:

@mthﬂ_m+;&mxm;umwnqum20i¢@

A X B==0, 4, X B0 A, X B fermé

donc en vertu du théordéme 1 ) de M. Sierpinski B étant un
conttnu borné;, on aura:

(46) Ry— A B— 40

¢ & d. 1) est démontré. Supposons 2) faux. Soit (== A,+ Ven-
semble somme de toutes les régions déterminées par 4 dont les

) Janiszewaki: Prace mat.-fiz. t. 26 p, 48, 62.
13%
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frontiéres sont conteous dans A, On aura:

C,=£0 pour deux au moins valeurs de .
Mais (47) est impossible d’aprés 1). Done 2) est démzuftré.
17. Définition. Le continu A est décomposé par le point a, s

(48)  A=4d,+ 4, 4, X 4,==a, 4, 4, continus.

18. Lemme B. Si A est une région, A n'est dicompond par an-
cun de ses points. Jomets la démonstration immédinte.

Transformation du probléme

19. Lemme 6. L'evistence d’'un continu non borné A admeliant
la décomposition :

(49). 4 22‘4‘ AcX A== 0 (i=k); 4, continu
=1
entraine l'existence d'un continu borné B, lel que:
@) B ne découpe pas Ry, B) B= b By B, X B, == b(m == n, b
v

poz‘nt de B); B, continu qui west pas décomposd par by y) B u'wt

~ pas décomposé par b.

20. D'aprés 16 By — A =5=0 et il existe une région 7 détor-
minée par 4 telle que F((f) & des points communs avec deux A, uu
moius. On peut supposer que F(G) X 4,50 et F(G) X Ay 4 0,
Transformons E, par inversion de centre b (T & 4 devient un
continu borné ¢ b qui n'est pas déecomposé par b, A, un continu
C, Db, qui n'est pas décomposé par b, (f la region nou borné H

déterminée par B. F(G)) devieot F'(H)== D, On u:

(B0) D= (DX C) DX C)X DX b (i k);

Y]

(DX Cr)—b= 0, (DX C) b0,

) 1 . 1
D'aprés 14 les ensembles 1) X €, sont bien enohafnds et oon-
tiennent 6. Désignons par Dy, D,... successivement ceux des. oex
ensembles qui sont continus (e, b d. ne se réduisent pas au soul
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point 4). On aura:
(51) D mz_l)‘; D, X D,= b, D; continy
i

la somme A droite contenant deux termes ay moins

21. H, étant une région déterminée par H 4 D, F(H,) est contenn
dans un ¢t un seul D, On a: |

(B2) F\(H) mz'u, X F(H,); [DoX F(H)) X [D, X F(H,)] C b
les]
D'aprés 14 les ensembles fermés D, X F(H,) sont bien-enchainés
et contiennent b En désignant ceux d’entre eux qui sont continus

c. & d. ne we réduisent pas au point b par E,, E, ..
ment on aura:

(h3) F(Hl)z—-...ZE,‘; E, X E,=+b (k=tl), E, continu,
k

. sucecessive-

Mais (lemme 1, 18) pour C H, 2, CH,, F(H,) est un
©,(2y, ry5 B;). Done (15 lemme 3) la somme & droite de (D3) se
réduit b un seul terme, ce qui démontre Pénonce.

R2. Soient H{", HP... les régions déterminés par H+ D, pour
esquels F'(H®) (C D,. Posons»

(54) B, = Dk+2‘HEP) :
(5) B=3B =4k —HDC

28. B et B, sont des continus bornés contenant b, " La somme
& droite de (55) contient au moins deux termes On a B, X B=15
(i=k) et B ne découpe pas le plan.

24. Un O, est content dans un et un seul B, Dans le cas eon-
traire, on aurait pour troi§ indices: j, I 3= m:

(56) (G X B)—b==0; (GX B,) ~b=0.

D'aprés 20 on a pour deux indices determinés » et g:
D/w= ) X C,CCy D,=DXC,CC, et nyg.

Un au moins des indices n, ¢, nous pouvons supposer que c'est n.
est diftérent de j. Posons: |

(57) = XCB, (=X B

lulwl
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D'aprés (56): O —b==0; O —b==0. On a de plus, en vertu
de (565) et 23.

8 6= 0P + OP; 0P X (PP =1

C® est fermé. D'autre part: -

(59) | op |

600 =(6,x I'B) +3=(0,+ 3 B)+(GXC)+ (X H)=
fajml fuaju |

=(6X Y B)+(GXD)+ (X H)= G X[ By ~ I'HP|

{-I-I
ZHP est un domaine, son complementaire est par suite fermd.

P

Done O est fermé. (58) montre que b décompose C,, contraiment & 20,
2b. B, n'est pas décomposé par b. Dans le cus contraire on au-

rait pour un indice j:

(61)  B=B"+ B®; BM» X B®=15b; B®M, B® continus.
D'aprés 20 D,=D X C, C C,, pour un indice » déterminé.
Considérons la décomposition: |
(62) B=B{"+ B8P+ Y'B,
Twlaf

C, est d'aprés 24 contenu dans un seul B, et on doit avoir .C, C B,
car G, X5, contient le continu D;. En appliquant 24 4 la nouvelle
décomposition (62) on a une des deux relations: D, C C,C B ou

bien D; C G, C B, nous pouvons supposer que c'est la premiére
qui a lieu. On a:

(63) | B® C B,=D, +2‘ HP

(64)  BP — b=[(B™—b) X D,] + [( B{~-b) XZ' HP | =

= (B"—b) X J'Hp
done pour un indice p,: ”
(65)  (BP—9 X BP0
(66)  HpY=Hp> + FUHP) = (BT BpY) + (8] X ByY)
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(67) (Y X B~ PR — b 0

(68) (H X B®) X (HP % By =,
(65)—(68) montrent que H®) est (
possible (18, lemme b)

26. B west pas décomposé par b. Supposons le contraire, on aura:
(69) B=B"4+B® BOX BY—}. B BY eontinus

Soit (CB® —b; yC B®—, B, celui des B, qui contient z,

écomposé par b ce qui est im

'Bh %Iui

des B, qui contient 4. On aura d’apres (64) 25
(70) 1; C B;CBY; D,C B,C B®
(1) (CX B — b D,—b=0; (CX B%—5D, — b4 0
(12) C=(CXBY) + (CXB¥; (CX B X (CXB" =)

(11) et (72) montrent que b décompose ¢ contrairement i 20. |
27. Il résulte de 26 que la somme & droite de (55) contient
une infinité de termes

28. D'apres 22, 23, 2b, 26, 27 le Lemme 6 est démoniré,

Démonstration du théoréme II.

29. Lemme 7. Il n'est aucun continu borné B possédant les
propriétés suivantes:
@) B ne découpe pas R,

B = §'°B‘; B, X By=1b (ig=k, b pdint de B); B, continu qui nest

=]
pas décomposé par b,
¥y B west pas décomposé par b.
30. Supposons qu'un tel continu existe. Posons:

(73) C,=B,X YB,

- (14) | c=3e.

31, C,—b=0. En effet, supposons le contraire pour un indice
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% déterminé. L’ensemble ‘%J'B, est alors fermé et nous avons:

‘“l-k

(16) B=DB, +2B‘ B, X (ZBJ =}
i1 A1
{)k {ulﬂk‘

c. a. 4, B est décomposé par b contrairement & 29 ).

32. %, étant un point arbitraire de B, — B, soien K, M res-
pectivement le cercle et la circonférence d? centre x et de rayon
4 o(z, B). Supposons fixé sur M un sens positif du parcours; w,, z,
désignant deux points de M, M(x,, x,) désignera celui des deux
arcs simples déterminés sur M par z,,; qui est déerit par un
point mobile venant de x; & x, dans le sens positif (extrémités non
comprises). |

33. Boit {c,} une suite de points de C—b, telle que tout point
de C—b soit point limite pour une suite extraite de {c}.

34. Déterminons: '

une suite de points {d,}, &, CB—b di:d, k=1

une suite de points {g,}, ¢, CM g.==g, k=1

une suite d'ares simples {L,} aux extrémités d,, g, respecti-
vement, assujétis aux conditions:

(76) L, X B=4d,, LiX M=g,, LyXL;==0 (k#“-“l)

et cela de maniére suivante.

L Considérons un are simple W aux extrémités z, et ¢,; soit
d; le dernier point de W, & partir de ¢, contenu dans B, g le pre-
mier point de W, & partir de d,, contenu dans M, L, la partie de
W entre d, et g,, n(1) lindice du B, contenant . -

IL. Supposons déterminés pour k=1, 2.., my &y gx, Loy soit n(k)
I'indice du B, contenant d,. Entourons ¢myqy d'une ecirconférence de

. oy 1 1 s .
rayon inférieur & — et —2~g(c,,,+, b). L’intérieur de cette circonférence

contient des points de B, pour une infinité d'indices n. Soit n' le
premier entier différent 4 la fois de n(k), k==1,2...m et do lin-

dice du B, contenant mia Ot tel, que la circonférence en question
contient  un point ' de B,,. Soit #” le dernjer point de 2o
(& partir de ') contenu dans B... Entourons 2’ dune circonférence

de rayon inférieur & la fois a;}; et ;}Q(a}", Jg'(B,,(,‘) + L)), Llintérieur
| W=
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de. cette circonférence contient des points de R, — B, (tous les
points de Z' oy, suffisament

pprochés & z™), done en vertn du
théoréme 1 @) de M. Sierpinski des points de }B, — B. Soit ¥ un

tel point, d,., le premier point de g’z (4 partir de y¥') contenu
dans.l'i’. D’aprés le théoréme de Janiszewskit) de 29 a) et des
conditions (85) verifides par les L, (k=1, 2.., m) l'ensemble

B +k“2'1L,‘ ne découpe pas le plan, de plus y* C R, ——(B—}-‘}:'uL,‘). 11

existe done dans R, — (B+ 3L k=]

6 dor ( ») un are simple ¥ aux extremités
%o, y'. Soit g,.,, le dernier point de cet arc (& partir de z,) contenu

dans M, Vl'la partie de ¥ entre y' et Jmiry €nfin L, T'are simple
aux extrémités d,,,, g, contenu dans: V, + y'dns;. On voit sans
peine que pour k=1, 2... m+1 les suites {9} {di}y {L,} verifient
les conditions requises. |

356. On voit de plus que les entiers n(l), n(2) .. sont tous dif-
férents entre eux.

36. Soit D l'ensemble de tous les @, G 'ensemble de tous les g,.

37. D'aprés 84 II on a:’

(17) 0(Cnt1y Gns) = "3;
les d, étant différents entre eux on a d’aprés 33:
- (18) | DPC—.
38. Posons:
(79) L(i, j) =L+ B,y + B,y + L,

c’est un continu qui ne découpe pas le plan. Le cercle K (32) ne
découpe pas le plan non plus Comme on a: L{i, j)XK=g,+ g, le
continu - L(i, j) + K découpe le plan en deux régions: H,, H, ).
Mais I'ensemble M(g,,g,) + L(i, j) = Mig,, g) + L(i, j) découpe R,
aussi en deux régions H{V, H{® et I'on a:

(80) F(H{) CLG,j)+ Mg, g); FIH) C LG, 7)+ M(gs, 9))

L’ensemble connexe K—M(g,, g,) est contenu entiérement soit dans
H{" soit dans H{", on peut toujours supposer: K— M(g;, g, H5".
Alors H{" doit étre identique soit avec H, soit avec H,. Donc la

) Janiszeéwski: Prace mat-fiz. t. 26 p. 48, 62.
?) Straszewicz: Fund, mat. 1V, p, 128.
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trontitre de l'un des deux domaines H,, H, est contenu dans

- L(i, j) + Mg, g), nous désignerons ce domaine par H(i, j). La
- frontiére de launtre domaine H(j, i) est contenu dans L(%, 7) +M(g, g.).

89. Si m=En(i), m == n(j), alors on a Pune des deux relations:

@1) B, C H(i j); B. C H(jy ).
On a :
(82) B,= (B, X H(i )+ (B, X HG, 1)

(83) (BuX Hiy ) X (Bu X H(j, 1)) = B, X |H(3, 7) X H(}, )] =
= Bm X L(ia 7) = (B, X Ll) + (Bm X Lj) + B, X [B,.(:) - Bnuﬂ == 0

=

done daprés 29 f l'un des deux ensembles B, X H(7, j), B,,.XET(/,W
se réduit & b. ce qui démontre 1'énoneé

40, La relation: g, M(g,, g;) entraine B,,,C H (i, j). In gjfet:

84 L= (LX HG ) + (L X TG, )

(85) (Ly X H{(i, J)) X (La X H{jy ) = L, X L(i, j) == 0
(86) Lk X H(ia 7) D) Jx

donc L, étant continu, on a:

1)  LXH()=0

done H(j, i) ne contient pas le point d, de B,,. D’aprés 39 ilen
résulte 'énoncé. | |

41. En tenant compte de (92) on voit gse si B.C H(i, J), mekn(i),
m == n(j) alors B, — b C H(, j).

42. & est parfait. G étant déhombrable, on a G’=0, il suffit
par suite de démontrer que G ne contient aucun point isold, Supposons
le contraire et soit , un point de G'— G, On peut déterminer
deux points de M: y,, 4, de maniére que My,, ) X @' ==,. Un
au moins des deux ensembles: @ X My, z,), G X M(ay, y,) con-
tient une infinité de points; nous pouvons supposer que ¢’est le premier.
Soit g, un point de M(y,, ,) contenu dans %, 94 16 premier point

de My, x) contenu dans G, gy le premier point de M(g,, )
contenu dans G On a evidement:

(88) 94 C Ml(gh: g‘za)
(89) g‘CM(g‘u' g’l) ?‘:':MJ'E:":?HT':#:%
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done, d’aprés 40, 41:

( 90) Bﬂ(‘z) — b C H (ila is)

(91) 2 BaoC iy, ) + By, 1 By,
el

(92) | D—ad,C H(’&: i)+ B, + B,y

(93) D" C Hiiy, 1) + By + By,

Done d’aprés (87) et (82), (83):
94 C, —bvCDL X B C Hiy, 45) X [ﬁEsTi:)+B~(m +B.l =0
contrairement & 31.

43. Pour tout couple de points z, y de M nous désignerons par
Uz, y) I'ensemble somme de tous les B, pour lesquels g,(C M(z, y).

44: Posons pour tout point C &

-
.

(95) Ue)= Utz 4
' yCH .
) 2 M (x,y)
U(2) est evidement fermé et contient 4. On a:
(96) - U@ CB.

4b. 8i U(z) - b4 0 nous désignerons par N(2) Pensemble de
tous les entiers 4, pour lesquels |U(z. — b]X B.54=0. 8i U(z) =4,
alors N(2) = 0.

46. Tout entier m fait purti d'un N(z) au moins. Soit z’ un
point de C, — b. En vertu de (87) il existe une suite {d.}. k=1,
2..., telle que o' =limd,. De la suite correspondante {g.} ex-

kmaoo

trayons une suite convergente et désignons par 2’ son point limite.

On aura evidemment 2’ C U(z, z) pour tout couple z,y de points

de M, tel que 2 (C M(z,y) done o' C U{e')ym C N(Z) o. q. £ d.
47. Les relations m C N(2), z(C M(g,, ), m = n(i), m = n(j)

entrainent
(97) B, —b(C H, j)

Soit ' un point de (U(z)—b) X B,,. D'aprés 39 et 41 il suffit
de démontrer que y' (C H(y, j). Supposons au contraire y C H(j, i.
Entourons %' d’un cercle K, intérieur & H(j, ). O a: y CU()C
C Ulg,, g,), done K, contient un point y"'(C Ul(g,, g;)- Soit n(l) I'in-
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dice du B, contenant y”. On aura ¢, (C M(g,, g, dove, d’aprés 40:

(98) ¥ C By C HG; )
et d'autre part 3 C K, C H(j ©) La supposition g’ C H(j, i) en-

traine par suite une contradiction e. q. f. d.

48. Soit G, l'ensemble de tous les points 2z (C G¥ ¢ui ne sont
pas des extrémités d'arcs de la circonférence M contigus a @V,
D'aprés 42 (G, est non dénombrable.

49. 8i 2, + 2, C Gy, alors N(z,) X N(z) = 0.

Supposons m (C N(z,) X N(z). M(z,, 2,) contient un point au
moins de ¥, donc uue infinité de points de G. Il existe par suite
un-entier i tel que:

(99) n(@) = m, g, C M(zy, 2)

de méme il existe un entier j tel que:

(100) n(j) = m, g, C M(z,, 2,)
(99) et (100) entrainent: 2, CM(g,, g)), 2, CM(g,, g,), done d'aprés 47:

ce qui est impossible.

0. Ll'ensemble des points 2 C Gy pour lesquels N(2) == 0 est dé-
nombrable. En effet suit n(z) le plus petit entier positif contenu
dans N(2) en supposant N(2)5=0. D'aprés 49 pour 2 9=z, 2, +2, C G4
on a n(z)<n(z) Il y a done équivalence entre 'ensemble en que-
stion et un sous ensemble de la suite d’entiers positifs.

b1 D’aprés 50 G, contient deux points 2’ et 2’ tels que
N(2')= N(2") = 0. Posons:

(102) BY = U(z, 2"); B® = U@, 2/)
On aura d'aprés 46 et (95)
(103) B= ¥'U(s) = U')+ U(") )+ UG +-2U(,a) C b+

.C(;l ,'CM(: g ) 'Cu('”l ’l)
+ U7, 2") + U(z” 2')= B 4 B®

et comme B ) B B® ( B:
(104) B = B®M 4 B®,

Soit v un point de B— b, m Vindice du B, eontenant v, 2, un
pomt de G’ pour lequel mCN (). Nous pouvons supposer que
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2, C M(Z, 2"). Comme 2 C G, lensemble G X M(Z, z,) n'est pas

vide Done M (¢'y 2,} contient une infinité de points de G il existe
par suite un mdlce 7 tel que:

(105) n(f) == m; g; C M(2, 2,)
de méme il existe un entier k, tel que:
(106) n(k) = m; g, C Mz, 2"
On a 2, (C M(g; g,), done d’apres 47
(107) vC Bu— b C HG, B,
D'autre part M(z2", 2*) (C Myg,, g,). D'aprés 43:
(108) U, o) = 3By,
nCHe, )

Mais g, C M(2", ¢’) entraine 9:C Mg, g,) et d'aprés 40-

(109) B, C Hk,j)
done: _

(110) U C Hk)
(111) BY = U, 7)C Hik,J)

(107) et (111) montrent que » n'est pas contenu dans B®, On voit
ainsl, que

(112) BY X B® = b

(104) et (112) montrent que b décompose B (on voit aisément que

ni BY ni B® ne peuvent se rédmire au seul #). Nous arrivons

& une contradiction avec 29 y). Le lemme 7 est ainsi démontré.
52, Les lemmes 6 et 7 entrainent le théoréme II.






