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Démonstration d'un théoréme sur les fonctions
' additives d’ensemble, |

Pax

W. Sierpifiski (Varsovie).

(Extrait d'une lettre adressée & M. Maurice Fréchet).

Mon cher Collégue.

Dans ma lettre du 8 avril jais Vous éerit que wmon ¢léve
M. Saks a remarqué que le théordme de M. Franck ') se trouve
chez H. Hahun (Theorie der reellen Funktionen, Borlin 1921, p. 404,
Satz IX), Les derniers jours j'ai trouvé une démonstration. de ce
théoréme (sans utiliser des nombres transfinis) qui me semble plus
simple que celle de M. Hahn., Permettez moi do Vous la comniu-
niquer. |

Théoreéme. Soit une fonction d'ensembles f, additive et définie
sur la famille additive d’ensembles 2. Tout ensemble ¥, do la fa
mille 7' se divise en deux ensembles P et N, tels que Pe7, Ng7 ot

(1) SfIE)Z0 pour EC P Eel,
(2) SE)Y 0 pour EC N, Eel

-Démonstration. Soit & la borne supérieure de tous les nom-
bres f(E) pour EC K,, el (Comme on sait, b est un nombre fini),
Il résulte de la définition du mombre b quil existe pour tout # na-
turel un ensemble B, tel que &, C &,, EeT ot

L

(3) | f('E'n) > ’7 "‘"""2".'

V. ce voluma, p. 2b7.
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Posons

(4) P=IlimE,=H H,H,...,

ol

(5) H,:Eh+Eﬂ+1 +En+2+"' (n"———], 2’ 3,-..)
et posons

(6) N=E, — P;

je dis que P et N sout les ensembles cherchés.
En effet, admettons que la formule (1) ne subsiste pas. Il existe
alors un ensemble E tel que

(7 ECP Eel, et f(E)=—2»<<O.
Soit 7 un nombre naturel, tel que

8 —

(8) 2tq < 7.

D’aprés (7) et (4), nous avons E(C H,, done, d’aprés (5):
E=H,E=EE+ B ,(E—E)+ Epu[B - (B + B)| +...=
— Eu + En-[—l + En+2 +
ol E,.,(k=0,1,2,...) sont des ensembles disjoints et

9) By C Eupy EyueTy, pour £=0,1,2, ...
Nous avons done:
(10) f(E) == f(E,) +f(E',',+1) + f(Erya) + -
D’aprés (8) nous avons -
1 _
(11) f(Eu-»H‘) > b - "2';:*_‘; ‘ (k'-—-""-'-'O, 1, 2,.. .).

et, d’aprés (9): B, = Eo + (B — Eopi), (Eu+k —~ E,,)eT, donc,
d’aprés (11): ' - |
1

(12) f (E ﬂ+k) 'JFf ('Eu+k "+*)""f (Eﬂ+k ) > b— i (k=O7 1):

or, d’aprés la définition du nombre b, nous avoms .

f( B — Erp) K
done, d’'aprés (12):

1 o
S (B > — ~pour k=0,1,2,.,
et (10) donne: |

f(m) }] B )>— 2’ =g

k() Ll
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~done, d'aprés (8):

f (E ) > =
countrairement & (7).
Nous avons donc démontré la formule (1).
Admettons maintenant que la formule (2) ne subsiste pas. Il

existe alors un ensemble F tel que B (C N, EeT' et

(13) f(B)=m>0."
Soit # un nombre naturel], tel que

1
(14) i < T

D'aprés (6), (4) et (5), nous trouvons sans peine
NC (EO - En) + (EO - Er:+1) + (EO L‘w'n-}-!l ) "Jr" rery
done, d'aprés E(C N, Eel:

‘(15) E=E;+E:‘+] +E:«+I+°":

ou E..,(k==0,1,2,..) sont des ensembles disjoints et tels que
(16) E;.*_h C (‘EO - 'E"'H‘)’ et E;.i_k'ET (’ﬁ e 0, 1, 2,.. .).

- D'aprés (16) nous avons

E:e-l-hEn—}-k = 0: E .’.-M + En+k C E'o:
done, d’aprés la définition du nombre b:
(B + f(En-{-k) = f(E;a-L~n + Emi-h) < b,
done, d'aprés (11):
o |
f(.E,z+*) < é"’“‘_”’i_'i_, pOlll" k':-:-o’ 1,24:»#1’.

f

ce qui donne, d’aprés (15):

| o oy ] 1
f(B)= Zf () < 2 G = Ga )

‘ T ket ()
done, d’aprés (14):
f(B) < m,
contrairement & (13).
La formule (2) est ainsi établie ot le théordme est démontré,

Varsovie, le 12 Mai 1928,






