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Sur les voisinages de deux figures homéomorphes.

"

Par

Louis Antoine (Rennes)

Cette note compléte un mémoire paru dans le Journal de Ma-
thématiques pures et appliquées (1921, pages 221 4 326) sous le titre:
Sur Choméomorphie de figures et de leurs voisinages (Thése, Strashourg,
9 juillet 1921). J’ai résumé ici les principaux résultats de ce mé-
moire, renvoyant au texte pour les démonstrations.

1. Introduction. Etant donuées 2 figures homéomorphes F et f,
situées dans le méme espace on duns des espaces K et e ayant le
méme nombre »n de dimensions, est-il possible d’étendre la corres-
pondance entre F et f 4 des points de K et e étrangers & ces figu-
res, et plus spécialement a leurs wvvisinages? Voiel, de fagon précise,
ce que jentends par la: peut-on déterminer 2 nouvelles figures ho-
méomorphes F}, /. telles que tout point de ¥ (ou de f) soit centre
d’une sphére de rayon non nul dont tout 'intérieur appartienne & ¥}
(ou /), et telles que la correspondance donnée entre F' et f résulte
(comme cas particulier) de la correspondance entre Fy et fi.

A priori, trois cas sont possibles:

Premier cas. On peut prendre pour F, la totalité de E et pour
7, la totalité de e. Dans ce cas, je dis que la correspondance entre
F et f peut s'étendre & tout Uespace.

Deuxiéme cas. On peut déterminer F, et f; sans quil soit
possible de prendre pour ces figures tout E et tout e. Je dis alors
que la correspondance enire F et f ne sétend gqu'a leurs voisinages.

Troisie¢me cas. Il est impossible de déterminer F; ef f;. Nous
disons alors que la correspondance entre F et f ne s'étend & aucun
votsinage.

Fai étudié, pour n =2 et pour n =3, les cas ol F et f sont,
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soit des courbes de Jordan sans point mulliple (toukes 2 uuvertes ou
toutes 2 fermées), soit des ensembles parfails partout discontinux bornda.
Les résultats obtenus pour ces figures pouvent ae résumer ainsis
gi m==2, on est towjours duny le premier cos; ai nox= B, lea troiw cas
prévus se présentent of.fectivement. |

o donnerai ici un nouvel exemple du troisidme oas pour lea courbey
de Jordan de lespace i trois dimensions. Je montrerul  sussi que
la corrcspondance entre 2 ensemblen parfutls digoontinug de [enpace
§ n dimenvions (n>>2) peul ddtendre, en quelque sorte, & I modtid de

)

Vespace; ceci généralisera en partie la propridté der onseniblen plans,

. Les courhes de Jordan.

2, Je ne reviendrai pas sur les résultaty trés wimples ohtonus
pour les courbes planes, ni sur lours conséquences immddiates (Thése,
premiére partie, chapitre I). Les oxomples que j'ui donnds dow oun
92 et 8 pour les courbes gauches étaient de 2 sortes Los unmp we
dsduisent do Vétude des ensemblon discontinus; nous ot repurlerons
plus Join  Les autres résultent de I'étude dew courbes fermiex trucéen
our le tore. Une tello courbe ¢ suns point multiple, sat caractdriado
topologiquement par 2. nombrex enbiers @, @y qui wont rax ool finients
Denlacement avoe laxe o avee la cireonférence lien den centros des
méridiens du tore, ou, 8i lon veul, lex nomhres de toun yue fait €
autour de ces lignes, J'ai montrdé que s nombres wout  premiers
entre eux ot que si Pun d'eux ost O, Puutre ent O ou 1 Poar que
la correspondance entre (! et une civeonftrence primie gélendre & toul
Pespace, il faut e il suffit que Cun an inoina des nombres @, f woit
0 ow 1. Si cette condition n'est pas réalisde, on pourrn toujours
étendre la correspondance entre (/ et une cironfdrence i leurs voi
ginages, J'ai montré aussi que la possibilitd d'extonsion do cette cor
respondance b tout lespace est dquivalonto b l'eximonen d'une ealotls
de surface simplement connere suns poinl nultiple ngant ' pour fron-
tre (thése, premiére partie, ehap [I, artielo T11)

Jai obtenu un exemplo du cas 8 en sondenmnt d'une certaine
manidre los singulurités dos courbes tracéen mur lo tore (théwe, pre-
mibre partie, chap. I, art IV). On we trouvait danw le ous g por
suite de la présonce, sur la courbe obtonue, d'un sertain point sin-
gulier. Tn condensant low singulurités d'une wutre munidre, jo vais
abtenir un nouvel cxemple du cas 3. La différonce wven Vexemplo
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préeédent est que la correspondance entre fout arc de cette nouvelle
courbe et un segment de droite remtre aussi dans le cas 3.

3. Avant de donner cet exemple, je vais rappeler et généraliser
quelques propriétés utilisées dans la démonstration,

Considérons, par exemple, la courbe C3, tracée sur un tore de
rayons £ et »(li>), et ayant pour équations, en coordonnées semi-
polaires,

o=R 4 rcosfo z=rsinjw.

Pour cette courbe, a==2, B=3 et, par suite, elle n'est pas frontiére
d'une calotle simplement connexe sans point multiple. Soient C; un
arc suffisamment petit de C}, dextrémités 4, 4, et S, la sphére
de diamétre 4, 4,. 8i, dans C3. on remplace Uarc C, par un arc
quelconque de mémes extrémités et intérieur & S,, la nowvelle courbe
obtenue n'est encore fromtiore d'aucune calotte simplement connexe sans
point multiple, (thése, n® 55 & H7) Partageons maintenant C} en
k petits arcs C, C,...C, par les points 4, 4y,..., 4s 4,, et soit
S, la sphére de diamétre .4, 4,,,. Remplagons chaque arc C, par un
de mémes extrémités et intérieur & S.. La nouvelle courbe obtenue
n'est encore frontidre d'aucune calotte simplement conmexe sans point

 multiple. Lia démonstration de cette généralisation se ferait en ré-

pétant sur chaque sphére S, le raisonnement fait, dans ma Thése,
sur la sphére S, pour le cas précédent. Les arcs C; seront suffi-
samment petits si les sphéres S n'empidtent pas les unes sur les
autres sauf, naturellement, en ce qui concerne 2 sphéres conséeuti-
ves. On pourra d’ailleurs les détormer légérement au voisinage des
points 4;, de maniére que, dans le chapelet de surfaces obtenu, 2
surfaces non consécutives me se touchent pas, et que 2 surfaces
conséeutives aient un seul point commun situé sur Ci.

4. Construisons maintenant 'exemple annoncé. Je pars de I'are Gy,
de Vespace h 3 dimensions, que définissent suffisamment la figure
1 et les indications qui suivent. C, est une ligne polygonale d'extre-
mités 4,B, et ayant % cotés, tous égaux. C, est intérieur A une

‘surface de révolution ¥V, obtenue en faisant tourner angle 4,.¢B,
© autour de A,B,. Si on ferme C, par une demi-circonférence de dia-

mbtre Ag By, on vbtient une courbe quw'on peut faire coincider avec la
courbe O3 par déformation homéomorphe*) d'une portion de lespace.

)] J'&ppe]le' ainsi une déformation continue #u cours de laquelle, la figure
déformde reste constamment homéomorphe i elle-méme.
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On voit alors fucilement, en faisant uno inveraion da phle intérieur
b Vy, que lextérieur de Vy joue par rapport i vette easirhe farmide
le role que jouait Vintérieur do la potite aphdre S, par rapport b (',
c'est d-dire que, si Yon ferme () par un are quﬁﬂmmquv extdrieur
b V,, on obtient une courbe gui n'est la frontieve daveune calotl
simplement connexc sans point multiple,

Remplagons chaque coté A, B, de (o par un are (') de mbmey
oxtrémités et deduit de (4 par une similitude qui mménoernit o
segment A, By sur lo segment A4, 1. Sotte mbme similitudo trans.
forme V, en une surface V;. Nous nbtenons ninal b surfaoes V, of
(, est romplacd par une ligno polygonale £ nynnt k¥ ettén Moyen
nant quelques précautions facilow, nous pouvens alpporer que lan
sirfaces ¥, sont intérieures nu wonn striet i Fyo (sl onoen qui
concerne Tes 2 surfuces V, extrémos quw wont intérisures i Fy o
sens lurge), que deux surfacon ¥, non connéeutiven sout oxtériouros
'ane & l'autre au sens strict. ob quo 2 surfaces V', consdeutivens sont
extérioures et n'ont on eommun qu'un sommet do (o,

Remplagons maintenunt chaque efité Ay By de ¢4 par un are (/)
déduit de C, par uno similitude qui aménorait le segment Ay B,
sur le segment A, B, Cette similitude transforme ¥, en uno sur
face V,. Nous obtenons ainsi k? surfuces Vy et (g est remplacd
par un arce polygonal ¢y de mémos exthémités 4y By ot aynnt k¥ ohitdu,

Répétons cotle opération indéfiniment. Nouw ohtenonw winki une
infinité de surfaces ¥ comprenant k& surfaces ¥y, k* wurfaces V..
i surfaces V,,.. Chaque surface V, coutiant & sun intérieur 4 sur-
faces V.,

La courbe que je cherche est Vensemble 1" dea pointe dont chacun
est inbérieur, an sens large, & wne infinitd des supfaces V' Jo vain
montrer: 19 que I est un arve de Jordan mans point multiple; %° que
la correspondance entre un are queleongue de /' et un segment de
droite ne peut w'étendre b aucun voixinage.

B. Montrons que I' est homdomorphe an negment p(0 =t 1)
do V'axe des ¢ Soit M un point de It il est intériour i une inf
nité de wurfaces ¥ Ou peut done lui faire correspomdre une nuite
de surfuces V, comprenunt une surfuce de chague indics, b surface
ayant Pindice i dtant intdrieurs b oelles dindicss infdriours A § (ooei
quel que soit 4), M étant intérieur A foutew ocew wurfaoon, Je dirad
qu'une telle suite do murfaces b est du type S Chague auite do
type 5 définit un point M unique de I', puisque lo dinmdtre dea
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surfaces V, tend vers zéro avec 1@ A chaque point M de I' cor-

respondent une ou deux suites du type S, suivant que M n’est pas
ou est somumet d'une des courbes C..

Affectons chaque surface ¥ d'un numéro compris entre O et
k - 1 de lu manitre suivante: nous numérotons de 0 & &k — 1 les
k surfaces V, intérieures & une méme surface V,_, dans l'ordre on
on les rencontre en déerivant C, de 4, vers B,. Soit alors M un
point de J. Considérons la suite du type S (ou Pune d'elles, #'il
y en a deux) qui correspond & ce point et soient pyp,...p... les
numéros des surfaces V,V,... V... de cette suite. Je fais correspon-
dre & M le point m de y dont l'abscisse ¢ s'ecrit, dans le systéme
de numération de base &, t=="0,p,p...p... Il est manifeste que,
il ecorrespondait & M 2 suites du type S, les 2 valeurs de ¢ qu'on
en déduirait seraient égales Inversement, & un peint m de y ayant
pour abscisse =0, p;py...p,... je fais correspondre le point M
de I', défini par la suite du type S dont les surfaces ¥, V,... Vi...
sont numérotées p,pg...p... Si ¢ avait 2 représentations, les 2 sui-
tes du type & quon en déduirait fourniraient le méme point M.

La correspondance ainsi élablie entre I' et y est biunivogue et ré-
ciproque. Je dis quelle est: continue. Supposons que le point m d'ab--
scisse ¢ tende vers m, d’abscisse {, et montrons que Ihomologue
M de m tend vers homologue M, de m,. Si #, n'a qu'une repré-
sentation en fraction illimitée dans le systéme de base k2 et ¢
ont un certain nombre i de chiffres communs A partir de la virgule
et ce nombre ¢ augmente indéfiniment quand m tend vers m . M et
M, sont alors intérieurs 4 une méme surface V, et, comme le dia-

. 1
métre des surfuces V, tend vers zéro avec -, M tend vers M,

quand m tend vers my. Sito avait 2 représentations, il faudrait envi-
sager 'une ou l'autre, suivant que ¢ esb supérieur ou iuférieur & ?,,
mais le résultat subsiste. |

T est done bien un arc de Jordan sans point multiple.

On peut eucore dire quo I est lensemble dérivé de l'ensemble des
sommets des courbes B, ou d'un ensemble obtenu en prenant un
point i l'intérieur (au sens large) de chacunc des surfaces V.

Notons encore que, si Von considére une surface V, provenant
d'un coté 4,B, de la courbe C, Vare AB, de I' est intérien a V,
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et les deux ares AgA,, BB, de I' sont catériewrs & Vi, Vun de cos
deux derniers pouvant d’ailleurs étre nul.

6. Je dis que, I étant un arc quelconque de I, su correspon-
dance avec un segmeni de droite y' me peut §étendre & qucun vuisinage.
Supposons qu'il en soit autrement et soient M et m 2 points homo-
logues intérieurs de I’ et 7. 11 existe une sphére de centre m, de
rayon non nul, dont tout l'intérieur appartient au vuisinage auquel
la correspondance peut s’étendre. Dans cette sphére, on peut con
struire un demi-cerle o (calotte simplement connexe sans point mul
tiple) de centre m, limité par une demi-circonférence " et son
diamétre y’' porté par 9. I lui correspond, duns lespaco de I
une calotte de méme nature %, dont la frontitre & comprend un
arc I de I'" et une courbe I’ ayant un écart non nul avee M,
done extérieure & une certaine sphére S de centre M. On peut alors
déterminer un indice i assez levé pour que la surface ¥, (ou l'une
d’elles, §'il y en a devux) qui contient M soit intérieure & & La
frontidre G de X est partagée par cette surface F, en 2 parties:
un arc 4,B; intérieur & V, et un arc extérieur & F,. Le¢ premier
est partagé lui-méme par les k surfaces F,_, intérieures & V, en k
trongons dont chacun est intérieur A une de ces surfaces. Si nous
faisons la similitude qui fait passer de ¥, & ¥, nous en déduisons
une autre calotte X dont la frontidre ¢! a méme disposition relati-
vement & V, et aux k surfaces V.

Ceci est impossible En effet, 'extérieur de V, et les intérieurs des

¥, jouent, par rapport & la courbe (), fermée par une demi-eircon-

férence, le role que jousient les intérieurs des petites sphéres
5,8, ... par rapport & lu courbe C§ du n° 3. La courbe @ est ulors

. du type de celles qui ont été envisagées au n° 3 et, par suite, elle

ne peut pas étre la frontidre d'une calotte simplement connexe suns
point multiple. Cette contradietion démontre la proposition,
7. On peat construire une courbe fermde ayant la mémo propridté.

Il suffit de fermer Co par une ligne polygonale extérieuro & V, et

d’'appliquer aux cttés de la ligne fermée obtenue les procsdds de
construction précédents. Je reviendrai, au n® 21, sur la courbe fer
mée I" ainsi obtenue, ,

Notons encore gqu'un arc quelcongue de I' n'est situd sur awcune
surface sans point multiple (thése, no 58).
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1I. Les ensembles parfaits partout discontinus bornés.

8. L'étude de ces ensembles résulte du procédé de définition
suivant. | -

Soit, dans l'espace & n-dimensions, une infinité dénombrable de
surfaces V' (c'est-h dire de variétés fermées; sans point multiple,
4 n — 1 dimensions; courbes pour n==2; intervalles pour n=1)
classées par groupes constituant ce que jappelle les surfaces d’or-
dres 1, 2,... 4... et ayant les propriétés suivantes: |

a. Quel que soit A, il y a un nombre fini de surfaces dordre 2
¢t ces surfaces somt extériewres les unes aux autres.

b. A Dintériewr de chaque surface d'ordre A il y a au moins deux
surfaces dordre A+1, et chaque surface dordre A+1 est intérieure
& une surface d'ordre A. |

c. Le maximum du diaméire des surfaces d’ordre A tend vers eéro
avec z.

(Dans les conditions a et b, les mots intérienr et extérieur doi-
vent étre pris au sens éiroit).

IL’ensemble I’ des points dont chacun est intérieur & une infinité
des surfaces V est un eusemble parfait partout discontinu. Les sur-
faces V, qui donnent ainsi naissance & P, s'appellent les surfuces
de définition de P.

Ce procédé est tout-i fait général, en ce sens qu'il permet définir
tous les ensembles purfaits partout discontinus: On peut méme sup-
poser que les V' sont des surfaces polygonales dont chacune a un
nombre fini de sommets, d'ot 1l résulte immédiatement que fout en-
semble parfait partout discontinu est situé sur une courbe de Jordan
sans point multiple. [Pour tout ce numéro, voir Thése, deuxiéme
Partie, Chapitre I]. -

Le procédé que je viens de rappeler est particuliérement com-
mode pour définir des ensembles parfaits discontinus ayant certaines
propriétés; j'en donnerai des exemples -dans les numéros suivants.
Si on modifie convenablement les conditions a. b. ¢, on peut aussi

-obtenir par cette méthode des ensembles continus et méme des

lignes de Jordan: c’est ainsi, par exemple, que j'ai obtenu la ecourbe
I’ du n® 4. Des procédés analogues ont été souvent employées par
de nombreux Auteurs. On en trouve, en particulier, de fréquents

exemples dans ce Journal,
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9 Premier exemple: ensemble discontinu dont toute projection est
continue. Soit. dans un plan, un hexagone régulier C (eourbe dor-
dre 1).- A son intérienr, considérons 13 hexagones réguliers C, (eour-
bes d’ordre 2) disposés comme l'indique la figure 2, et tels que la
projection de leur ensemble sur toute difection soit un segment.
Dans chacun des hexagones (y, uous construisons de meéme 13 he-
xagones C, de telle maniére que la projection sur toute direction,
de Pensemble des 187 C, soit un segment de droite. Nous continuons
ainsi indéfiniment, ce qu'il est manifestoment possible de faire On
vérifie sans peine que l'ensemble parfait discontinu F défini par ces
hexagones se projette sur toute direction suivant un segmont (au
moins égal & la projection de l'hexagone C, concentrique & (1), On
peut dire aussi que P est coupé par toute droite qui rencontre cot
hexagone C;. On peut construire 2 arcs de Jordan se coupant suivant P,
On & ainsi un exemple de 2 courbes, n'ayant aucun arc en commun,
et dont l'intersection se projette sur toute direction suivant un segment.

10. Deuxiéme exemple: cnsemble discontinu d aire non nulle. Soif,
dans un plan, un carré. Cy, courbe d'ordre 1. (fig. 3). A son inteé-
rieur, tragons 4 carrés C, (ordre 2), égaux. entre eux ot de cotés
paralléles & ceuk de C. Dans chaque carré (,, nous construisons
de méme 4 carrés C, (dordre B), et ainsi de suite indéfiuiment. Soit
P T'ensemble parfait discontinu défini par ces carrés. Nous suppo-
serons que le carré C; a pour aire L'unité et nous désignerons par
k, le rapport, & luire d’un carré (', ,,’de l'aire de l'ensemble des
4 carrés C, quil contient (k;<C 1). L'ensemble des 4471 carrés
C, a donc pour aire kyky...k,. On peut choisir les &, de muniére
que le produit infini kyk; .. k,.. ait une valeur donnée % nonm
nulle, inférieure & un. ¥ est I'nire de /. En prenant, par exemple,
ky=1—1/2% on a: X = 4.

" Tragons, entre C, et les 4 carrés C,, les segments de droites
indiqués en pointille sur la figure et faisons de méme entre chaque
carré C, et les 4 carrés C,p, qu'il contient, pour toutes les valeurs
de A. L'ensemble de ces segments et de I’ constitue un are de Jor-
dan sans point multiple (thése, n® 72). Kn ajoutant b cet are doux
des cotés de C,, on obtient une courbe fermée limitant un dumaine
non quarrable. Cet exemple de domaine non quarrable est tout i fait
analogne & ceux qui on été donnés par MM. TLebesgue et Qagood,

11 Troisidéme . exemple, — Soit /| 'ensemble parfuit discontinu

de l'espace b 8 dimensions, dount les-surfaces de définition sont des
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tores ayant les dispositions suivantes: il y & un seul tore d’ordre 1;
@ Vintérieur de chaque tore dordre A, il y a k tores dordre A +1,
ces tores élant enlacés comme les anneauxr d'une chaine fermée qui
ferait le tour de Uaxe du tore dordre A. Jai étudié cet ensemble

6O S (#+ 9

\‘ /
\‘ ’J,
'
(figd)
(B ) MMM 4 m
& . . &
PRt R,

,
Moy ¥

P, dans ma thése (2=° partie, chap. III) et jai montré quil avait
les 2 propriétés suivanies, d’allure paradoxale: ‘

1°. si tous les points de P, me sont pas dans unme méme région
dune surface simplement connexe sans point multiple, il y a des points
| 18

Fundamenta Mathemalicae V.
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de P, sur cetle surface (P, se comporte comme un continu vis-h-vis
des surfaces simplement connexes);

90 toute calotte simplement connexe sans point multiple, dont la
Srontidre est un méridien dun des tores de définition de P,, coupe
P, suivant un ensemble ayant la puissance du continu.

192, La considération des surfaces de définition des ensembles
parfaits partout discontinus permet de prouver gue 9 tels ensembles,
P ¢t p sont homéomorphes (thése, n® 74). Voiei un résumé de la
démonstration.

Nous supposerons p rectiligne (le cas général s'en déduit immé-
diatement) et P donné par ses surfaces de définition V. Je construis
pour p des intervalles de définition v et j'établis entre los I ot les v,
une correspondance telle que: 1° une surface V et un intervalle v
homologues soient du méme ordre; 2° deux surfaces quelconque,
V,V’, et les intervalles homologues, v, v’ aient la méme disposition,
est-h-dire que si, par exemple, ¥ est intérieur 4 V', v sers inté-
rieur 4 o'. Jappelle suite du type S, une suite de surfaces V' (ou
Jintervalles v) comprenant une surface et une geule de chague or-
dre et telles que chacune d’elles soit intérieures & celles dont ordre
est moins élevé. Chaque suite du type S définit un point et un seul
-de Vensemble, point qui est intérieur b toutes les surfuces de la suite.
Inversement, & tout point d'un des ensembles, correspond une suite
unique du type S. Or, il est manifeste que les intervalles homolo-
gues des surfaces V d'une suite du type S, forment aussi une suite
du méme type. Je fais correspondre les points de I? ¢t p qui sond
donnds par des suites homologues du type S, de surfaces V et d'in-
tervalles v. Cette correspondance réalise I'homéomorphie de P et p.

13. La méthode qui vient d’étre résumée réulise une homéo-
morphie particuliére entre p et P. Elle permet d'ailleurs d'en réu-
liser une infinité. Mais il n'est pas évident que, méme en chungeant
de surfaces V et v, on puisse ainsi réaliser toutes les correspon-
dances possibles entre P et p. Je vais prouver qu'il en est cependant
bien ainsi, sous la réserve que Uun au moins des engemblen soil conis
déré comme appartenant & um espace ayant aw moing 2 dinengions,

Soient done [’ et p deux ensembles purfaits discontinum quel-
conques, L'espace de F ayaut au noins 2 divensions, ol supposons
que nous connaissons une correspondance biunivoque et eontinue
(H) entre P et p. Jo vais prouver qu'on peut déterminer pour oes
ensembles des surfaces de définition polygonales V et v, ne corves:
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-pondant de fagon que tout couple, M, m, de points de ces ensembles,
obtenu par des suites homologues du type S des surfaces V et v,

Nous supposerons les ensembles donnés par des surfaces de dé-
finition provisoires, U et u, polygonales, Sans diminuer la géneralité,
nous pouvons admettre qu'il y a pour chacun des ensembles, une
seule surface d'ordre 1, et nous les prendrons comme surfaces V
et v d’ordre 1. |

Construction des surfaces d'ordre 2. Supposons qu'il y ait e sur-
faces U d'ordre 2 que nous désignerons par Uy, Uy,... U,... U,. Elles
partagent P en @ ensembles parfaits discontinus que nous désigne-
rons de méme P, P,... (P, intérieur & U). A ces ensembles, (H)
fait correspondre ¢ ensembles de méme nature p, qui ont un éeart
mutuel non nul & Soit 4, un entier tel que les surfaces u d'ordre
A, aient un diamétre inférieur & & Les points de p intérieurs & une
de ces surfaces ne pourront done appartenir qu'a un méme p,. Ces

surfaces décomposant p en ensembles partiels que nous pouvons

noter p!, l'indice % servant & distinguer les ensembles partiels ap-
partenant & un méme p, Nous appellerons «} celle des surfaces u
d’ordre 4, qui contient p} et P* 'homologue de p; dans (H).

Nous pouvons de méme déterminer un entier 4; tel que chaque
surface U d'ordre A; contienne des points de P appartenant & un
seul des P*. Considérons l'un particulier de ces ensembles Pj et
supposons par exemple, qu'il soit contenu dans 3 surfaces U d’ordre
A, que jappelle " U” U', surfaces qui sont intérieures a U..
Joignons U’ & U, U" & U™, par 2 lignes: polygonales, intérieures
a U, extérioures & toutes les surfaces U d'ordre 4, et ne se coupant
pas. Faisons de méme pour toutes les valeurs de i et de &, en
ayant soin d’éviter les lignes déja tracces. Ces constructions sont
possibles, méme si Vespace de P n'a que 2 dimensions, ces lignes
ne partageant pas en regions lintérieur des U,. Il n'en est pas de
méme si lespace de P n'a qu'une dimension. Considérons la figure
formée par les 3 surfaces U'U" U et les 2 lignes polygonales qui
les joignent, et remplagons ces lignes polygonales par des surfaces
polygonales assez minces ef trés voisines d’elles. Moyennant quelques .
précautions trés simples, on remplace ainsi cette figure par une
surface polygonale saps point multiple que jappellerai ¥}, qui eon-
tient P¥ et seulement cette portion de P, et qui est intérieure & U,.

Je prendrai les surfaces V* et les surfaces ¥ comme surfaces V
18*%
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ot v d'ordre 2. Je ferai correspondre les surfaces 7 et v d'ordre 2
qui sont des surfaces VE et ut ayant mémes indices. Deux 8u'rfa-
ces V et v dordre 2 homologues contiendront done des portions
de P ot p homologues dans (H).

Pour définir les V et v dordre 3, je pars des surfuces U dor-
dre A, et je fais, & partir de ces surfaces, les constructions qui vien-
pent d'étre faites & partir des surfaces U dordre 2. Jo continue
ainsi indéfiniment.

Les surfaces v se déduisent des surfaces ¢ par suppression  de
cortains ordres. On conserve néanmoins une infinité de ces ordres
et ceci suffit & prouver que les surfaces v définissent encore l'onsem-
ble p. On peut dire de méme que ensemble £ est défini par les
surfaces U des seuls ordres 1,2,45 4;... Remarquons qu'une surfuce
V dordre x est, par construction, intérieure . une gurfuce (J d'or-
dre %_, et contient une surface U dordre 2. Il en rdsulte que
les V satisfont & la condition (¢) du numeéro 8 et, comine elles sa-
tisfont, par construction, aux conditions (a) et (b), elles définissont
un ensemble parfait discontinu, P’ Cet ensemble P’ cofncide avee P.
En effet, par construction, tout point de P est intérieur A une
infinité de surfaces 7, dome appartient & P’; tout point de [
stant intérieur & une infinité de surfaces ¥, est, d'apris la remar-
que faite plus haut, intérieur & une infinité de surfaces (J, done ap-
partient b P. |

Les V est v sont done bien des surfaces de définition do [’ et p.
Or, il est manifeste que la correspondance établie entre ces surfuces
réalise (par le procédé du n® 12) la correspondance (f) entro P
et p, puisque, ainsi que nous l'avons remarqué, une surfuco Vet
une surface v homologues contiennent des parties de [ et p liomo-
logues dans (H). La proposition est done ¢tablie.

Voici une conséquence immédiate de cette propriété. SEP et
sont 2 ensembles plans, on peut étendre & tout le plan loute correspons
dance biunivoque et continue entre P et p (el thoke 10 D) ot ou
peut réaliser cette extension par- déformation homdowmorphe d'une
région hornée du plan (thése n® 16). [ en est ce mdme. dann [epace
& 8 dimensions, pour toute correspondance entre 2 ensemnbles plans ou
entre 2 ensembles sphériques, ow entre un ensemble plan ¢t un ensein-
ble sphérique (Cetto dernidre propriétd se démontrorait en appliguant
5 ces ensembles les méthodes indiquées aux unuméres 36, 37 ot 38
de ma thése).
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14. J’ai montré (these, 2° partie, chap. III) qu'aucune corres-
pondance entre 'ensemble P, du n® 11 et un ensemble rectiligne,
ne peut étre étendue & leurs voisinages. En . combinant de deux
maniéres différentes, 2 ensembles égaux 4 P,, j'ai obtenu 2 ensem-
bles dont la correspondance peut s'étendre & leurs voisinages, mais
pas & tout l'espace (thése n, 84).

Ces exemples montrent qu'il est inutile de chercher, pour un
espace quelconque, une généralisation compléte de la propriété simple
des ensembles parfaits discontinus plans. On peut cependant géné-
raliser en partie cette propriété au moyen de l'énoncé suivant:

15. Théoreéme, Soient P et p 2 ensembles parfaits discontinus
des espaces E et e & n dimensions (n=2). Etant donnée une corre-
spondance biunivogue et continue entre P et p, on peut Uétendre & des
régions non bornées E', ¢, limitées por des variétés W,w, contenant
respectivement P et p, dont chacune est homéomorphe & un plan & n—1
dimensions.

Je ferai la démonstration en supposant que p est un ensemble
rectiligne, situé sur l'axe des z,. Je prendrai pour w la variété z,—=0
et pour ¢ la: région z,=>0. L'intermédiaire de ce cas particulier
donnerait immédiatement la démonstration du cas général.

16. Démonstration. Soit (H) une correspondance donnée
entre P et p. Soient ¥ et v les surfaces et intervalles de définition
de ces ensembles (les ¥V étant polygonales), construits comme il
o 6té dit au numéro 13, et se correspondant de maniére & realiser
homéomorphie (H) entre P et p. Je supposerai quil y a une.seule
surface ¥, et un seul intervalle », dordre 1.

Je décompose ainsi quil suit la région ¢. A partir de chaque
intervalle », je construis un cube u, & n dimensions, de ecbtés pa-
ralleles aux axes de coordonnées, situé dans ¢/, ayant une face 1
% 7 — 1 dimensions dans w, les extrémités de v étant les centres
de 2 arétes opposées, i n—2 dimensions, de cette face 7. La fron-
tisre de u comprend le cube 7 et 2n—1 antres cubes & n—1 dimensions,
dont je désigne l'ensemble par o. Je construis aussi un cube ', & n—1
dimensions, homothétique & u, un peu plus grand que u, ayant encore
une face ¢ dans w; j'appele o’ le reste de sa frontiére. Je supposeral
les cubes «' assez voisins des cubes u (u est intérieur & ') pour que
l'ensemble des »’ ait méme disposition que l'ensemble des u.

La région ¢ est formée de 4 parties:

19, L’ensemble- p.
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20, Les portions telles que la région g ecomprise entre 2 cubes
u et w provenant du méme intervalle ».

8%, Les portions telles que la région ¢’ intérieure & un cube u
(provenant d'un intervalle v d’ordre 4) et extérieure aux ocubes '
fournis par les intervalles d'ordre A+41 intérieurs & cet intervalle v,

49, La portion g, de ¢’ extérieure au cube w, fourni par I'in.
tervalle unique v, d'ordre 1 (il n'y a pas lieu dadjoindre un cube
u & cet intervalle),

Je vais maintenant construire dans L les homdomorphes de ces
parties. A p, je fais naturellement correspondre P, les points homo-
logues étant donnés par (H)

Pour le reste, je fait dans A les econstructions suivantes. Soit
V une surface de définition de P. Je lui fais correspondre un cube U,
4 n dimensions, extérieur & ¥, ayant une face & n -1 dimensions
T intérieure & une face de V, assez petit pour que le reste ¥ de
sa frontiére ne touche ni ¥ (en dehors des points communs d 7'
et Z) ni aucune des autres surfaces de définition de P. Je fais en
sorte aussi que tous les cubes U ainsi construits ne se touchent pas 2 & 2.

Soient alors V' et » une surface et un intervalle homologues de
Pordre 4. Pour fixer les idées, supposons que ¥V contienne & son
intérieur 3 surfaces ¥,V V8 de Pordre A--1. v contiendra done los
trois intervalles v, v% v et lo cube u attaché & » contiendra les cubes
ulutul,w'tuhw' attachés b ces intervalles. Faisons correspondre U
et » par une similitude donnant des orientations concordantes, 7’
ot 7, et par suite X et o, se correspondant. Jappelle ¢ la région
qui, dans cette similitude, correspond & la région ¢’ comprise entre
w, wl, u'l w' G sera done fermé du cube U, diminué de 3 cubes
que jappelle U'2U’*U'8; sa frontitre sera formée de X, 31, L2 38 et
de T moins les 8 cubes & n— 1 dimensions 7“tT'27"s, Je déter-

~mine ainsi toutes les régions G homéomorphes des régions ¢,

Considérons maintenant la région ¢, comprise entre wu' et !,
On déerit cette région en fuisant une homothétie continue aménant
o't sur ¢%. Faisons une transformation de méme nature dans Ji.
Les constructions précédentes ont établi une correspondance entre
X1 et ¢\ entre X! et ol. L’homothétie continue établit une corre-
spondance entre X' et Xt qui, I'ailleurs, donne des orientations con-
cordantes sur ces deux surfaces. On pent alors passer do 37 et Nt
(chaque point de £'! venant sur son homologue de X!) par une
déformation trés simple de X'I, en restant dans le domaine formé
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par l'intérieur de V., augmenté du cube U’ diminué des eubes U2,
U, U* et de lintérieur des surfaces V17273 Dans cette déformation,
£/t déerit un domaine G, homéomorphe de g7, la correspondance
entre G' et g! résultant de la comparaison de Ja déformation con-
tinue de I'' et de I'homothétie continue qui ameéne ¢! sur ¢ Je
définis de méme G, en ayant soin dans sa construction, de ne pas
rencontrer (1, et G* en évitant G et G2 Je construis ainsi toutes
les régions G correspondant aux régions g. |

Il reste & construire la région ¢, homéomorphe de la région
g, partie de ¢’ extérieure & u,. La surface V,, d’ordre 1, comprend
beaucoup d'arbitraire, nous pouvons supposer que le plan & n — 1
dimensions qui’ contient 1) n'a,en commun avec V;, que la face
qui contient 7). Nous supposerons aussi que le cube U, est égal
au cube %,. La correspondance qui a été établie précédemment entre
ces cubes, peut alors étre réalisée par application. Dans cette appli-
cation, la région g, vient sur’ une région qui ne contient aucun
point ni de P, ni des régions G et G'. Clest cette région qui con-
stituera @,, les points homologues de &, et g, étant ceux qui'coin-
cident dans l'application de w; sur Uj.

Nous avons ainsi construit unme région E’ et établi en méme
temps une correspondance biunivoque entre E’ et ¢ Il reste & mon-
trer que cette correspondance est continue. Elle Vest, manifestement,
sauf, peut-8tre, sur P et p. Soient done M, m, deux points homolo-
gues de P et p et M,m deux points homologues quelconques de E'
et ¢. Il suffit de prouver que, si m tend vers m,, M tend vers VN,
et réciproquement. Des que m est assez voisin de my,, il existe un
ordre A tel que cube u déduit de lintervalle » d'ordre 4 qui con-
tient m,, contienne aussi m. D’aprés les hypothéses et les constru-
etions faites. M, est intérieur & la surface V correspondant a v, et
M est intérieur & V'ensemble de la surface ¥ et du cube U quilui
ést attaché, Ces deux points sont done intérieurs 4 une méme sur-
face d’ordre 4 — 1. Si nous prenons pour 4 la plus grande valeur
possible, 4 augmente indéfiniment quand m tend vers m,, et, par
suite, le diamétre de la surface d’ordre A—1 qui contient M et M,
tend vers zéro. donc M tend vers M,. La réciproque sp démontre
de manitre analogue.

Le théoréme est done établi. La variété W sera Ihomologue de
w et elle contient naturellement P. |

17. Faisons quelques remarques sur lo démonstration précédente
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On voit sans peine qu'elle est encore valable si n =2, wMuis, dans
ce cas, elle ne présente aucun intérét, puisque nous savons qu'on
peut étendre & tout le plan la correspondance (H) entre /[ et P.
Le procédé ne s'applique plus pour 7 ==1. Dans ce cas, la corres.
pondance (H) pourra s'étendre i toute la droite si elle respecte
Pordre de succession des points de P et p. et seulement dans ce cas,

On peut donner une forme un peu diffévente & Pénoncé du n® 15,
en prenant pour K’ et ¢ soit les intérieurs, soit les cxtérieurs de deus
surfaces simplement connexes passant respectivement par P ¢t p. Le
cube u, et le domaine qui lui correspond dans £, donnent un exem-
ple du premier cas. Pour donner un exemple du second cns, con-
sidérons, dans ¢, un cube u,, situé dans la région 2,<0, uyant une
face & n—1 dimensions dans z,=0 et ayant une grandeur et une
disposition telles que, aprés l'application de #, sur U, il coincide
avec un cube U, contenant ¥, i son intérieur. Il suffira d'njouter
& ¢ la région ¢ de z, <0 extérieure & u,, et, b &', la région sur
laquelle vient s'appliquer ¢, quand on applique wu, sur U;.

18. Voici quelques conséquences immédiates du théordme du
n® 15. Dans tout ce numéro, W, et w, désignent des variétés ho-
meomorphes & un plan & ¢ dimensions, S, et s, désignent des va-
riétés homcéomorphes & une sphére & i dimensions. Les ensembles
P et ¢ sont toujours supposés dans des espaces d n dimensions,

Théoréme. KLtant donnde ume correspondance (H) entre P ef 2,
on peut jaive passer par P une W, par p une w, telles qu'il soit
possible d'étendre la corvespondance (H) & la totalité de ces variétés,

& la condition que 1 SiSn-—1 (ce qui exige n = 2),

Tt nte
o ma

Il suffira encore de démontrer ce théordme dans le cas parti-
culier oft p est un ensemble rectiligne, celui qui a &té utilisé au
n’ 16, On prendra alors pour w; le plan ¢, =0, z,_, =0,...2,,=0,
Pour construire les s, on envisage un cube b # dimensions, situé
dans ¢ et dont une aréte i une dimension contient p; on prendra
pour s, la frontiere d'une face & i+ 1 dimensions de ceo cube, la
face en question contenant p, Les W, ot S; seront les variétés ho-
mologues de la région &' définic au no 16,

Examinons quelques cas particuliers.

10 i=1. Les variétés en question sont des courbes de Jordan,
illimitées ou fermées, Etant donnée une correspondance (/1) entre
P et p, il existe done de telles courbes, contenant respectivement P

et p, & la totalité desquelles on peut étendre (H). Muis il peut exi-
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ster d’autres courbes contenant ces ensembles; pour qu’on puisse
étendre & leur totalité la correspondre (H), il faut et il suffit que
cette correspondance respecte l'ordre de succession, sur ces courbes,
des points de P et p.

20, i=2. Supposons qu’on ait par un procédé quelconque, construit
une W, contenant P et une w, contenqut p; on powrra toujours élen-
dre & la totalité de ces variéiés toute correspondance (H) entre P et p-
En effet, W, et w, sont, par définition, homéomorphe & un plan W,
Ces homéomorphies font correspondre & P et p, deux ensembles P’
' de W,. Les mémes homéomorphies et (H) établissent une corre-
spondance (H') entre P’ et p'. Or (H') s'étend & la totalité de W,
(n® 13). Il en résulte entre W, et w, une correspondance qui est
Yextension de (H). On aurait une démonstration analogue pour des
S, et s;.

3% 3=i¢=n—1. Nous n’avons plus de propriété analogue pour
des W, (ou §,s,) construites par des procédés quelconques. I faut
alors se borner aux variétés particulitres du théoréme précédent.

4°, i=mn. Les S et s, v'existent plus et W, et w, ne peuvent
étre que la totalité des espaces K et e. La correspondance (H)
pourra s'étendre 4 la totalité de ces espaces si n = 2. Elle pourra aussi
s'étendre pour n==1 si elle respecte I'ordre de succession des points
de P et p. Pour n>>2, elle ne pourra pas, en général, s’"étendre & tout
T'espace, nl1 méme aux volsinages des ensembles; mais nous savons,
par I'énoncé du n° 15, & quelles régions on peut faire cette extension.

En résumé, le cas le plus favorable est celui de i=2. Dans ce
cas, en effet, quelles que soient les W, et w, contenant respecti-
vement P et p, on pourra étendre & leur totalité une correspon-

" " dance (H) arbitraire entre P et p. Pour les autres valeurs de

i(i=1, 8, 4.. n — 1) cette extension ne sera possible que pour des
W, et w, spéciales et ces variétés dépendront méme de la corres-
pondanee (H) qu'on se propose d'étendre. J'ai montré ceci pour
i==1; en voici un exemple pour i= 3. Soient, dans I'espace & 4
dimensions E,, un plan & 3 dimensions W, et dans ce plan, un
ensemble parfait discontinu P, somme de l'ensemble P, du n°® 11
et d'un ensemble rectiligne P,. Considérons de méme dans e, un
plan w; et, dans ce plan, un ensemble p égal & P et dont je désigne
les 2 parties par p,, p,. La correspondance entre P et p résultant
de leur égalité s'étend immédiatement & la totalité de W, et ;.

Soit (H) une autre correspondance entre P et p, dans laquelle P,
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a pour homologue po. Dans W, et wy, cette correspondance (H)
ne peut pas s'étendre (n’ 14). Oes variétés Wy,w, valables pour
une correspondance particuliére entre P et p, ne sont done pas va-
lables pour toutes les correspondances possibles.

19. Nous allons appliquer les résultats généraux qui préciédent,
% Yensemble P,, de lespace i 8 dimensions, défini au n® 11. Les
singularités de cet ensemble vont nous fournir quelques figures
curieuses.

Soit S, une surface homéomorphe b une sphére et contenant Fy,
Nous savons quil existe de telles surfaces. Or, en reprenant los
constructions du n® 18, on constate immédintement qu'on pout dé-
terminer une telle surface S, intérieure su tore unique 7', d'ordre
1 de P,. En utilisant la propriété 2° de #,, rappelée au n® 11,
NOUS VOyons que NOUY &VONS une surface Sy, homéomorphe & wne
sphére, intérieure au tore Ty eb qui est coupée par toute calotle simple-
ment connexe sans point multiple dont la frontidre est un méridien de 1),

90, Utilisons maintenant le fait qu'ancune correspondance entre
P, et un ensemble rectiligne p, ne peut etre dtendue aux voisinages
de ces ensembles. Il en sera d’silleurs de méme si p est un ensem.
ble sphérique, phisque toute correspondance entre un ensemble re-
ctiligne et un ensemble sphérique s'étend A tout Vespace (n® 138),
Soient alors p un ensemble parfait discontinu situé sur une sphere 4
et une correspondance biunivoque et continue (M) entre Iy et p.
On peut construire une surfaco S;, homéomorphe & &, contenant £,
telle que la correspondance (H) puisse #'étendre i ln totalité de 8,
¢ et de leurs intérieurs (ou de leurs extérieurs). Mais cette ecorre-
spondance ne pourra pas s'étendre aux voisinages de cos surfaces,
au moins aux environs des points de P, et p.

On peut méme dire que, S, étant une surface, construite de
manitre queleonque, homéomorphe b la sphére s, et contenant P,
aucune correspondance (H) entre S; et s ne pourrs etre étendue
anx voisinages de ces surfaces. §'il en était autrement, on réalise-
rait aingi, en particulier, l'extension & leurs voisinages, d'une cor-
respondance entre £, et l'ensemble parfuit discontinu sphérique que
(H) fait correspondance b FPy. Cette extension est impowsible, d'uprés
ce qui a été dit au début de ce numéro,

Nous voyons done gu'il exists, dans espace & B dimensioms, des
surfaces homéomarphes (méme simplement connexes), telles qu'aucuns
correspondance entre ces surfaces ne peut Bbre ftendue & lours voini-
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nages. 11 est done inutile de chercher, pour les surfaces de Fespace
4 3 dimensions, une généralisation de la propriété des courbes pla-
nes. Remarquons que cette propriété des courbes planes a été ob-
tenue (thése, premiére partie, chap. 1) & Vaide de tres légéres mo-
difications de la démonstration que M. de Vallée-Poussin a donnée
au théoréme de Jordan sur les courbes planes fermées sans point
maultiple. Il est méme probable que la plupart des nombreuses mé-
thodes de démonstration données pour ce.théoréme, pourraient con-

" duire au méme résultat. Si on pouvait appliquer avee ‘suceés 'une

ou l'autre de ces méthodes & la démonstration du théoréme de Jordan
pour les surfaces, on serait en droit d'espérer qu'elle prouverait

aussi que toute correspondance entre surfaces homéomorphes (ou

au moins l'une d’elles) peut étre étendue aux voisinages de ces sur-
faces. Or, nous venons de voir que ceci n’est pas toujours possible.
Cette remarque evplique, dans une certaine mesuré, pourquoi la plupart
des méthodes de démonstration du théoréme de Jordan ont échoué quand
on a essayé de les appliquer & un espace quelcongue. .
21. Considérons de nouveau une surface S,, homéomorphe & une
sphére, contenant P; et sur cette surface une courbe fermée, sans
point multiple, I';, contenant P;. Nos théorémes généraux prouvent.
qu'on peut construire umé telle figure. Puisque I, contient P, sa
correspondance avec une circonférence ne peut s'étendre 4 aucun
voisinage. A ce point de vue, la courbe I', est donc analogue a la
courbe fermée I' du n° 7. Nous allons voir que cette analogie n’est
quapparente et que cette propriété commune de I', et I' tient, en

 réalité, A des propriétés trés différentes de ces courbes.

D’aprés sa construction méme, I'; a les 2 propriétés:
(). I', est fromtiére d'ume calotte simplement conmexe sans point

‘multiple (par exemple, une des 2 régions que I'; découpe dans 5,).

(b). Il existe sur I'y un ensemble parfait discontinu P, dont au-

cune correspondance avec un ensemble rectiligne me peut éire étendue

& leurs woisinages.

Nous avons déja vu (n® 7) que I' a la propriété:

(¢). Il wy a sur I' aucun arc faisant partie de la frontiére d'une
calotte simplement connexe sams point multiple.

Je vais maintenant prouver que I posséde en outre la proprieté:

(d). On peut étendre & tout Vespace toute correspondace entre un
ensemble parfait discontinu vectiligne p et un ensemble parfait discon-
tinu quelconque P porté par I |
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Pour établir cette propriété, il me suffira de la prouver pour
une correspondance particuliére entre P et un ensemble reetilign-e
particulier p, puisque toute correspondance e’ntre 2 enﬂemb}ea rec;:,tl-
lignes s'étend & tout l'espace (n° 18). Voici alors en quoi consiste
essenticllement la démonstration.

La courbe I' est obtenue en appliquant aux ¢otés d'une ligne
polygonale fermée les constructions du n® 4. Ces constructions four-
nissent des surfaces ¥ affectées d'indices 0 12...4... ainsi quil a dbé
dit » ce numéro. Je construirai, b partir de ces surfaces V, des
surfaces de définition U pour l'ensemble donné P11y anra deux
surfaces d’ordre 1 et, b Vintérieur de chaque surface d'ordre 4, deux
sarfaces d'ordre A+1. L'ensemble p sera délini par des surfuces de
définition u, qui seront des spheéres ayant Jeurs contres en ligno droite,
Il y aura 2 surfaces u dtordre 1 et, d Vintériour de chaque sphore
u dordre A, 2 sphéres d'ordre 4+1. Je supposerai que les sphéres
dun méme ordre 4 sont égales, de manidre que le diameotre des
sphéres d'ordre 4 tende vers zéro avec 1 JA. J'établis entro les U et
Jes v une correspondance telle que 2 surfaces homologues soient
du méme ordre et que 2 surfaces [/ aient méme disposition que
les 2 surfaces u homologues. Les u définissent un onsemble parfait
discontion rectiligne p; la correspondance établie entre los U ot les
u réalise une certaine homéomorphie (H) entre /” ot p, pur lo pro-
cédé indiqué au n® 12. Clest celte correspondance (H) qu'il &agit
d’étendre h tout lespace. Cette extemsion se fera on utilisunt los
régions que les U et les u découpent dans les espaces de P ot p.
La démonstration que je vais domner ue sers qu'ébauchée. Sa mise
au point ne présenterait aucune difficulté théorique, mais exigerait des
explications qui allongeraient cette Note bien inutilement, & mon avis,

92. Construction des U, Marquons sur I' deux arcs MM', NN
dont les extrémités seules appartiennent d P (figure schématique 4).
On peut déterminer un indice i, assez dlevé pour que, parmi  les
surfaces ¥ de cet indice 4,, il y en ait 1° un qui contienne & son
intérieur une partie de l'nre MM, les points M ot M’ Iui étant
extérieurs; 20 une qui ait la méme propriété relutivement i I'ure NN,
Conservons les surfaces V¥ de cet indice & «qui touchent, woit l'are
MN, soit Varc M'N'. Elles forment 2 chafnos wdparées contenant
respectivement des arcs M, Ny, M;N; de I'. Dans une méme chaine,
deux surfaces conséeutives ont un seul point commun: jo modifie
légérement ces surfaces aux environs do ces points, de manidre que
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chaque chaine devienne une surface simplement connexe sans point
multiple. Les 2 sn'lrfac.es ainsi obtenues U, Uj, contiendront respec-
tivement & leurs intérieurs les ares M,N,, M;N;, les extrémités de
ces arcs 6tant seuls sur l'une, ou l'autre de ces surfaces. Ces 2 sur-
faces U,,U; serons les 2 surfaces U d'ordre 1: leur ensemble con-
tient P & son intérieur (au sens strict) et chacune contient effecti-
vement des points de P.

Sur Vare MN, je marque un arc RS dont les extrémités seu-
les appartiennent & FP. Je peux déterminer un indice i, >, tel
que, parmi les surfaces V' de cet indice, il y en ait 1° une qui
contienne A son intérieur une partie de I'arc M, M, les extrémités de
cet arc lui étant extérieurs; 2° une ayant méme propriété relative-
ment & l'arc RS; 3° une ayant méme propriété relativement & l'are NN, .
Je conserve celles des surfaces V' d'indice ¢, qui touchent, soit
Parc MR, soit 'arc SN. Elles forment deux chaines séparées, con-
tenant respectivement & leur intérieur, des arcs M,R, et S, N, de I'.
De ces chafnes, je déduis, comme plus haut, 2 surfaces simplement
connexes sans point multiple, U,U; anxquelles jimpose la condition
supplémentaire d’étre intérieures, au sens striet, & U,. Je construis
de méme 2 surfaces & partir de larc M'N’', d'un arc auxiliaire
R'S et d'un indice iy Ces quatre surfaces seront les surfaces U
dordre 2: il y en a 2 & lintérieur de chacune des surfaces [/ d'or-
dre 1; leur ensemble contient P & son intérieur et chacune contient
effectivement des points de P. |

Pour déterminer des surfaces U d'ordre 3, je pars de larc ME
sur lequel je marque un arc AB dont les extrémités seules appar-
tiennent & P. Je détermine lindice iy par des conditions analogues
aux précédentes ol les arcs M; M, RS, NN, seront remplaeés par
les arcs M, M, AB, RR,. Je continue ainsi indéfiniment.

Pour que les surfaces U ainsi construites constituent bien des
surfaces de définition de P, il suffit que le diamdtre maximum des
surfaces 7 dordre A tende vers zéro avec 1/4, les autres conditions
étant réalisées par construction. Or, au premier stade de la con-
struction. la partie de I' qui contient P est décomposée en 2 ares
MN, M'N'; au deuxiéme stade, elle est décomposée en 4 arcs ME,
SN, M'R', §'N’; au troisiéme stade nous avons 8-ares MA, BE,...
Pour réaliser la condition précédente, il suffit que le diameétre ma-
ximum des 2 arcs obtenus au stade A tende vers zéro avec 1/4,

condition facile & remplir et que nous supposerons vérifide.
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L'ensemble p, les sphéres u ot la correspondance (H) entre P

et p sont définis comme il a été dit plus haut (n® 21)

93, Extension de la correspondance (M) & tout I'espace. Les
2 surfaces d'ordre 1, Uy, U; peuvent avoir une forme trés compliquée,
si Vindice i, qui servi & les construire, est amsez élevé. Néunmouins,
ces 2 surfaces sont la réunion d'un nombre fini de surfaces simples.
On voit alors facilement quw’on peut faire une déformation homéo-
morphe de lespace, déformation n'altérant qu'une région hornée,
A la fin de laquelle ces 2 surfaces seront dovenues des sphiren. Il
en résulte qu'il existe une correspondance (que nous pourrons choisir
trés simple) entre U; et son homologue u,, entre U et sun homo-
logue uy, qui g'étend, d'une part & toute la région extérieure b U
et U;, d'autre part b toute la région extérieure & u, ot w.

Envisageons maintenant les 2 surfaces d'ordre 2, Uy, Uy, intérioures
b U, et leurs homologues u,ug. On peut faire une déformation ho-
méomorphe n'altérant que lintérieur de /; et & la fin de laquelle

U, et U, seront des sphéres Xy, X;. On peut ensuite faire une défor-

mation homéomorphe, n’altérant qu'une région bornde extéricure
hZ et X31), et & la fin de laquelle U, sera devenue une sphbre,
Il en résulte que la correspondunce précédemment établie entre U
et u; #'étend, d'une part & toute la région comprise entre U, U, et U,,
d’autre part & toute la région comprise entre w,,wuy et 4y (y compris
les surfaces). Nous opérons de méme b partir des 2 surfuces d'ordre
2 intérieures a Uj.

Nous continuons ces opérations indéfiniment, Nous déformons cha-
que fois: 1° lintérieur d’une surface d'ordre A de manidre que les

. 2 surfaces d'ordre A+4-1 qu'elle sontient deviennent des sphéres X, X'

2° une région bornde extéricure b X et X’ de fugon que ln surface
envisagée d’ordre 4 devienne mussi un sphére. En adjoignant aux
correspondances ainsi établies lu correspoudance (H) eutre P et p,
nous avons réalisé une correspondance biunivoque entre 'espaocs de
P et celui de p. Cette correspondance est manifostement continue,
sauf peut étre aux points de X et p. Klles restent encore continues
en ces points, parce que le diambétre maximum dew surfaces U et u
dordre 4 tend vers zéro aveo 1/4: lo raisonnement a déji dté fait
dans des circonstances analogues wux numéros D at 186,

) Bous la réserve que X, et Xy solent convenabloment plucds dmw ¥,
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La propriété (d) est ainsi démontrée.

24, Conclusion. Il résulte de ceci que les courbes I' et I', sont
tout & fait différentes. I'; a la propriété (a) et I' la propriété con-
traire (¢); I' a la propriété (d) et I', a la propriété contraire (b).
Ce sont d’ailleurs les propriétés (b) et (¢) qui, dans chaque cas, ont
servi & prouver que la correspondance entre la courbe considérée
et une circonférence ne pouvait pas &tre étendue & leurs voisinages.
Mais il semble pew probable que une ou Iautre de ces deux pro-
priétés [ou une propriété moins restrictive que (c), mais de méme
nature] soit indispensable pour que la correspondance entre une
courbe fermée et une circonférence ne puisse s'étendre & auoun
voisinage. A défaut de condition nécessaire et suffisante, et pour
faciliter la recherche de cette condition, il serait alors intéressant
d'avoir un exemple d'une courbe possédant les propriétés (a) et (d)
ot dont la correspondance avec une circonférence ne peut s'étendre

2 aucun voisinage,






