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Sur un théoréme métrique concernant les ensem-
bles fermés.
Par

J. Spltawa-Neyman (Varsovie).

L’objet de cette Note est un théoréme métrique, vrai pour les
ensemblés lindaires (fermés), mais ne subsistunt pas pour les ensem-
bles plans. C'est le théoréme suivant.

Soit F' un ensemble linlaire fermé et borné de mesure nulle, &
une famille d'intervalles, telle qu'il existe ponr fout point p de F el
tout mombre positif & un intervalle 8 de & de longuenr <Zg contenant
& son intériewr p. Il existe alors pour tout € >0 un nombre fini
d'intervalles 6,(i==1, 2,... n) de & recouvrant Vet dont la somme de
longueurs est < g1)

Soit, en effet n un nombre positif donné. T/ensemble J' dtant
de mesure nulle, il exisle un ensemble ouvert H de mesure -Zn
contenant F. I résnlte sans peine de la propriété de la famille &
qu'il existe pour tout point p de N} un intervalle ¢ de &, eontenant
A son intérieur p et contenu dans H. L’ensemble #' étant fermnd et
borné, il existe, d'aprés le théoréme de Borel, un nombre fini d'in-

tervalles appartenant & &, contenus dans H elrecouvrant F: soient

(1) , 617 627",7 dﬂ

ces intervalles. Nous pouvons dévidemment supposer qu'aueun des
intervalles (1) n'est eontenu dans une somme des wuires: il en ré-
sulte sans peine que

&) m(d) + m(dy) -+ ... m(d,) < 2m (B, 4By Ao o 4,)

1y Un théoréme analogune pout 8tre énoncd pour les onsemblon Mpdnires fare
mds ot bornes de mesure quolconquo: il sufrait de remplucor duna lo thwe du
théoréme la condition que ln somme do Jongueurs dos intervalles d; molt < a, pue
la condition qu’elle moit < m(F')-}- &, ol m #') est In meware do M
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Or, les intervalles 6,(i==1, 2,..., n) étant contenus dans Pensem-

ble H qul est de mesure <4, nous avons

m(0,+0, +...46.) < 7;
I'inégalité (2) donne done

m(8,) + m(d,) + ... + m(d,) < 27.

La sommne de longueurs des intervalles (1), dont I’ensemble re-
couvre F, est done <(27; 7 étant un nombre positif donné quelcon-
que, notre théoréme est démontré.

Nous prouverons maintenant que notre théoréme ne snbsiste pas.
pour les ensembles plans. Nous définirons notamment un ensemble
fermé et borné F' situé dans le plan, et une famille & de cereles,
telle qu'il existe pour tout point p de F et tout £ >0 un cercle de
& de rayon <(g, contenant & son intérieur p, et nous prouverons que

(3) C” Cay--ey G

étant une suite finie quelconque de cercles de & dont I'ensemble
recouvre ¥, la somme des aires des cercles (3) est toujours >1.
Désignons par F' le segment {0, 1) de 'axe d'abscisses et faisons
correspondre & tout point z de F' une suite infinie de cercles C(r, n)
o | \ 1
(n=2, 3,...), le rayon r, du cercle C(z,n) étant égal a et les
coordonnées z,, y, de son centre étant
V4n2 — n?
2n?

‘.‘1‘}“217 et y”=

On vérifie sans peine que le cercle C(x, n) découpe de Paxe
d’abscisses une corde dont la longueur est égale & l'aire du cercle
C(x. n). _

Désignons par & lIa famille de tous les cercles C(x, n), pour reF
et n==2, 3,... L'ensemble F et la famille # possédent les propriétés
énoncées. _ :

Soit, en effet, C,, (,,..., C, une snite finie de cercles recoun-
vrant K, et soit ¢, la cerde découpée de I'axe d'abscisse par le cer-
cle -C,. Les cordes ¢, ¢,,..., ¢, recouvrent évidemment 'ensemble F,
done

m(e,) +mc,) + ...+ m(c) = 1;
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‘la longueur m(c,) de la corde ¢, étant égale A l'aire du cercle C,,

I'inégalité désirée est établie.
Remarquons que notre théoréme subsiste pour les espaces i n

dimensions, il existe pour tout point p de F' une sphére apparte-

" nant & & de rayon aussi petit que Ion veut et dont le centre est en p.

Je citerai enfin le probléme suivant qui m’a été communiqué

_par M. Sierpinski.

E étant un ensemble lindaire de mesure nulle et & une famille
d'intervalles telle qu'il existe pour tout point p de E et tout £>0
un intervalle 8 de &de longueur <& contenant & son intérieur p,
‘existe-t-il pour tout >0 une suite (fini ou infinie) d’intervalles de

- & recouvrant E et dont la somme de longueurs est < e?






