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Sur les trut/z—functwns au sens de MM. Russell
et Whltehead

Par
Alfred Tajtelbali‘m—Tar'ski (Varsqvie).

MM. Russell et Whltehead appellent ,truth-function® toute
fouction # (ayant pour argument une proposition) qui satisfait a la
condition:

() (p, ql:p = qff(p) D AP

Je démontre dans cet ouvrage quelques théorémes sur les con-
ditions tantét nécessaires et suffisantes. tantdt seulement nécessaires
pour gu’une fonction donnée f soit truth-function dans le ‘sens in-
diqué de ce terme. |

~Je m'occupe aussi de la proposxtmn

4 | 0y, Fl:p=gq.AB) DFg)

que jappellerai .loi de la substitution® et qui exprime que toute
fonction f satlsfalt la condition (a). J'établis notamment des théo-
rémes (étant d'ailleurs — au moins en partie — des corollaires:
immeédiats des théorémes mentionnés ci-dessus) sur l'équivalence de
la proposition (A) et de certaines autres propositions. Ces derniers

'théorémes me parzussent intéressants pour les raisons suivantes:

" A la question si toute fometion f (ayant pour argument une
proposltlon) est une fruth-function, les auteurs cités donnent une
réponse négative, en la justifiant uniquement par des raisons qui

) A. N. Whitehead and B. Russell, Principia Mathematica, Vol. I,
Cambridge 1910,.p. 120—121, Jemploie ici les notations de ces auteurs avec
quelques modifications. pen importantes. ‘ '
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font appel 2 Iintuition. Leur opinion ne me semble pas efre ﬂSSE‘:Z
convainquante, d'autant plus que M. Leéniewski a construit
une méthode générale permettant de supprimer dans les raisoune-

ments connus toutes les fonctions qui ne remplissent pas la condi-
C vy _

tmnl)(’&a)ugx:e part, il semble incontestable que la loi de la substitu.
tion ne se laisse ni démontrer ni refuter dans aucun des Fystémes
de la Logistique que l'on connait i présent. De plus, on ‘peut
méme ﬂpmuver“ l'indépendance de cette proposition des systémes
connus daxiomes de la Logistique. p. ex. de celui de MM. Russ cll
el Whitehead?) —  prouver* dans le sens habituellement attribué
en mathématique & ce mot, lorsqu'il s'agit d'établir l’indép.endance
d'une proposition des autres, c'est i dire par voie d’une m.terpré-
tation convenablement choisie. Cependant, la démonstration qui m’est
econnue étant fondde sur des résultats qui ont été acquis par M. tiu-
kasiewicz et.qui n’ont pas été publiés jusqua présent, je renonce
i la citer ici. -

En tout cas, quiconque considére la proposition (A) comine
vraie et vent lincorporer dans le systdme de la Logistique, doit
par conséquent admettre cefte proposition comme axiome ou bien
introdvire un autre axiome qui, joint aux axiomes de ce systeéme,

“implique [a proposition (A). Les théorémes qui seront établis dans

la suite peuvent présenter le méme intérét & la construction d’un
tel systéme de la Logistique, que présentent p. ex. les thiéorémes
concernant les formes équivalentes de l'axiome d’Euclide pour les
recherches sur les fondements de la Giéométrie.

Enfin, en terminant cet ouvrage, je donne (dans Jes notes I et II)
un aper¢u des résultats analogues obtenus & I'étude des fonections
& un nombre plus grand d'arguments ou bien des fonections logi-
stiques dont les arguments ne sont pas des propositions 3).

1) Ces résnltats de M Lefuniewski n'ont pas été publids jusqu'd -présent,

) A. N. Whitehead and B. Russell, op. cit. p. 98 101 et p. 186138,

%) Quant au fondement sur lequel reposent mes raisonnements, on voudra bien
consulter ma Note ,Sur le terme primitif de le Logistique®, Fundamenta Mathe-
maticae, T. 1V, p. 197,

La théorie des types de M, Laéniewski, au point de vue de laquolle nes
raisonnements sont ~ comme j'ai éerit — irréprochables, a exercé sur la forme extd-
rienre du présent owvrage 'influsnce se manifestant p. ex. dans l'emploi des pa-
renthéses spéciales aprés les signes des fonctions. n’ayant pas pour arguments de
propositions. Cf. Deéf. 6 ot DEL. 7 dans le § 1.
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~ Ma Note citée nour le terme primitif de lu Logistique® et le Mé-
moire présent constituent deux parties de ma Thése, présentée en

1923 & V'Université de Varsovie pour obtenir le grade de docteur

en phxlosophle A cette occasion je tiens & exprimer iei mon atfee-
tueuse gratitude 3 mes Professears MM. S. Ledniewskiet J: Liuka-
siewiez pour leurs précieux conseils qui m'ont aidé cousidéru-
blement dans mes recherches sur la Logistique.

§ 1. La loi du nombre de fonctions.

J'énonce dans ce § une série de définitions, Déf. 1—7, dont la
Dét. 6 introduit le terme qui est le prmcipal objet de cette étude.

~ A laide d'une série de lemmes, Th. 1 - 20, je démoutre ensuite le

Th, 21 qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonetion 7 soit truth-function. On - peuvt formuler cette condition de
la fagen suivante:

B) (5@ =V ~ () [p] Ap=p. V- [5].f(p) =)
Vel f(p)=.p.~(p)

" Comme conelusion immédiate du 'Th. 21 se présente le Th. 28 qui
établit Véquivalence de la. proposition (A) et de la proposition sulvante:

B) |£]:1p]- £(p) .V [p}-f(p)==p V[P F(m)=~(P).V. [l .~ (7(p)).
La proposition (B) peut &tre appe}ee grace 3 son contehu iu-
‘tuitif, ,,/o/ du nmnbre ile /’on(fzons
Dét. 1. Vr-—-— [mr] -
hét, 2. Fl=.[r].» 1) -
Det. 3. [pl vr(pl= p\/ (»)

Dét, 4. 1. as(p)=

Déf. 5. lp] SUp)=. p ~(p

Dét. 6. Lde{fy=:Ipmalip=¢- f(p) D5y
Dét. 7. gl ={/. 9}—- [P] f(p)=4(p)

yui figurent p. ex.

1) J'deris ,,V1‘ ot ,,Fl‘ au lien des termes .7 et ()" p. @
I Band, ILeipzig

chez E, Schrider, . I’orlesungen Qtber die. Algebra der Loqzlﬂ,

1890, p. 188. :
: dea raxsons ,de symétric la définition

3 On pouvait mtrodulre égnlement pour
suivante:
Déf. 4/, [#)-ng( p)—-—~(19)

qul gorait tontefots mutlla car le terme ,ng” aurait slors la signification identique
i celle du signe de ln négation -~ ~ W gqui fignre déja en Logistique,
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Th. 1.
Th. 2.
Th. 3.
Th. 4.
Th. 5.

Dém. 1)z

(1)
(2)
(3)

Th. 6.
Th. 7.

Dém.:

(D

@)
(3)

Th- . 84

Dém.:

(1)

(2)
Th. 9.

Dém.:

)
(a)

(x)

(®
(b)

') La construction des démonstrations, qui ne sont, bien entendu,
 plétes, est smprontde partiellement & MM, Whitehead ot Russel I; elle n'éxige
"pas, il me semble, d'explications plus détaillées, Dans les démonstrations des théo-
remes mis en forme d'une proposition conditionnelle le terme

- A. Tajtelbaum-Tarski:

Vr,

[pl:ip=.p=Vr
~(F1) ]
[pl:~(p)=.p=Fl
[pl:p=V7.V .p=FL

[P

[p]: |
2V ~ (p):
p).p=Vr:
~(p) D .p=Fl
p=Vr.\ .p=Fl
(pl.or(p) - - B
[, F1:9e{f}.[(Vr) . F(F). D f(p)

[p, /]2 Hp. D
| p=Vr.Df(p):

. .ps]f'l.:)f(‘p):
Ts

[F): 90} VD S D = {f, ory

[f]:.Hp.D:
[0]. f(p):

Ts

[/1::Hp.D:.
[p]:
ro. |
p=Vr. .
f(p):
~(@D.

pothése ot ,Ts* Ia thide du théorime,

p=Wr.\/.p=kFk

[Pl A(p) = vr(p):

(Dét. 1)
(Th. 1)
(Déf. 2)
~('Th. 3)

(Th. 2)
(Th. 4)
(1,2 8)
(Déf. 3)

1:  (Th. 5)

(Déf. 6, Hp)
(Dét. 6, Hp)
(1, 2, 3)

(Th. 7)
(1, Th. 6)
(Dét. 7, 2)

[FESery - FUPY) -~ (F(F). D = {/, as)

(Th. 2)
(Déf. 6, «, Hp)

qu’incom-

»HD“ déaigne 1'hy-
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() - p=1Fl. (Th. 4)
(%) ~(f(e):  (Dét. 6, v, Hp)
(e) p=7(p) (a—B, b—3)
(d) | as(p)==f(p):. (Dét. 4, o)
| Ts ' (Déf. 7, 1—d)

Th. 10, [7): 90} . ~(7(Vi) . ALY D = {#, ~)
(Th. 2, Dét. 6, Th. 4, Déf. 7)

Fomets la démonstration qui est analogue i celle du 'Th, 9.

Th. L1, [p]. ~ (Fl(p)) | (D6t 5)
Th. 12, |p, 7'|:d{f} .~ (SIVN~(I(FL) D~(f(p)) (Th. 5, Dét. 6)

La démonstration est analogue & celle du Th. 7.

Th. 18, [Fl:9e{/} .~ (FOV) .~ (FU). D = {f, fi}
(Th. 12, Th. 11, Déf. 7)

La démonstration est analogue & celle du Th. 8.

Th 14. [/]: (/) D.={/ o}V =L/, as)\V ={f, ~}\V =L, /1)
Dénw.: |

) f]: HpD:

FVe) f(FY). N f(Vr). ~(fFD).
~(F(Vr) [T N/~ f(“) ~ f(Fl))=
Ts  (Hp. 1,Th. 8, Th. 9, Th. 10, Th. 13)

Dém.: ' |
(1) [P, gl p=q.or(p). Dor(g):. (Th. 6)
o {vr) S -+ (Déf. 6, 1)
Th. 16. do{as} '
Dém.:
(1) [0, gl
() =g.p. Y
(b) as(p)= p. (Déf. 4)
(¢) | as(q)==q: | (Déf. 4)
(d) p=g.as(p). Daslg): -~ (& b o
Jo{us} (Déf. _6: 1—d)
T™h. 17,  $o{~) | (Dét. 6)

Th. 18.  S¢{/1) (Th. 11, Dét. 6).
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Les démonstratlom des deux dermers théoremes sont analogues

& celle du Th. 15.
Th 19, [£,91:= {5, 1} - Se{f}- D Yely)

Dém.,:
1 ] HP Dt
(1) R P ”
 (a) o p=q.f(p). D Sflg:  (Dét. 6)
(b | 9(p=7(p). (Dét. 7, Hp)
(&) - 9@=rSlg: (Dét. 7, Hp)_
(d) < p=9q.9(p) D9(@: (8 b, e
| T (Dét. 6, 1—a)
Th 20, |f]: ={f, w}\/ = {7 as}V{f, >N = {f; /1} . (/)
Dém.:
- [f1:Ep.D. o |
(1) B ={fv}D%{}.  (Th. 19, Th. 15)
@) <  ={Aass D Ie{/}.  (Th. 19, Th. 16)
(3) - ={A~ D del{f}. (Th. 19, Th. 17)
@) - = {F j/} Dde{f}.  (Ph. 19, Th. 18)
| Ts (Hp, 1, 2, 3. 4)

1 ‘-Thv. 21. 30{]“} ={/. vr}\/ U asp/ ={f, N}\/ {770

| (Th. 14, Th. 20)
Th. 22. [f ’99{f}*‘ff]""{favf}\/—{}‘,as}\/__{f, f\/__{f,f'l}

(Th. 21)
Th. 28. [p¢.flp=g. f(zo) D@ = 1f1:1p] F(p). \/ - [pl-

| }‘(p) -Volpl f(p)=~(®).\ [p]. (f'(p))
(Th: 2 Déf 6, Dét. 7, Det. 3, Dét. 4, Dét. 5)

§ 2. La loi du développement

- Le théoréme le plus important de ce § est Th. 30, ou Je donne
une nouvelle condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonetion
f soit iruth-function. Conformément & cette condition la fonetion

f d(nt posséder la propriété suivante:

(¢) [ple F(p) = 1 F (VY p . V- FOFD) .~ (p)

Le Th.. 31, qui en résulte, établit I'équivalence de la proposition

() et de la proposition
© B = AT VY ()
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dans cette dernitre proposition on peut facilement reconnaitre la
loi du développement connue dans PAlgehre de la Logique?).

Th. 24.  [p,f]:.Qe{f} . 7(p)- D uf(Vr) .o . N/ . FIED .~ (p)
Dém.

(1) p=m \/ip=Fi: | ~ (Th. 5)
(2) p=Vr.D.f(Vr).p: (Déf. 6, Hp, Th. 2)
(3) p=F.D.f(F).~(p): (DeL. 6, Hp, Th. 4)

. Ts (1. 2, 3)
Th. 25. [p;f]:3Q{f}.]‘(Vr).p.f_)f(p) (Th. 2, Déf. 6)

Th, 26. [p,7]:90{f}. F(F) .~(p). D Ap) (Th. 4, Dt 6)
Th. 27. [p, F1:-e{f}: f(Vr).p. V -F(F). ~(p): D flp)
" (Th. 25, Th. 26)

Th. 28. [f]::9e{f} D:.[ph. flp) =: (V) ep -V J(E 'l ).~ (p)
(Th, 24, Th. 27)

Th. 29, [f]:: [pl: f(B) = AP p N FED .~ (B D Solr)

Dém.:

' [71: Hp S

1)y g q p~—9 f(p). D
(a) p=q.-7(p): \
(®) J(Vr).p. V. JF) . ~(p): (Hp, a)
(c) (V) .q. V. f(Fl).~(g): (a, b)
(d) flg):: .. (Hp, ©)

Ts _ (Déf. 6, 1—d)

Th, 30 7 Se{ry=1.1p]:. F(p) = (V) .p. V- SEY.~(p)

| (Th 28, Th. 29)
Th. 81 [p.g,fl:p=q.f(p). Df@:=:.1p7] /(p)=

FVr) . p. L F( Y . ~(p) (Th. 30, Déf. 6)
S 3. Le premier théorém.é_ sur-les bornes @’une fonction.

Sauf la loi du développement que les truth-functions femplissent
en vertu du Th. 30 elles possédent plusieurs autres propriétés

" quattribue A ses tonctions I'Algdbre de la Logique. Cependant les

théorémes correspondants sont parfois plus faciles & démontrer, en
utilisant les lois spécifiques de la Logistique.

1) Of. L. Couturat L’ Algebre de la Logzqu.e Paris 1905 § 29; E. Schr g

der, op. cit, p. 409, 44

5

Fandamenta Mathematicae V.
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Dans ce § je démontre, en particulier, les_; .‘[l‘h. 32._34; d'aprés
lesquels toute fruth-function remplit les conditions suivantes:
@ (el =AU
@  [apl-fm).= STV
ou, en termes équivalents:
@ I AP)FE)- D)
(&) [Pl () D - H(PV FED
donc aussi la condition: |
& [P fED. DA DAY FED. |
Les théorémes mentionnés n'expriment toutefois que les condf-
fions nécessaires pour qu'une fonction f soit fruth-function. Or, il

est impossible dé démontrer que ces conditions sont suffisantes 1),

On peut pourtant prouver que chacune des propositions qui

' attribuent & toute fonction f (ayant pour argument une proposition)

les propriétés (d), (e) ou (f)*) implique la loi de la substitution.
Cela me permetira detablir dans les Th. 88, 42 et 44 léquiva-
lence de cette loi et des propositions:

(D) [F1: 9] . Sf(p) . = . F(V7) - F(ED),

®  ae)-se) .= SV iE),

) (5L LED. D FED V) F ).
_ La proposition (F) est connue dans I'Algébre de la Logique ?);
je Lappellerai ,premier théoréme sur les bornes d'une fonction®. Lies
propositions (D) et (E) en résultent presque immédiatement.

Th. 32.  [/]:.%e{f} D:[pl.f(p) = f(V= .(FI)

Dém.: |
(1) - (o] A(p). D - S (V) S(E) o
(2) FOWAFEY. D el fp): (Th. 7)
Ts (1, 2)
Th. 33.  [f]:.%e{/} D :[@p] . f(p). = SV F(IY)

1) On peut méme , prouver* I'indépendance des propositions correspondantos
des axiomes de la Logistique; mais je venonce 4 lo faire ici pour les raisons
mentionnées an début, o

) M. Lukasiewicza attird déja l'attention sur le fait (u'en abtribuant
a toute fonction f les propriétés signaldes ici comme conditions (d) et (o) (of los
propriétés correspondantes 4 ces conditions pour los fonetions & plusieura argumenis)
on peut apporter des simplifications notables & la construetion de la Logistique,
Cf. I Lukasiewicz, Logike dwnwartosciowa (Lngique des dewr valewrs), Keiogn
pamigthowa ku wezczeniu Kazimierza Twardowskiego, Lwdw 1921, p, 189 .—208.

% Cf. Lo Couturat, op. clt. § 28; B, Schrider, op. cit, p. 427, 48,..
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Dém.:
[7): Hp D:
(1) ~ (V). ~(F(FD). D). [p]-~(fp) (Th. 12)
(2) lwpl - 7(p). D A Vr)\/f(Fl (1)
(3) J;( VeV F(FY.D . [ap]. Flp):
s |

| _ @, 9
Th. 34. [f1: Se{f} D:[p]: A(V¥) JEY D fo) D S(Vr) \ f(Fly
‘ (Th. 32, Th. 33)
Th. 85. [q,r,9]::[7]:[p]./(p) = f(Vr).f(FY):.g(Vr,Vr).g( Vr, Fl).
be gl Vr). g(Fl, F1):. D g(g, 7)
m.:

[ 7y 9]t Hp:. s

(1) [p].9(Vryp).=.g(Vr 77) er, F):
(2) . [p].9(Vryp): (1, Hp)
(3) g(Vry): | (2)
(4) |p). g(Fl, p). == . g(FY, Vr). g(Fl, Fl): (Hp)
(B) - [p)- 9(F, p): (4, Hp)
(6) - g(Fl, r): (5)
(7) [p].9(p, r). = . g(Vr, ). g(FL r): (Hp)
(8) [p]. 9(p, 7): K (7, 3, 6)
Ts " (8)

Th. 36. [f]:(p] f(p SV FEFED D L[] f}
Dem:

\ Hp: D) :: |
(1) /1 |
(a) Ve=Vr . f(Vry. DSf(Vr):
(b) ~ (Vr==Fl): (Th. 1, Th. 3)
©) Vr = Fl.f(Vr). D f(FD): - (b)
(d) Fl=Vr.f(F). Df(Vr): (b)
- (e) Fl= Fl.F(Fl). D f(Fl):.
(f) [p, gl :p=10q./(#)- DSlg)=:
(Th. 8b, Hp, a, ¢, d, e)
Ts (Déf. 6, 1—--f),

Th, 87. [f].%e{f}. =: f F (V) . FLFY
) (1. %e{f}. =:[/1:[p). f(p). = i . Th. 36)

Th. 38. (p,g,/):p=¢./(p) »I)J‘(.q): [f):[0]-flp) .=

= f(Vr).F(FY (Th. 37, Déf. 6)
Th. 39. [/] [CE[P] f(p) =.f{ Vr)\/f(Fl) D:(f1:[ 7] f(P)
= f(Vr).f(F)

5*
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Dém.:
Hp: ):.

o N ] [m»] ~(f(p). =-~ TV ~(FEFD): -

Ts (1)

Th. 40. '[f] p) £ (p) .= -S(V7). FE:D A [@p). f(p) =

C=.f(Vr)V f(FD.
La démonstratlon est analogue & celle du théoréme précédeut:

Th. 41. [f]:[37] f(p) APV fEY = (f):[p] . F(p) - ==
(m f(Fy  (Th. 39, Th. 4-0

f(p) DA :=:1/]1:{ap] . f(p) . =
=.f("V fF)  (Th. 38, Th. 41 )
Th. 43. [p,0/1:p g-f(p). DA(g): =:1/1:[p].S(p) . =
=. (V). f(F):[gp]- J‘() AV f(F) (Th. 38, Th. 42
Th. 44. [p g /] p=49./(p). Df(Q)iE.f[Pff]:f(Vf)-f(Fl)-Df(P)Da
AV fEY ~ (Th. 48)
A c6té des propriétés dune fonction f, qui ont été examinées
au cours de ce § on en peut étudier les pr0pr1étés plus fortes aw

point de vue log1que

(&  lal:lr] f(p) @) S~ @),

(b). [91 larl-flp). =-F@V/~()
ou, en énoncés équlvalents | '

&) (g9 f @)D AP

©) (B @D fD V@)
et la propriété =~

O[5 @ V~@)- DS D@V A=)

En apphqu&nt les méthodes analogues a celles qui furent era-
ployées™ plus haut, on peut démontrer facilement les théorémes
suivants:

Th. 45. [7]:-S(f} D lg) [p]_-f(p) -=.1(g): fl~(g)
Th. 46. [f):.de{f} D:1gl: @ ] f(p) = 7@ VS(~@) < |
Th. 47. [f]:. delf) D:[p; ¢l /(9) J‘(~(q)) DI DA @V (~{(@))
Th. 48. [p, ¢/1:p=4.f(p). D7) :=:[g f]:[p] ./ (p) . =.
J(9) f(~(q)\
Th. 49. [p,g,/1:p=0q.fp). DF@):=:[4,7): [@p) - /(). ==
; - = flg VS(~ 9))
Th. 50. [p, ¢ fl:ip=gq. fp) D flg=:(p ¢ 1@ F(~@). D

D@D fq)\/ f(“’(Q))

lll

Th. 42. [p, g 7l:p
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3 4 Le deuxiéme théoréme sur les bornes d'une fonetion.

~Je vais démontrer & présent que toute truth-function jouit de -
propriétés suivantes (voir les Th. 51—53):

@) 2] - f(p). =S (f(F),

(k) [@p] - f(p) . =S(F(VP)),
ou, en termes équivalents:

(i) [2]- D) DS (p)

&) (el Ae) D),
done aussi de la propriéts:

ty [p]-FUACED) D f(0) D F(F(V)).

Ces conditions de méme que celles du § 3 ne sont que néces- -
saires pour qu'une fonction f soit fruth-function. De plus, contrai-

‘rement & ce qui concerne les considérations du § préeédent, je me
. sais méme démontrer quune des propositions suivantes:

() [7]:[p] - (p) . = . FUF(FD),

X [ lEel - Sle) . = V), |
d’'aprés lesquelles toute fonction 7 posséde les propriétés (j) et (k),
implique la loi de la substitution, -

Or, nous allons voir que cette loi résulte de la proposition:
(L) [0, F]. FUF(FD)) D f(0) D FUF(Vr)),

qui est équivalente au produit logique des propositions (J) et (K).

.Grice & ce résultat jacquiers dans les Th, 60 et 61 des nou-

velles formes équivalentes & la proposition qui m’intéresse dans cet
ouvrage. |

On pourrait appeler la proposition (L), connue en outre dans
PAlgtbre de la Logique?), ,deuriéme théoréme sur les bornes d'une
Jonction®. |

Th, 1. [f]:.9e{F} D:lp]- [p) =FF(FD)

Dém.:
[£]:: Hp D:: |
(1) i [p) F(p)=:F(V0).pV - f(FD) . ~(p):: (Th. 28)
(2) FFED) = f(Vr) . fFY .\ SFEFY) .~ (fFD) - (é%
(f(FD)) = f(Vr). f(HI): ,
® fl(‘s/ (= 7. 7 (Th. 32, Hp 3)

Th, 52. [7]:. $0lr} D:lap)- /(p). =7(f(V¥) (Th.28,Th.33)

La démonstration est analogue & celle du théoréme précedent.

- 4 Cf, L Couturat, op, cit., § 28 (Remdrque).
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. J
™. 58. [7]:9()D bl AU DAB DA

Fh 54 [F:lp) f() =FUED: D f) ~ @D Ay =T

Dem.
Hp:‘:):',:
ey U
i 1
(&)(z)”ij : Pl g(p)=:~(P) DS p)=J(I)
@ g(Fl =:~(Fl) D.f(F))=f(FD): («)
(y) f(Fl)=f(F):
®) ‘ ~(F) D). F(Fl = f(Fu): ()
() . g(Fly:. (e 3}
© glg(F)=~(g(FL)D Flg(Fl)=F(T1) . (%)
(n) ~(g(FD)D-flg(F) = fLEY: (@)
® , 9(g(Fh). " "J)
0 1p)-glp: (Hps 3)
) g(i)(r.-: . : (’3
b | ~(9) D Flg)=F(FI):x: By
Th. 55. {f]:[p]-f(p).= F(S(F)D:[p ¢S} ~(p) ~(9)-S(p) - DS ()
' Déim.: : '
Hp . |
1) Apgsli~m~@.flp - D. | |
(2] fip)=f(Fl) f(9)=F(F])./(p).
(Th. 54)
(b) fip=r(q)-flp) (a)
(e) f(@): (b)
| Ts ‘ ‘ ‘ (‘]_Q)

Th. 56. [fI:[gp]. flp).=SF(/(V")):D:[g, fl a2 Ag=/(T)
Dém.: : - ' | \
Hp:
(1) gl:[p) ~(9(p) . = ~(g(g( Fip): :
) {g, 71:: | |
(a) [ag]:.
()% [p):9(p)="p ~(f(P = f(Vr):.

') La définition auxiliaire que j'introduis en ce pomt et dont je profitc dumns

la démonstration, pent paraitre suporflue. Cependant j'ai choisi ce moyen pour
rendre la démonstration plus claire.

- %) Comparer a la note précédents
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({3) g(Vr)—-_—_-.Vr.~( V7 125 o
(g) F(Vr)=f(V7). 4 = @
(0 ~(g(Vr): | ® 1)
(¢) o V)= o Vr) ~(FoVr)=A(77): "
@ | (g(Vr)): . (s,(‘é‘g
() [p] ( (p)): AR ¢ N 4
(%) ~(g(9)) :: | o ()
(b) 1 ~(q.~(flQ= (V) (a—a, #)
m Sltq ' | (2Mb)

Th. 57. {fl:[apl.J(p). = /(F(Vr): D:lp. ¢ A:p-q-F0)-DFlg)
(Th. 56)

La démonstration est analogue & celle du Th. 55,

“Th. B8 [71:(p)- /(). =F(FED: @) A) =P D [A1l)

Dém.:
’ .Hp::):: |
1) (24 fl:.p=q.f(p).D:
(®) : | p=gq.f(p):
(b) . p.9-V~(p)-~@): (8
(e) p.¢-Df(@: (Th. 57, Hp, a)
@) - ~(p).~(9)- DS :
| (Th. 55, Hp, 2)
- (e) | f(q)" | ‘(b ¢, d)
Ts (Dét. 6, 1--6)

Th, 59. [f].9e{f}.=: u [p). flp) = (FFD):[mp) .1 (p) =F(F (V7))
‘ ('l‘h 51, Th. 52, Th. 58)

Th. 60. [, ¢, fl:p=q. f(p) (@)= :171:1p) F(0). = FF(F) =

[@p]-f(p). =71 (¥r)) (Th. 59, Dét. 6)
Th. 61. [p,¢.f] p——qf(pr(q)—lp, FLASED DS p):%{lf(?(;))
. ‘ ! 60)

Note 1. Sur les fonctions 2 plusieurs arguments.‘

On arrive aux résultats analogues aux précédents, en examinant

. les fonctions & plusieurs arguments (tous ces arguments étant des
" propositions). Les démonstrations n'en présentent pas de différences

* essentielles.

_Ainsi, p. ex.,, nous pouvons, en nous bornant aux fonctions & 2

- arguments, établir ce qui suit:
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pour qu'une telle fonetion / soit truth-function, c¢'est & dire pour

quelle remplisse la condition:

(a,) [p, g, 7. S p=q.7=s./(p. 7). D7 (g, 9),
il faut quelle posséde les proprigtés suivantes:

(by) . [ g1 J(psg)- V

[p. q:/(p 9=-pV ¢} \/ le(zo, gy=.~(p)V q: V*

[, 4] F(p, ‘]E :p\/ ~(g: Vip A =.~(p) V ~(g) V-

(2, 9] F(p. q =p. \/[ ]f(p, N=yq.V:p. ¢S (p,=-p=¢V:
Cglif e ==~V [P, - fp, )=
~(9)- \/ [pq)-Fip g)=~1p). V:

[p, ¢}:f(p, Q) =5.¢:\V:[m ¢l f (B @) =.p.~(@): V :
|p, ¢):7(p, 9]—=— ~(p)-q:V:p gl flp )=~ (p).~(@): V
[p; q).~(F{p, q));
@)  [magl-flp q]& F(Vr, Vr)p.g-V S Vr, Fly.p.~(g).
V(£ )~(- ).q -\ L Fty.~(p).~ (q)
) [p, gl F(p, )= (Vr, V). F(Vr, Fl) .S (FL, Vr). f(F, F),
(&) |mp. ¢1.7(p, )= S(Vr, Vi) f(Vr, FUN [ (FL VP F(F, Fl),
) o Q):/(Vr, Vo) £(Vr, FY). 1 (FL V). F(FL Fy- D (gD
NFVAVRN F(Vr, FYN HELV) N J(FL Fl).

Les conditions (b,) et (e;) sont nécessaires et suffisantes pour

qu'mie fonction f soit truth-function, les autres ne sont que néces-

saires 1).

Nous pouvons également’ démontrer I'équivalence des propositions
(Ay) — la-loi de la substitution. (By) la loi du nombre de fonctions,
(Cy).— la loi du de’veloppémeni (D), (By) et (FFy) — le théoréme
sur les bornes- d'une fonction, qui attribuent i toute fonetion F les
propriétés (a,) — (f,) mentionnées plus haut ?),

Il est facile de constater que les propositions (A,) — (I,) sont
équivalentes non seulement l'une & l'autre. mais aussi & la proposi-

1) Je ne cite pas ici les conditions correspondantes aux conditions (j), (k) et (1)
examinées au cours du § 4, car elles seraient bien compliquées et, il we semble,
dépourvues d'intérét.

3 Dans un ouvrage non—puhhé de M. Lukasiewicz j'al rencontré un rai- °
sonnement qui peut &tre résumé en ces termes: les lois du nombre de fonclions

" résultent de 'hypothése suivante: -

p A ()= AV J(p)=JF(Fl

et des hypothéses analogues pour les fonctions a plusieurs, arguments. 1] est nigé.
de -constater qu'une pareille hypothése équivant a la loi de la substitutzion,
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tion (A) — la loi de la substitution concernant les fonetions & un seul
argument, D’mlleurs, sans sortir du domaine des fonetions & 2 ar-
guments, on peut former encore toute une série de propositions,
équivalentes a la proposition (A) et, au point de vue du contenu,

intermédiaires entre les propositions des 3§ précédents et celles dcnt
nous venons de parler. En voici les exemples:

(AJ) [P, ¢, Ak PEEY. f(pa r). Df(g: 7),
(Is) 2, 7):[g) #(p, 9).=.f(p, V7).f(p, Fl)

Note II. Sur les fonctions dont les arguments ne sont pas des
propositions.

Les problémes. analogues s'imposent dans Pétude des fonctions
logistiques, dont les arguments ne sent pas des propositions, mais
des fonetions.

Je me borne i n’envisager quun seul cas pamcuher, notamment
celui d'une fonetion 'a 1 argument qui est lui-méme une des fone-
tions étudides aux §§ 1—4 _ \

Par analogie A la dénomination de MM Whitehead et Bu 8-
sell?), appelons une telle ‘fonction ¢ ,fonction ertenswnnelle®, si
elle remplit la condition:

(8,) 175 9):={/, 9}-9{/}- D o{9)-
La proposition; ‘
(4,) [/ 9 @l:={/, 9} 9{/}- Dolg}

attribuant & toute fonction ¢ la propriété (a,) est, problement, indé-
pendante des axiomes de la Logistique, méme si I'on y ajoute la
proposition (A). Je n’en connais toutefois aucune démonstration.
On peut formuler une série de théorémes (analogues & ceux de §§
précédents) qui concernent les conditions néeessaires et suffisantes

pour qu'une fonction ¢ soit extensionnelle ou bien qui établissent les

formes équivalentes pour la proposition (A,). Cependarit les démon-
strations de ces théorémes exigent que l'on admette la propositon (A)
comimne hypothése. Elles sont d'ailleurs tout & fait semblables aux dé-

"monstrations des §§ 1—4; le réle analogue d-celui du Th. b joue ici

la proposition

[F1.={f o} V ={fy asy V ={f, ~} V ={A 7T

que nous connaissons déjh comme équivalente a notre hypothése

~ (voir le Th. 22 du § 2).

1) A, N. Whitehead and IB. Russell, op. ecit., Vol.. 1, p. 22.
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[
Je signale ici les propositions les plus caractéristiques qui équi-
valent & la proposition (A,):
©) 17,9l gify=:={fo}olrkV =1/ asy . gp{as}.V
| ={f,~}-9{~}. V- ={/ 7091
Dy [g)[f1-9lf}-= ol ¢lash. o~} 9L fL
E) [g:[as)- ol = ofor} V plast V o~} V ¢{/1}
) 1/, phg{or}-olash. o~} o/ D 9/} O
@lory\V plas) V o{~} V @i,
An) (o) [mg): 7] 9{fy =gV F(FD).
Les propositions (Cy)—(Fy) répondent, bien entendu, aux propo-

sitions (C)— (F) des §§ 2 et 3 ou (C,)—(F,) de la Note I. Quant
3 la proposition (M), elle n'a pas de correspondante dans les séries
précédentes de propositions. Tl importe, peut-étre de remarquer qu'on
peut facilement tirer de la proposition (M) la proposition (By) — la
loi du nombre de fonctions. Je remonce & citer ici cette loi pour
des raisons techniques; elle contient nécessairement 16 sommaires

logiques et il serait trés pénible de la formuler sans définitions

spéciales.






