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Sur I'équation fonctionnelle

160+ fle+3) = e fx +5)
Par

St. Kaczmarz (Cracovie).

§ 1. Le but de ce travail est I'étude de I'équation fonctionnelle

{0 1@) +flaty) = o)/ (a +5),

ot p(z) est regardée comme .une fonction donnde, et f(z) comme
I'inconnue.
~ En y remplagant  par z —y, é y par 2y, on en déduit

Péquation

(1) fla P+ flz—y) = p(29)/(=),

qui est équivalente & (1).

Je prouverai, que toute fonction mesurable f(x) satisfaivant
a l'équation (1) est continue et, en particulier, qu'elle est de la
forme: C, cos kz+ C, sin kz, ou bien de la forme: C, cos hyp kx +
+ C, sin hyp kz, o C,, C, sont des constantes arbitraires et & un
nombre dépendant de la fonction @(x)?).

?) Cest M. Banach qui a posé le probléme de trouver lgs fonctions d'une va-
riable, possédant des propriétés analogues aux fonctions harmoniques V(x, y):

1
Vla, b) = mw—m.
(@ ) 2rn
()
r étant rayon du cercle g et (s, b) son centre.
Plusieurs simplifications de mes raisonnements sont dues & M, 8, Naks,

V(x, y)ds
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§ 2. Nous prouverons d'abord que I'dquation (1) admettant des
solutions J(x) non identiquement nulles, @(r) qui ﬁgure dans (1),
doit, de sa part, satisfaire 3 Péquation suivante:

@ P(x+y) + olr —y) = o) p (y).

En cffet, soit f(x) une fonetion vérifiant (1) et ne s'annulant
pas pour z=a. On a, d'aprés (1)

Sa+ ”’;y) 1 /(a——‘”;") = +y)/(a)
o= +/(e—2FY) = ple— ) 1@
So+ S5 + 7o+ 252 = gt (a2
=252 a5 = 1o

f (a + -'3) +,f(a —-fi) = tp(:z:) f(a).

L'addition des deux premitres de ces dquations nous fournit,
en vertu des trois autres:

S(@) (@) p(y) = f(a)lp (w+y)+¢(=v—y)]

~ ce qui donne la relation (2), car a n'annule pas f(z).

§ 3. On vérifie de méme que, I'équation (1) admettant des so-
lutions mesurables et non identiquement nulles, la fonction ¢(x)
cst mesurable aussi. Car, en supposant f{a) :I:O .en obtient de (1°%):

p(2y) = Jaty )f_(z fla—y) , ¢ qui montre que? J(x) étantA mesu-

rable, @(x) l'est aunssi.
§ 4. Remarquons ensulte que, (p,(r) étant une solution de (2),

z
elle Vest aussi® par rapport & (1), lorsqu on y pose gp(z ).__qu(f—Z-).

En effet, en remplagant dans (1'*) f par @, et tp(x) par (pl(-2—)

on obtient la 'relation
P (@+y) + iz — r/) = (¥ %(x

qui ost vérifide, ¢, étant, par hypothtse, une solution de (2).
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On voit aussi que toute solution de l'équation (2) peut étre re-
gardée comme celle de (1), lorsqu’on y choisit la fonction @(x) d’'une
maniére convenable.

§ 5. Lemme 1. Une solution @(x) de Yéquation (2) s'annulant
en presque tout point x, est nulle identiquement.

Transformons pour le montrer, I'équation (2) de fagon suivante:

(") p(z) + plz+2y) = pla+y) 9ly)

Soit x, une valeur quelconque de 2. Chacupe de deux fonctions
@(x, + 2y), ¢(x, +y) Sannule pour presque toutes les valeurs de y.
Par conséquent, il existe des valeurs y =1y, telles que simultané-
ment: @(x, +2y;)=@(; +y,)=0 Donc, en raison de (2%%): g(=,)=0,
et r, étant un nombre guelconque, on yassure que @(z)==0 iden-
tiquement. '

Lemme 2. Toute solution f(x) de (1) qui est mesurable, est
bornée dans tout Iintervalle fini.

Soit f(x) une solution mesurable de (1). Le théoréme étant éyi-
dent dans le cas ol f(x) est nulle identiquement, on peut supposer
quelle ne le soit pas. Par suite, la fonction ¢(x) qui figure dans (1)
fournit (§8 2, 3) une solution mesurable et non nulle identiquement
de I'équation (2). D’aprés le lemme précédent, elle ne s'annule pas
méme presque partout, et on peut assigner .un intervalle (— a, a)
et un nombre positif & tels que 'ensemble

B = E||g(@)] > 6 —a <2< 4]

¢-i-d. Pensemble des points = de l'intervalle (—a, a) ol |p(22)|> 4,
soit de mesure supérieure & 0.

Ceci étant, supposons, par impossible, que f(x) est non-bornée
dans un intervalle fini, et par suite, qu'elle I'est dans lout entourage
d'un point «,. Done, & étant un nombre positif quelconque, et # un
nombre naturel, il existe un nombre A, te] que

(3) O h<s
et |

* ' z, 4+ h)| >n.

O Duprs i, AT

(5) F@+h+y) + f@+h—y) = 9(2y) f @ +h).

Supposons yeE. On a done, d'aprés la définition méme de K
|@(2y)|>>0, et par suite, en vertu de (4) et (B):

|f@th4y) + fleth—y)| > 6.0
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Done, (toujours pour yek), 'une au moins des deux'inégalités Sui-
vantes doit étre vérifide:

5.
"

6._{;

6)  |f@m+h+y)|> "5, ou bien: |f(z+h—y)|>

. Posons, pour yeE:f=a, + h+y, et désignons par £ le symé-
trigue de & par rapport au point z, + A On voit ajsément que
la mesure de l'ensemble des points £ contenus dans lintervalle
(@, — a, @, +a) est égale, ou supérieure, & m(E) — k| > d—|h|.

D'autre part, en raison de (6), on a pour tout &: ou | &> %ﬁ,

. T 0.1 :
ou bien: | /()| > w——-2--’—l. En désignant donc par H, l'ensemble des

points  de lintervalle (z, —a, 2, +a), olt |f(z)| > 6*~2-n, on obtient,

d'aprés’ ce qui préeéde, et en vertu de (3):
m(H)>d—|h|>d—e

Done, £ étant un nombre positif quelconque, on en tire:

0 m(H) > 0> 0,

pour tout . - ,
Or, on a: H, DH, D... D H,D... et lim H,=0. Donc aussi:

p Ld s o]

lim m(H,) =0, ce qui est incompactible. avec (7). Nous sommes

g o]

ainsi aboutis & une contradiction qui justifie notre assertion.

Théoréme. Toute solution mesurable f(x) de Uéquation (1) est
continue. |

L’énoncé est évident lorsque f(x) est identiquement nulle. On
peut donec. supposer qu'elle ne le soit pas. D'aprés (1), ¢(z) ne peut
pas aussi s'annuler identiquement. Ensuite, en vertu du lemme 2,
f(z) et, (en tenant compte des §§ 3, 4), p(x) aussi, sont bornées,
done A plus forte raison, sommables.

" Envisageons l'intégrale f«p(?y)dy variable avec % On voit qu'elle
‘ 0

ne peut pas s'annuler identiquement; en effet, lorsqu'elle soit ic'le_n_-
tiquement nulle, il en aurait de méme presque partout de la fone-
tion ¢(2y), ce qui est en contradiction, en vertu du lemme 1, avec

I'bypothése faite plus haut.
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Il existe, par conséquent, une valeur u =1, telle que:

e

(1) [ wt2qay #0

0

e

En intégraut (1'%) par rapport a y, on oblient

[+ iy + [He—pay=7t9 Sy
@ 1] ‘ 0

ou blen:
x-4-u1

(8) f 1) di + f Ft)dt = /(). f o (21t

En tenant compte de (7), on tire immédiatement de (%) que

F() est une fonetion continue. .
§ 6. La continuité des solutions mesurables établie, on y peut

donner Pexpression géndérale et simple. Remarquons d'abord que la
relation (8) montre non seulement que F(x) est continue, mais uussl
queelle est dérivable, et méme un nombre quelconque des foiv. K
effet, en dérivant (8), on obtient:

9) SEtu) — fle—u)= A =)

ol A= fp(2t)dt est un facteur constant el non nul ). i dérivant (4),
0 ' ‘

on voit de méme, par liuduction, que f(r) admet des dérivées de
tous les ordres. |
Cela posé, on obtient de (1°¥):

Sle+y) + Te—y) — 270 =@ (2y) — 9OIFL)
en divisant les deux membres de cette égalité par y* ot en faisant
y tendre & 0, on obtient, d’aprés les régles élémentaires du ealeul
différentiel : - |
(10) Frlz)=k.[f(2), o: k=2¢"(0)

Les solutions de (10) sont bien connues. Elles sont do l'uue

des trois formes: '

(11%) | j(,c) = (], eos Yk 4 C, sin f/};—r’ ii)Oﬁr k>0,

1 ¢ .1 4 | ¥ ’ i
) nous n'envisugeons (ue lv eas ol f(x) n‘eat pus nulle idontiquement,
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(11¥*) /(%) = C, cos hyp |%[x + Cy sin hyp l"]klz, pour & >0,
(11¥#) f@) =0 + C,x pour k= 2¢"(0) = 0.

Par conséquent, d’aprés § 4, pour que (1) admette des solutions
mesurables et nor nulles, il faut que @(x) soit aussi d’'une des for-

~mes (11) lorsqu'on y remplace # par k/4. Qr, cette condition n’est

que nécessaire. Pour en obtenir celle ‘qui soit nécessaire et suffi-
sante, substituons les expressions ainsi obtenues pour ¢(z) dans
I'équation (2) que @(z) doit vérifier. On sassure que C, =2, (=0,
ce qui donne les expressions suivantes pour P(x):

(12%) (p(a:)::fzcos}l/l:c . %, pour k> 0
(12%%) @(z) == 2 cos hyp Vm z, pour k<0
(]2“"’**) p(x) =2, pour k= 0").

On vérifie aisément, par le caleul direct, que réciproquement:
plx) ‘tant de I'une des trois formes (12), les formules (11) four-
nissent l'expression générale des solutions mesurables J(x) de (1),
('y,(y y désignant des constantes arbitraires.

§ 7. Nous avons supposé dans l'énoncé du théoréme du § b
que la solution f(«) de l'équation (1) est mesurable dans tout I'in-
tervalle (--oco, 4 o). Mais, pour que ce théuréme subsiste, il suffit
de supposer que s(x) soit mesurable dans un intervalle (a, b) arbitrai-
rement choisi. Pour le montrer, il suffit de prouver que ;(z) étant
mesurable dans un intervalle fini. elle Pest aussi dans tout Pinter-
valle (— oo, 4 oo). | |

Nous procédons ainsi: |

Lemme 1. ¢(x) ¢tant une solution de (2) et mesurable dans
nn intervalle (0, «), elle l'est aussi dans Vintervalle (— oo, 4 oo).

En effet, d'aprés (2), en y posaut r=y, on trouve @(2z)=|¢p(z)]2—
—¢(0). On en conclut, -par linduction, que @(x) étant mesurable

dans (0, a). elle I'est aussi dans tout intervalle (0, 4£2"a), et par

suite dans (- oo, + oo).
Lemme 2 f(x) étant une solution de (1), nulle dans un in-
tervalle (a, b) elle l'est identiquement.

') On voit done yue le cus partienlier (pour k=0) de notre éyuation est I'éqna
tion hien connne: x4 y)~p fle— y)==2r(r) qui dmivant, an fond, i celle de
M. Hamel (OF, SRjerpitski Fund, Math. t, 1, p. 129).
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Posons: b ==a + k. D'apréds (1):
flatn) = p)f (o +5) =70

done, par linduction, on voit que, f(x) étant nulle dans (a, a + k),
olle I'est aussi dans tout intervalle (a, a4+ 2'k), done dans (a, + 20),
Ey substituant dans (1) z =0 on obtient de méme que f(x) s'annule
dans tout Vintervalle (— oo, b). Parsuite elle est nulle identiquement,

Théoréme. f(z) étant une solution de (1) et mesurable dans un
intervalle (a, a + k), elle Uest dans tout Uintervalle (— 00, + 00), el

parsuite (§ D), elle est continue.
Le théoréme est évident lorsque f(x) est nulle . identiquement.

welle ne le soit pas. Donc, d’aprés le lemme pré-
cédent, elle ne peut s'annuler dans tous les points intérieurs & Piu-
tervalle (a,a + k) et parsuite, il y existe un point intérieur z, et
un nombre positif i de facon que: f(w) == 0 et que les fonetions
@, +y), f(e,—y) sont mesurables dans lintervalle (2, — k, 25 +h)
de la variable y. Par conséquent, (voir: (1visy), la fonetion @(2y)=

Sty +f (7 —y) y est mesurable aussi, et en raison du lemme 1.

S '(xl)

elle est mesurable dans tout l'intervalle (— oo 4-o0).
On tire, d’autre part, de (1):

fla) + flnty) = w(y)f(a +-g—);

Supposovs done g

or, la fonetion @(y) ¢tant mesurable dans tout 'intervalle (— oo, +-00),
et f(x) I'élant dans (a,a A+ k), on en conclut, par l'induction, que
f(x) est mesurable dans tout intervalle (a, a;+ 2'k), et parsuite,
daus (a, + o). En substituant dans (1) z=a + &, on prouve de
méme, que f(z) est mesurable dans (—oo, a+k) et par conséquent,
dans (— o0, +00). -’ o - -

§ 8. Nous nous sommes 0CCUPES dans ce travail des solutions
mesurables de l'équation (1). Or, on peut donner aisément des
“exemples des fonctions non-rhesurables f(x), p() vérifiant (1). Re-
marquons dans ce but que, A(z) étant une solution de I'équation bien

connue de Hamel: | |
an h(z+y) = h(@) + h(y),

ot f(x), p(x) satisfaisant & (1), les fonctions F(x)=/Th(x)}, D(x)==p[h(x)]
y satisfont aussi. ' - .
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Ceci posé, soit pour fizer lidée, f(z)= cos x, q)(x)_—:2cos~;i

(ces fouctions vérifiant, d'aprés § 6, 'équation (1)), et soit h(z)

une solution non-mesurable de (17). D'aprés le précédent, les fone-
h .

tions JF'(x) == cos h(x), (a:)-—?cos —%—) nous fournissent un exem-

ple d'une solution uvon mesurable de (1). Ce méme exemple montre

quil en existe des solutions non mesurables qui sont en méme

temps bornées.

Il n'en est plus de méme, lorsqu'on suppose, dams (1), @(z)
mesurable. On prouve qu'alors, toute solution f(x) de (1), qui est
bornée, ou méme qui peut éire majorée par une fonction nresurable,
est aussi mesurable 1),

Remarquons encore, que (f() étant une solution commune des
équations

Gle) + Gly) = G(e+y), G(=). Gly) = G(zy),

les fonctions _
F(z) = G flz)], O()=Glp()]
satisfont & (1) %)

1) (‘ette romarque est due & M, Saks.
%) (Mest M."Ruziewicz ¢ui a voulu bien me communiguer cette remarque.
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