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Uber einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Von

A. Khintchine (Moskau).

1. P~rob1emste]lung

Ein Emlgmaa E habe dle Wahrscheinlichkeit p, 0<p<<1. Es
werde eine unbegrenzte Anzahl von Versuchen angestellt, die von-
einander unabhingig gedacht seien. Dabei sei E unter den n ersten
Versuchen m(n) Mal aufgetreten. Man setze u(n) == m(n) —

Dann wird eine Function y(n) gesucht, welche der folge'nden Bedm~
gung geniigeleisten soll;

Z jedem 82> 0 gibt es eine solche natllvlicke Zahl ny= ny(e),
dass man mit einer Wahrscheinlichkeit ~>'1 — ¢ sweierlei behaupten
darf, nimlich:

10 Filr alle n >> ny st

K(n)
%(n)

20 Fiy ein gewisses n > n, ist

#(n)
0]

In einem ganz bestimmten Sinne wird hier also die exakte obere
Girenze der Abweichung |u(n)| gesucht. Es ist von vornherein klar,
dase die Frage, wenn ﬁberhuupt, nur eine einzige Lasung zuliisst;
darunter ist ndtirlich gemeint, dass irgendwelche zwei Lusungen
asymptotisch gleich sein mussen. Ee- bandelt sich ja uur um ein
nuympmbmahaa Gonetz.
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9 Der Satz

Satz. — Das Problem hat tatsachlzch eine Lisung, und es ist.
wenn g=1—p gesetzt wird,

(n) ~ Hg7¢lglgn 1).

3 Bewels

Man bezemhne m1t P (n, m} die Wahrsehemhchkmt des m — ma-
ligen Auftretens von E be1 n Versuchen, also

| o .’ n! » ﬂ"'m
P (”7 ) WZ" g
_ H1lfssatz I Zu Jadem >0 gzbt s ein s>0 so dass fir
| u(n)| < en die Relationen |
,. ?""L ; faﬂ“’ | ““5 i 0D
1~npgn ’

<P( :m’)<

gelten, |
Ieh’ erlaube. mir, den nur auf euger ganz elementaren Rechnung

miit der Stirling’ schen Formel beruhenden Beweis dieses Hilfssatzes

mcht durchzufithren. . |
Hlfssatz 11, Zu gedem,'/"e>0 geebt es ¢in §'>0 so dass fir

] u(w)l = en die Relation

1) Die Herren Hardy und Littlewood behundeln in ihrer 1914 erschienenen

- Arbeit: Some problems of Diophantine Approximation (Acta mathematica,” Bd. 37),
~ das Prob em der Frequenz der einzelnen Ziffern in der q-adlschen Eutmckelung
einer beliebigen reellen Zahl 6. Das schirfste Theorem 1-46 dieser schtnen und

" wichtigen Arbeit liefert fiir y.—2 hm sup Vl;-o_gu;: g\/’—ﬁir fast alle 8; da-

bei ist yn) der UJberschuss iiber /2 der Anzahl der Einser unter den ‘ersten "
Ziffern der dyadischen Entwicklung der. Zahl 9, Setzt man aber in Herrn Khint-

1 e 1
chine’s Formel p._.q-- 5 %o llefert sie sogm lim sup wm——— == fiir
C ‘ n~sco anoglogn V 2
‘fast alle 0. sRLOUMEE T LTS L

“Wie man von eimem: Problem wm andern iibergeht ist von H. Stelnhaus
;(Ennqugﬁu_mathem&!‘l_cag PP- 286—- 310) gezeigt worden.

' Da bekanatlich lim i . 0 fast uberall gilt, hat also vorhegende Arbext

: L L]

, Eunktion p.(n) gefunden Anm d. Red.
% Fiir den Spemalfall p= %, a ganz von den I—Ierren Hn.rdy und Littlewood

bewiesen, loe, cit. Lemma 1.442.
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P(n, m) < e*
qilt. ‘
Der Beweis erfolgt ganz so, wie ihn die Herren Hardy und
Littlewood in ihrer zitierten Arbeit fir den von ihnen bebandeiten
Spezmlfall angegeben haben.

Hllfssatz III. Es sei w=v(n) eine Funktion von n so dass

‘V-*,'f——) +oo fiir n — 4+ oo.

Dann gibt es eine Konstante K = K(p) so dass
Ll :
e m< Kl o0 |

tuisy
Dabei ist 6 > 0 beliebig klein geda.cht und £>0 erg,lbt sich

aus Hilfssatz I und II.
Beweis: Es werde ¢ >0 nach Hilfssatz I bestimmt. Dann ist

ZP(n,m) 2‘ 2+2+2._Sl+8+b,+3-

ful=y

Darm ist wegen Hllfssatz II

‘ : 83 <A 8—?‘ SL < ﬂ,/g"";"

also a fortiori - ‘
. Ss <ﬂe—§v, SL < ﬂ,fgn} ‘,

da im Falle » >n S;= 8,=0 st
Ferner ist wegen Hilfssatz I

| < 1+ { —(1-6)——- + f —a+ir }
14,2npqn
»e . ‘

V‘.a.ﬁ_- |

1 + 0 -—(l—d’)g_’_{_huf(p) V— “"ﬂ 6)%,',, <Knr( )

<"2npqn |

fiir ¥ << n; sonst ist Sl--é,--()
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Da ftir S, die gleiche Uberlegung gilt, so ist der Hilfssatz

| bemesen

. Hilfssatz IV. Es sei & >0 beliebig Klein, und'A(n) bedeute die
Wahrscheinlichkeit der Relation
#n)

B N B
Vﬂpqnlglgn

Dann ist
K, (P )

Tal 'A'( )< (]g n)H—o‘ ’
wo 0> 0 von n unabhiingig ist L),

Beweis, Die Anwendung von Hilfssatz III mit

sl

v=(1+¢))Zpgnlglgn

ergibt
o Aw)= 2P<n, m <
|p|>v L
< (p) 1 e—<-1-a)a+a>ngxs~ +n c—&v}' <l 1(1”)
I+ 2pqlglgn | (g my+

wo 1+a=(1 — d)(14-&)® gesetzt ist und fdlglich durch geeignete
Auswahl von ¢ auch die Bedingung o> O erfilllt werden kann.

Hilfssatz V. Es sei n, <n, <<2n, und B(nl, ny) bedeute die
Wahrscheinlichkeit. der. Relation

(1) ; l ﬂ(’zl) o p(ny)
Vzpqnx lglgn, V2pgnlgign,

Dann ist

| T T V=

By, m) <Kyofe™ mn + e =

Dabei bedeuten hier und im Folgenden alle K von n, und a,
unabhéingige positive Zahlen
Beweis. Unter den n, —n, Versuchen vom ny -+ 1** bis zum
soll E m(n,, n,) Mal auftreten. Dann 18t offenbar, wenn wir
A“("u ”:)--m(”e — ) — plny — ;) setzen

(n,) == (n,) + I n:l ) Ny),

‘~l

1) Alle # von hier an >3
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also kann statt (1) auch

| .  1 _ 1 u(ny, ny)
Vopgn dglgn, V2pgn,lgign,| V2pgm,lgign,

wu(ny) | > ¢

geschrieben werden. Daraus ersicht man, dass, wenn (1) erfullt ist,
notwendigerweise auch wenigstens eine der beiden Relationen

1 1 ‘
(2) u(n)=~ —— } >
' V2pgnglgn, V2pgnylglen, 2
und o
I“(’%:ﬂz) &
3 ; bl
@ Vépq'n,lglg‘nz >

orfiillt sein muss. Es seien nun B,(n,, n,) resp. By(n,, n,) die Wahr-
scheinlichkeiten von (2) resp. (3). Dann ist folglich

(4) B(n,, ng) < Bi(ny, ny) + By(ny, 1)
Die Relation (2) ergibt mui |

am | > & & V2pg V'nln,lg]gnl]glgn,
2 Vel glgnzwlfmlglgm

also, wegen 7, < n, und

Vmlglgn, — Vmiglgn, < <ng

mVnlg lgzn1

ng — ”1 .

‘ lglgn,
") e——s
Vqﬁ lg lg ’nl

““(”:)l> K,

/n, 1l
Wir wenden Hilfssatz Il mit » = K, nl'q:“ gf"nl, n==h, an

und erhalten somit
K2n?lglgn,

®) By(n,, ny) < K{ nz.’““l e_u 0 gt 4 n € ;,.} <

K, n ylglgn,
nllg'lgn‘
< K3{6 A nyry + 7, B'Kav"‘} |
Auderselts folgt aus (3)

|.“(n|>’”z‘> K, "nllg]g”’l’

und Hilfesatz LIl mit » =.l/'nllg Ig 1y, 0 =1y — M ergibt
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. » ;.-q-f ™ K3gnqdg Igng
B Ny — 1’3-1 -—(1 5)""_"‘""‘3’9("’ ) +( 1 ) ~-tw <
(6) a(”u ”2) < K !
. | \K, “ " ]g Ig n,

"118'18'”1 ' —EgV "1\

<K,{e R Teen e .
Aus (4) (5) nnd (6) folgt endlich

Ky n,]fdj:m

(”1, ny) < K {e { e +n1

womit Hilfssatz V bewiesen 1st -
Hilfssatz VI Es bedeute nun C(n,, n,) die Walz,rschemlzchkezi

-—-I\mvnl}
3

~dafir, dass wenigstens eine der Ifelatzanen

) b
{V2pgnlglgn, l/?pgblgl"b

]

erfi 7t ist. Dann ist

> & (1 =b=ny, 0y <ty <21y,

‘ K, mlglgn

~Beweis. Folgt aus Hilfssatz V wegen

mkmv;,}

Oy, ) =< 3 Bl b),
2 Bemngd

denn die Anzahl der Summanden rechts ist 7, —n,<n, und jeder |
Summa.nd wege:l Hilfssatz V- kleiner als o

;ﬁilﬁm ,_,‘,, ”
Km{g Tm e }-

Bewels der ersten Halfte des Satzes Es sei nun &> 0

‘beliebig angegeben und ¢ < gewahlt Ferner sei 1 <1 eine po-

sitive Zahl, die spater nahar oestlmmt werden soll.
Ich setze |

) ==n(m, ‘0)-!-__;{(.1 Lol
und allgemein | '

" n(m, k) --:[(1-1-7:)"‘ (1 -f—%—f—)] + 1 (=0, 1, 2,..., m)

Dann ergibt erstens Hilfssatz IV n = n(m) gesetazt,

K, | K] ) Xﬂ
(7) ' ‘A(n(m)) (] g. Tt(?ﬂ) )1+a < (m 1 g ( 1 + T))H»«a ml—i—a‘
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Zweitens setze ich in Hilfssatz V 7, = n(m), n, = n(m, k), und er
halte somit fir gentigend grosses m und 0 <k <m:

( +t)’“(lgm+lzls’(l+g)) S
Bnom), nlom, K< Kuele™ o (Lt <
18m+lm(1+,)
< KIO {G_‘R 1\-|-'——-—- (1 + T)Ml T (1+t)m} < Kl& e lg';
(1™ t PP

Nun sei von vornherin 7 so gewihlt, dass K,, > 21, also fiir

) ist. Dann folgt

genligend grosses m auch K, > 2 (f; + - )...
K
Bla(m) nim, B) < 2t

mit o, > 0, fﬂr genligend grosses . Man erhilt daher

8 ZB(n(m), (o 1) < =T
k=1 " ’
Endlich setze ich in Hilfssatz VI ny = n(m, k), ng ==n(m, k+1),

0<k=m—1, und erhalte fur genﬂgend grosses m:

On(m, k), nlm, k+1)) <

Qa +r>'"ug +Helg(i4n) . Vo™ |
< Ryo(LA4-m)mH{r O™ +( + e =

- Km (1+ 7)m+1 {e_m"'(lgr: lg}:u%» + (141 -+ —Kuv(}.‘i‘f)w} —
)™ ‘
= K, {e(~+1)l¢(1+z) ru_—lﬁi':'__ :'_1318’(1_'*:'_) + ez(-+1)lz(1+,)_.xuv(1 _{_-:),’} <
W : ﬂ-U-‘-t)"
< Kl 56 s

uud folglich

m—1

9 D ctntm, ), nim, k+1))<K;.me

k=0
Nun sei die positive ganze Zahl m, so gross gewihlt, dass er-
stens fir m = ™y (7), (8) und (9) e rfullt sind und dass zweitens.

(10) S+ If;: +K5me <o

‘ m_mo

1st und man setze 7, == n(mo)
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Dann ist ‘é"rste‘ns die "Wahrscheinlichkeit daftir, dass wenigstens
fir em m = m, die IRelatiOn* |
p(n(m)) \ ,
> 142
V2Mn(m)1g1gn(m)

erfullt ist, mcht g'riisser als ZA(n (m)), also wegen (7) kleiner als

oo e
Kn
mte’ '
m==my ‘ o P N . )
Zweltens ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass fiir wenigstens el

Paar m, k (m=mg, 1 = k= m) die Relation

\ ) wemE) | g
V2pgnim)lglgn(m) V2pg(m, k)lglgn(m, k)

(12)

erfiillt 1st mcht grosser als

mowsrg R==]

2 },‘B(n(m ), w(m, K)) -

o

o K,

also wegen (8) kleiner als 2 o

mmmn .

Endlich ist die W.u wosheinlichkeit daftr, dass filr wenigstens ein

n>n,, wenn m und % curch
n(m, k) =n < nim, k+1)

besﬁnimt ‘werden, die Reélation
umy u(n(im, k)) > ¢
Vepgnlglgn  V2pgnim, k)lglgnim, k)

erfullt ist, nicht grosser als

o wm—l

2 2 (’("'(m: k), ”(mw k+ 1)),

memg k=0
.also wegen (7) kleiner als

ZK,Eme

. MHMQ ’

Alles in Allem, erlaubt uns also (10) mit einer Wahrscheinlich-
keit grosser als 1 — ¢ zubehsupten, dass fir kein % > n,, wenn m
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und k& durch n(m, k) = n <n(m, &+ 1) bestimmt . werden, irgend-
eine der Relationen (11), (12) oder (13) erfiillt ist. Demgem#ss
schliesst man mit einer Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢ das fiir alle
w =N, | |

() sy n(m, k)
VZpgnTglen| — | V2pqniglegn  V2pguum, k)lglgn(m, k)
u(n{m. k)) o w(n(m))
V2 pgn(m, k)lg lgw.(m{ k) V?Mn (m)lg lg n(m)

e +1+s=1+.—38 <l+4e¢

4 pem) | <,
l 2pg n(m) Ig lg 2.(m)

ist, womit die erste Hulfte des Saues bewiesen ist.
Hilfssatz VIL D(n) bedeute die Wuhrscltemlvchkezt der Relution

)
e pqnlglgn

S 0<e<1)
Dann ist
k lg lgx

D(n) > Rq g7 =

o ay>0 von 1 wnabhdingiy ist,

Beweis. Es sel ¢'<¢ positiv; wegen Hilfssatz I ist -
posiuy; weg

<(1—g7)Vopqn
d'u (1—g*7) " 2pqniglgn —-—(H-ﬁ)

Dy = 2 Pl m)- > 2 By m) >'/1npqn 2 ¢ ™"

”>(1" )\m H> (1~ )‘m g (1—&/) Vipgnigin ‘
V_)_. {(¢'— f")|/2pgn Iglgn — |} gtime Ritolemn
2rpgn T R ) |
‘(1— o) (e —eWWiglgn 1—24 1 >1r Vigle »
l - V; | | ang;,-_. (Ig w)1=m. *16 (lgn)l oe?

wo 0, = 1 ———(1-—-&”)'2(-1 + 0) fur genugend kleine & positiv ist.
Beweis der zweiten Hulfte des Satzes. s seien R,
L. und Ry so gewahlt dags -

1-e<RJ<B,<R <1

sei, und ferner 4 szmz, pOBlth und so gross, dass

Jo<(l—s’ "YYongniglgn

E A

HFandamenta Malhematicua V1.
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sei Es bedeute P, dio. Wahrscheinlichkeit daftr, duss zwar

ERE E .
(1) “(A ) 1—eg,
o | V2pqatiglg 4* ‘
aber fur jedes i < k
p(4) <l—e
V2pgA‘ lglg 4* |

15t. Dann bedeutet ZP genau die Wahrschemhchkelt dafilr, dass:

k=1 '
fur wemgsteus ein k<t (15) erfullt ist.
Nun betrachten wir die A4*-— 4*! Versuche der Nummern von

A*14 1 Dbis 4*; dabei soll E genan M Mal auftreten. Nach Hilfs-
salz VII, 1—&'=R, gesetzt,- ist die Wahrscheinlichkeit der Relation.

— (4 —4p
V9pq(A* 4')lglg (4" - 4

>R

(17)

grisser als

¢ VEE@—47)
16 (lg(Ak__Ak—1)1—a;' .‘

Nun seien. -‘(1'7): far % und (16) fir jedes i< k erfullt.
Es ist M= m(A")J — m(A"""), also

— (48 — £ p = ) — 4 )
Daher folgt aus (17):

A > pdy +

4 lg(l —%_—i)
lg,lgA"+lg I = oy el |

+ B, \/2pgA"( 1—-)

3

also wegen (14) 2)

JURRVan w  1)
u(4* > ,u(A""‘) + R, | 2pgA" llg]g A* 4+ 1gV 1 4
also, fur gentigend gsosse k
u(4Y) > .u(A"") + B\ 2pg 4°1g lg 4
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Andererseits ergibt (16) fur i=% — 1
B4 > — (1 — s)V2qu*'-1 glg A i>
> —(1—¢), V___ Vepq 4*1g1g 4%,
also wegen (11) 3)
W) > (B — (=9 VIR A TG E > (1 — o AT 4.

Es ergibt sich'also, dass (15) eine Folge von (16) und (17) ist.
Deswegen ist P, nicht kleiner uls die Wahrscheinlichkeit der gleich-

.zeitigen Erftullang von (16) und (17). Nun ist offenbar die Wahr-

ke—1
scheinlichkeit von (16) glelch 1 ---Z'P Da ferner (16) und (17)

tval
voneinander unabhingige Ereignisse bezeichnen, so ist folglich, wenn

IT, die Wahrscheinlichkeit von (17) bedeutet,

k=1
- (18) P, = (1 — 21’,) .IT, (ftur gentigend grosses k).

i=1
Es ist aber

Viglg (4" — 43) 1
ﬂ>Kl°(lg(A" A""1))1"‘"> 17 T

Das ist aber das allgemeine Glied emer divergenten Relhe Aus

‘(18) folgt dann, dass der Ausdruck 1 ——ZP mit wachsendem &

notwendig unendlich klein werden muss, deun sonst wiirde rechts in

(18) dass allgemeine Glied einer divergenten Reibe stehen, was fur

die linke Seite nicht zutrifft. Somit ist

‘ ' k
lim SP‘==”‘1.
k=00
» ‘“1
Es sei k, so gross, das

ist. Dann kann ich mit einer Wahrscheinlichkeit >1—é& behaupten,

dass fur wenigstens ein k, 0<<k=k,, die Relation (10) erfullt wird.

Wegen (14) 1) ist damit auch die zweite Hulfte des Satzes bewiesen.
g+
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4 Anwendung auf die Theorieder dvadischen Braoche,

Mutatis mutandis liest sich die gunze Beweismethode des Satzes
guf die metrische Mengentheorie tbertragen, und ergibt daunn fUr

~ den Spezinlfall p==g== 4.

Satz: Hs sei a eine lrratinnalzahl, die wir in einen Dualbruch
entwickelt denken. Unter den 1 ersien Ziffern dieser lintwicklung aoli
die Null m(n) Mal auftreten. Man heagichne mit u(n) die Lifferens

m(n) _......_% Dann i8¢ fir alle x mit Ausnahme einer Menge von Maanse

Nuell

Die Herreu Hardy und Littlewood haben in ihrer ritierten
Arbeit einerseits

’ it
lim sup l )] e 30,
il §9 H

andererseits

bewiesen. Die gehlicbene Licke ist nun offenbur durch deu lotaten
Satz vollstindig ausgefllt?).

) Daait ist auch oin Desiceratum erfilit, walchos Horr Stainhana (Fun-
damenta Mothematicae t. 1V) anagesyoochan hat,

Moskau, Decemhar 1032,






