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Un exemple effectif d’un ensemble mesurable (B)
de cldsse a.

Par

W. Sierpindski (Varsovie).

Cest M. Kuratowski gqvi a donné le premier exemple effectif
d'un ensemble mesurable (B) de classe a, indépendant de la fagon
dont le nombre transfini ¢ est donné ). Dans cette Note nous don-
nerons un autre exemple de méme nature. en se basant sur des
considérations d’'un ordre un peu différent.

Il existe, comme on sait, plusieurs classifications des ensembles
mesurables (B)?): nous prendrons ici la suivante. Appelons ensem-
bles de classe 0 les intérieurs des intervalles aux extrémités ration-
nelles et définissons par linduction transfinie les ensembles de classe
a comme ensembles qui ne sont d’'apcune classe <e et qui sont de

[p )

la forme IT 25, ., o Lm,, (P ¢ naturels) sont des ensembles de
p=1 gl

classes <7 a. |
Supposons qu'a tout systdme fini de nombres naturels n,, u,. ...,

n, correspond un ensemble B, .. ‘,1,‘: nous dirons que nous avons

un systéme d'ensembles S{E,,,,...,} Soit S un systéme d'ensembles
{E., .. n,t dONNé, p et g deux nombres naturels donnés: nous dé-
signerous par S"7 un nouvel systéme d'ensembles {K, ... \n,t qu'on
obtient en posaut pour tout s)sreme fini d’indices 1, ny,..., 0,
E' .

gy Ny oony "k ["m Qo B Aigeaes Hg *

Nous définirons mammmmt, par linduction transfinie, pour tout

) €L R., t 176, p. 220, note du 22 janvier 1928.
) Les-rangs do classo d'un ensemble donnd ne (hi'fwreut dans les clussiﬁoa-
tions conntes que par un nombre fini,
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nombre ordinal @ une opération A (8) .sur Je svstéme 'ensembles
’ . 1 Co *Y. » . .
S{E,, uy....a }) comme. il suit. |
, ‘, | | ‘
Posons. pour tout systéme . d'ensembles S{&,, .. 0}

o o se=[] 3=,

p= | g

et pour tout nombre ordinal @ > 1:

@  a®=2@+ JI3 ks,

pe]  gue} £l

ol la sommation' 3 s'étend & -tous les nombres ordinaux & < a.
4] ,

~ Seit maintenant o

(3) ‘ : ) 113'[9’ 13':"'

une suite infinie, formée de tous les intervalles ouverts aux extré-
mités rationnelles. =~ S

Désignons (pour k et m naturels) par ¢k, m) lensemble de tous
les nombres irrationnels de l'intervalle (0, 1) dont la fraction con-
tinue a pour k-iéme dénominateur le nombre m et posons

@ B z}@(k,'nz)lm*),

© ]
(5) N(ny. nyy..0y 1)) = Lt -+ 2"t+"w°-l'+ o o Zrborbe by
(6) 1 Sﬂ :“_: O{Enl, ngyre nk}r O“l_ ‘ Jn“‘ng,u M m HN("“ LTI FOR]
) o . B* = A%(S,).

- Nous prouverons que pour tout nombre lransfini o < @, [7* est
un ensemble de classe a. A ce but nous étudierons d'ubord quelques
propriétés de lopération A%,

1) Ce sont MM. Souslin et Lusin qui ont considérd los premicrs dow opd.
rations effectuées sur un systéme “(I'cnsembles { By ngrn yi voir No Lousin ot
W. Sierpiniski: Buwl dead. Cracovie 1918, P, 48, ’.

3 Ces cnsenibles ant dté introduils en 1917 pav M.N. Laain dous o G0N«
struction d'un ensemble (l) de M, Souslin qui n'est pas mesurable (/1) CF me
note .Sur Uexistence deionies ivs efusses d'engeahles mesurables (I, 18, L 17h
p. 860 (note An 13 nevembre 1922). | . |
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Proprié¢té I. Pour tout nombre ordinal « et tout ensemble
E de clusse sCa il existe un systéme d’ensembles de classe 0,
S{Eu‘; ng,u.., uk} te] (] lle ) |
S A (S)=F por =a

r‘a

Démaonstration. Notre propriétd est vmie pour @ == 1: en

effer, & &tant un ensemble de classe <C1. vous avens K = i E,M

pes) yeal

ou M, , sont des ensembles de classe 0, ot il suffira de poser
E, , = M,. , (pour p et ¢ naturels) et /4, .. . ==0 pour tous les
syStEMEes ny. Hy...o.o.o iy, contenant plus 0w moing que denx nombres.
pour avoir la formule (8) pour @ = 1.

Supposons maintenant notre propriété vreaie pour tous les nom-
bres ordinanx §<e et soit A un ensemble de classe <Cea (ol @ est
un nombre ordinal donné >1). D'aprés notre olu%lﬁc‘utmn d’ensem-
bles, nous pouvous écrire

) | B == ” P MM

prmal gl

ot M est un ensemble de classe «, , <a (pour p et ¢ naturels).
Notre prorviéld étunt vraie, daprés 'hypothése, pour les nombres or-

“dinaux < @, 1l existe pour tout systeme de deux nombres naturels

y g un systeme T(p. ¢ d'ensembles de classe O, { M1, }: tel que
(10) Mreo= ACT(p, ¢)). pour = a,,.

Or. de (1) et (2) résulte wut de suite pour tout systeme 5 d'en-
sembles la formule

(1D AS(SY C A(S), pour . £ e

i formule (100 donne done. daprés e, , < a:

(12) M?‘ Y »:2‘4\.” T(rp, !j)) ‘..‘.._‘___... EAE;: T(pa (1)), r)()ur ,'7 } a.

e, qﬁg ":P;' g":ﬂ .
Posons
/:f,.m{a,,_ m() - (poge=1. 2y...)
et ST ) ‘
(13) buhﬂhunvﬂ)‘ == 1‘1;:2: ‘!‘l,:nn) fl" ’

pour tous les systimes finis d'indiees (. 7, ., #,) contenant plus
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gu moins que deux nombres, et désignons par S le systéme d'en
embles {E \ ainsi définis. D'aprés la définition des systémes
sembles U msd M08 it sans noine, Paprts (13
T(p, ¢) et celle des systémes 5%, on voit sans pm)ne, ¢ npf‘ s (13),
que T(p, )= 8"%, pour p et ¢ nvaturels. Or. daprés ky, , =0
(p q:l; 2....) et en vertu de (1). nous trouvons AYS) = 0. Les
formules (2 et (12) donnent done, d'aprés (9):

v =13 Yr= [ I~

peal  ge=l 'E<;: ”T! Gl 5":7“
o oo
'—.:H SM""‘::E, pour %= a.
pml  gwl

ce qui prouve que notre propriété est encore vraie pour le xm;mbre 7
La propriété I est ainsi démontrée par Iinduction trausfinie pour
tout nombre ordinal a.

Propriété IL Soient F et G deux ensembles et S{F, ., .. .} et
T{G., s,y deux systémes d’ensembles, tels qu'on a pour un nom-
bre ordinal o donué:

E = AY), G = A*(T").

Si o est un élément de Vensemble J et si b est un point tel

que la formule he(,, ,, .. subsiste pour tout systéme d'indices n,,

Ry,..., % pour lequel subsiste la formule aek,
élément de I'ensemble G.

La propriété II se démontre sans aucune difficulté par l'indue-
tion transfinie en vertu des formules (1) et (2).

Nous allons maintenant & démontrer que, pour tout nomhre trans-
finie a<7Q, l'ensemble E% défini par la formule (7), est un ensem-
ble de classe «. | -

On voit sans peine que les ensembles (4) sont de classe 1. (En
effet, de (6) et de la définition des ensembles I, et Q k, 1) résulte
sans peine que, pour tout % naturel donné, H, est I'ensemble de

Hy g

.y 8lors b est un

-nombres irrationnels contenus dans un ensemble ouvert: ¢’cst done

un G4 Or, on voit aisément que les ensemblos de elarso <1 coln-
cident avec les ensembles (¥y). Or. il résnlte sans peine par Iindue.

~ tion, des formules (1) et (2], que, si Sy{#,,,,....} esh un systéme

d'ensembles de classe <1, alors. pour a fini, les ehsombles At (S,)
sonit de classe <Ca + 1; il s'ensuit tout de suite de la formule (2)
que les ensembles A9(S,) sont de classe o, et on en déduit par
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Pinduction trausfinie que les ensembles A%(S,) sont de classe < a,
pour tout nombre ordinal a, te] que w< e << 2. Done, d’aprés (6)
et (7) l'ensemble £* est de classe <Ca pour tout nombre e de deux-
iéme classe. |

Soit maintenant ¢ un nombre ordinal donné et M un ensemble
donné quelconque de classe <. 11 résulte de la propriété I qu'il
existe un systéme d'ensembles de classe O, T{M,, ..., }» tel que

(14) | M= A*(T)

Soit N un nombre naturel donné gnelconque, Nous pouvons.
‘comme on xait, éerire le nombre N d'une fugon unigque sous la forme

‘ (Ib) N"“-—-—"ﬂ P Al + 2n,+u,~»~:l _}_‘ . _+_ '2"‘+"*+"'+”h“1

OU 73, Ng,..., M, sont des nombres naturels. M, . », €tant un en-

i)

semble de classe (), c'est done un terme de la suite (4): posons
(16) lu"llﬂ‘zln-n g == ”[ P

My
Pindice m, esl ainsi bien déterminé pour lout nombre naturel WV.

Désignons par « le nombre irrationel, défini par le développement
en fraction continue

a7 U 5 P 0 D S D

o | m, |my ,'md

et distinguons deux cas.
1) we M. Soit n,, ny, ..., n, un svatéme . d'indiees, tel que

2&M,,, ..., n,- D'aprés (16), (16) et (5) nous avons

(18) | rel

TN ngy s ny) '

Or, d’aprés (17) et daprés la définition des ensembles Q (&, m).
nous avons ‘ ‘

(19) reQkty m,), pour k=1.2,8,...,
done, en particulier:
(20) xeQ(N(ny, ny... “ M)y Ty, mppens mg)) -

Les formules (18) eti (20) prouvent, d'aprés (4), que 26 Hy,, e
done, d’aprés (6); LY A 3

Nous avous dune démontrd nque ln formule ek, o i, subsiste
pour tout systéme d'indices nyyny,.... %, pour lequel subsiste la for-
mule x&M, ey & Gtunt un point de M. nous en coneluons, d'uprés
(14) et (7) et en vertu de lu propriété U, que welie.

V)
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2) znoneM Admettons que nous avons we F* et s ny, 1y 7w T
systeme d'indices, tel que Z€E, o, n daprés (7) et (4)pous avoDS

done

(21) | ozt YOy ey il )

mwc)
N

=< 1] résulte done de (21) Vexistence d’un indice 27 tel que

%(22) ; 2 eQ(N(ng, ny,. .. M)y M) L

E or. il s'ensuit immédiatement de la définition des ensembles QK. #7¢)

@ que, pour k fixe, les ensembles Q& m) (n=1,2, 3 ..) sont sSans

o points communs deux i deux: Vindice m satisfaisant 3 13 tormule

— (22} est done unique et il résulte de (20) que mi =ma .- Nous
avons done zel ce qui domne, daprés (D), (16) et (16):

MN(ny, rgryers nk)’ :

g -5 - |
== La formule rek, .. eoitraine done, pour tout systtme d’in-

= dices my. e ”*5 la furmuh? reM, — ce quir donne, d’apreés
4= la propriété II, well, conlrairement & ['hypothése que rnon £ NZ.
&= Nous avons done znongB*.
; Nous avons dooe démontré que la formule xeAZ entraine ax & 0™
et la formule rnonedl entraine xnonel'™ Il en xrésulte tout de
@ suite que M==CkEe M étant un ensemble quelcorique de classe
f,ga, cela prouve que CE* ne peut 8tre uy ensemble de classe =T cx.
@  Or, on dédnit saus peine, par I'induction transfimie, des formu-
_9 les (1) et (2) que le complémentaire d'un ensemble _de classe =Z &
3 est un ensemble de clusse <C& + 1. Soit £, la classe de l'ensemble /o™ :
=== DOUS avons démontré plus haut quiil est £, <a (pour o<Cua <7 2).
D0 Done CE est un ensemble de classe <é +1. Or, nous avons
prouvé que CE* ne peut étre de classe << q: nous trouvons donc
EEH-I >a. done §,>>a, et puisque d'autre part £ = a, nous avons
0§a=a, c'est i-dire £* est up ensemble de classe a. <. gq. . d. |
== Done, pour tout nombre transfini o< Q. k* est un exemple
effectif d'un ensemble de classe a. _
Remarquons encore. qu'en modifiant légérement mnotre démomn-
stration, on pourrait prouver que £9 est un oxemple effectif d’un

ensemhle non mesurable (I3).






