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Sur un probleme de M. R. L. Wilder.
| Par
Bronislaw Knaster (Varsovie).

Dans son ouvrage récent!) M. R. L. Wilder a posé le pro-
bleme de Vexistence sur le plan %) de trois ensembles de points M.

G et H tels gue

(1) M soit wn ensemble connexe,
@ G+HCH,
3) | G.H=0,

(4) M— G et M— H soient des ensembles dispersés

et
(B) G et H soient irréductibles relativement & la propriété (4), c'est
a dire tels que, / ec .J satisfaisant aux conditions

' GLICG e HEJCH,

chacun des ensembles M— [ et M —.J contienne au moins un en-

semble conpexe. ]
Je me propose de douner dans cette Note une solution du pro-
bleme préeité, en définissant un ensemble situé sur le plan et en

démontrant qu'il satisfait aux conditions (1) — (®). |
Je me servirai i ce but de l'ensemble biconnexe S, tel quil

fut déerit par M. Kuratowski et moi dans Youvrage ,Sur Jes

ensembles connexes® (Fund, Math. II, p. 241—244). Jen rappelle ici

la définition,

cted point-sets. Fund. Math, VI, p. 216.

1} On the dispersion sets of conne
affirmative pour I'espace.a 3 dimensions.

3 et a ddclaré de 'avoir résolu par I\
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Qoit C un ensemble non-dense parfait, situé sur le segment {0, 1]
de Paxe X (admettons, pour fixer les idées, que ce soit I'ensemble
des points (z, 0) oit X peut étre écrit dans le systéme de numeération
3 base 3 sans faire usage de chiffre 1)

Désignons par d, le point (%, —12;), par P l'ensemble de tous les

points de C qui sont des extrémités des intervalles de l'axe x con-
tigns & C, par ¥ l'ensemble de tous les points & ordonnée rabion-
melle situés sur les segments de droite & extrémités dy et ¢, pour
tous ce P, et par W lensemble de tous les points & ordonnée irra-
tionnelle situés sur les segmenls de droite & extrémités d, et ¢, pour
tout ce C— P. Posons:

'S'O _ V"— W.
Ainsi défini,
(6) , -~ UVensemble S, est hiconnexe.
et \ ’
(7 Pensemble S, — (dy) est dispersé !).

En vertu de () et (7) le points d, est le seul point qui dis-
perse l'ensemble S, 2), mais 'ensemble (d,) n’est pas le seul sous-
ensemble dispersant (dispersion set de M. Wilder) de S,. Soit,
en effet, D (S,) 'ensemble composé de tous les points de S, situés
sur les droites 3, =2~ — 27 pour tout k> 1. On a; D(S,)(C S, et

(8) | dy, nom - & D (Sy),
cependant |
(9) So— D (8,) ast un ensemble dispersé.

En effet, pour tout point (a, y)—‘-f:do de §,— D(S;) 1l existe un k tel que
yx >y et, par conséquent, que la droite y =y, coupe le plan entre (z,y) et d,.
Ainsi aucun sous-ensemble connexe de 8, — D (5,) ne peut admettre simultanément
le point d, et un peint quelconque de S,— D (S))—(d,) comme £léments. Or,
¢y appartenant & tout sous-ensemble donnexe de §, ), 'ensemble S, — D (So) ne
contient aucun sous-ensemble connexe,

L'idée directrice de I'exemple que je vais construire consiste
b utiliser cette dernitre propriété de S,.

1) 1 e, p. 244,

) J. R Kline, 4 theorem concerning conmected point sets, Fund, Math, J1T,
p. 238.

) 1 e, p. 244,
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Etant donné, d'une fagon générale; un ensemble biconnexe quel-
congue S semblable (au sens de Giéometrie) & S,, désignons par D(8)
'image de D(S;) dans S et considérons une famille d’ensembles S(d)
définis pour tout d & D (S) et assujetlis aux conditions suivantes:

(10) S (d) est semblable & S,
(11) S (d)— (d) est dispersé
et, T'(d) étant le plus petit triangle qui contient S (d),
(12)  5(d).8=T(4. 5=
(13) S(d).ZS(a = T(d) Z‘T (a) =
o £D(8) = (4) @ 8D (5 —(@)

S (@) peut étre obtenu, par exemple, de la fagon snivante,

Etant dooné un point quelconque d de D (S), désignons par L le segment
de droite contenu dans S et contenant d et par N la normale & L en ce point.
Or, d étunt une des extrémités du segment de la ‘droite N countigu sur elle i l'en-
semble parfait non-dense N. S et ! désignant la longueur de ce segment, consi-
dérons sur la droite paralléle & L qui passe par N & la distance 3—1. I’ de L lgt.
deux points b et ¢ qui sont situés & la distance 3-1.1de N.

On peut définiv alors 'ensemble § (d} comme I'image de S, dans le triangle
b. ¢, d regardé lni-méme comme 1mage de la tramgformarion semblable du trian-

gle (0,0), (1, 0, (—é §)

La démonstration des conditions (10) — {13) est dans ce cas élémentaire.

Ceci établi, soient {D} et {S,} (n=>0) les suites dounées par
les formules:

(14)  Dy=(dy), So==5I(d)
et pour n >0 | )
(s D,= ¥ D(S@) S,= S(@. |
' ' dgh, 1 de D,

Posons: . ’
(16) : M—._—_ZS,,
et =
an 6= Dy ot H= Dot

n>=0 w0 #?

.F

Je vais montrer que les ensembles M, G et H ainsi définis sa-
tisfont aux conditions du probléme.

Fondamenta Mathematicae VI

13
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En vertu des formules (14) et (16) on déduit pour tout n =>0:

de (8) que

(18) D,. D,y == O, .

de (10) que

(19) chacun des ensembles S (d) ol de D est biconneme
et de (12) que

(20) , Sy Sppy=D,4;.

Les propositions (6), (19) et (20) impliquent par induction que
pour tout n=>0 l’ensemble 2 8, est connexe, comme somme de

0<m<‘~n

ensemble connexe X S, et de l'infinité d'ensembles connexes S (d)
0<m<n

ot deD,, dont chacun a des points communs avec lui'). Par con-
séquent, l'ensemble M peut étre regardé suivant (16) comme somme
d’'une suite croissante d’ensembles counexes, ce qni entraine la con-
dition (1).

La condition (2) résulte immédiatement de (17), (20) et (16) et la
condition (3) de (17) et (18).

La condition (4) peut étre déduite des considérations suivantes.

 Pour tout n >0 fixe Pensemble S, — D, se trouve contenu en

- vertu de (12) et (1b) & Vintérieur des triangles de la somme 3 7'(d),

arD,,

tandis que Pensemble 3 S, — D, est situé & lextérienr de chacun

. Qem <n

d’eux. 1l en résulte done selon (16) que
aucun sous-ensemble commexe de M — D, w'admet-a la fois |
(21) de points de X S, et de S, comme éléments.
0 Sm<n ‘ ,

%J’aurai recours, en outre, & la propriété suivante de M:

" aucun sous-ensemble conneve de = 8, —D,., w'admet si-

. ( ) 0-=m=<n

~myltanément de points de 2 S,, et de S,—D, comme éléments.

0‘<m <n

La condition (12) implique, en eﬁ'éf, par induction que pour

(23) - T@ ZS = (@)

1) L e, p. 210, corollaire V.
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D’autre part, lensemble d’accumulation de triangles semblables
disjoints se confondant avec celui d’accumulation de leurs sommets,

on a
- X T@=3 1@+,
d’oti " ” | v
T(d) 2‘ T (a) = T(d) 2‘ T(a)+ T(d).D,.
asD, ~(d) agD~(d) .

Le premier sommande de cette somme est nul en vertn de (13)
et comme on a D,C S,_,C 2 8,, done D,C =8,, le second se
0=m<n ‘

: O=tm <n
réduit en vertu de (28) & (d). On a par conséquent
24) | T(d); 2(?%) = (d).

Or, envisageons la partie de Pensemble S,— D,y située dans
un trapéze quelconque T' que-les images de droites parallgles v,
découpent dans le triangle 7 (d).

Comme T= T( T(d) et d non-e T, on conclut de (23) et (24) que

-T—:ZS,,—-T(d)mO,

0<m.=n

ce qui prouve & plus forte raison que T (8,— D,y est séparé de
la partie de 3 S, située en dehors du triangle T(d) Comme d'au-

0=<mzzn .
tre part Je produit considéré est par définition disjoint de D, .,

il n’a aucun point commun avec les images des y,, puisque augun

point de M — D,,; n'est situé sur elles. Or, le trapéze T ne com-

muniquant avec le reste du triangle T'(d) que par ces paralléles.
Yensemble T'.(S,—D,,;) se trouve en conseéquence séparé de la
partie de S,— D,,, située dans T(d)y—T. 1L est ainsi séparé de

tout son complémentaire dans X S,. Tout point de S,— [, appar-
0 zm<n :

tenant & up trapéze T et tout point de IS, appartenant b son

. <m<n
complémentaire dans 3 §,,, ces deux pomts ne peuvent donc étre
N imn ‘ .
upnis par aueon sous-ensemble conpexe de & S.— D,., ce qm
' 0Sm=<a '
prouve la propriété (22).
13
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Enfin, la condition (13) implique que tout ensemble S(d) ol
de D, est séparé de tout ensemble S(a) ol ae D,— (d), puisquils
sont situés dans deux triangles disjoints. Selon (15) aucun sous-
ensemble connexe de S, ne peut done admettre & la fois de points
de ces deax ensembles comme éléments. Or, comme en vertn de
(11) tout S(d)—(d) et, en vertu de (9) et (10), tout S(d) —D (S(d))
est un ensemble dispersé,.on en conelut que pour fout >0

(26) S, — D, est un ensemble dispersé,
et _
(26 S, — Dyyy est un ensemble dispersé.

Ceeci établi, supposons que M — G ou M — H contienne un en-
semble connexe E (ne se réduisant pas & un point). Abstraction
faite de S, G ou S, — H, qui en vertu de (7) et de (9) ne peuvent
coritenir K, la proposition (21) implique aussitét d’aprés (17) Vexi-
stence d'un nombre naturel n=n, tel que

@) EC (8,— Do) +(Suts— Dinsa).

osanl n =1, | . dans (22) et (26) et n=mn, dans (25),
voit que E ne peut ni admeétire a la fois de points de ces deux
sommandes comme éléments, ni &tre contenu entidrement dans un
rairement & Vinelusion (27).
ndition (4) est conségquent établie. |
Passons & la derniére condition. L’égalité (20) entraine Finclusion
D, C 8., dot S(&).D,C 8(d).S.,, quel que soit S (@). Comme
d'aprés (12} on 2 S(d). 8._,=(d), il vient S(d).D, C (d), donec

(28) $d) —(@C 8@~ D..

Comme en verta de (17) on & S{d)— D,—D..CM—G_—HC
CHN - 1, T'inclusion (28) mplique que |

29) 8(d)—(d) — Doy CH—1

Soit maintenaut d ¢ D, un point queleonque de G — I. Par suite,
on & d'une part en vertu de (17) linclusion D,,,C M—6, doi,
a plus forte raisonm, |
80 Dy CH—1,
ot d'aatre part, comme G —IC M—1I:

ey @Ccu—1 e
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(LE

L'addition des inclusions (29), (30) et (31) membre & membre
donne: S(d)(C M —I, ce qui prouve suivant (6) et (10) que M —I
contient un emsemble connexe. Comwne par raison de symétrie il

~ en est de méme de M-—.J, la condition (B) et par conséquent, tou-

tes les conditions du probléme se trouvent réalisées.

11 est & remarquer gque dans Pexemple qui précéde les ensembles G et H,
tout en étant disjoints, ne sont pas séparés. On a méme G = H. 11 est possible
cependant de construire un exemple analogue, en’ remplagant la condition {3} du
probléme par celle que les emsembles G et H soien} péparés. On peut prendre

3 ce but: :
1* comme S, 'ensemble biconnexe formé du point {0, — 1) — qui le disperse —

et des courbes

g s T
g = ¢x +4sin —
y x ;

5 ordonnée rationnells pour (¢, 0)z P et & ordonnde irrationnelle pour {e,0)= C-P.
sitnés sar la droite y= %'

2¢ comme D(S,} I'ensemble des points de S,

3% comme S{d) et T(d) oi de D, les images . e

i S, et an plus petit reetangle (& coté paralléle & P'axe des x) comtenan
mées de facon qu'elles remplissent les conditions (11} — (18) =t que les ensembles
D.31 viennent, se placer pour tout #>0 sar les droites & ordonndes ¢ 4 3",
hagque point de Dj. L'emsemble des erdonnées

NOXNSOTIROTDECS g v

y prenant les valeurs de celle de
de G- H sera alors isolé.

Les principales formules ot la marche wéndrale desraisonmen
lement valables pour cet exemple.

Formia 1924 - .






