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Sur un ensemble fermé conduisant 3 un ensemble
non mesurable (5B).

Par

W. Sierpinski (Varsovie).

Nous atvons démontré avee M. Mazurkiewicz dans ce jour-
nal 7) qu'il existe ensemble plan fermé F,, tel que l'ensemble
de toutes les droites paralltles & Paxe Oz qui rencontrent F, en
upe infinité non dénombrable de points est non mesurable (B). Le
de cette Note est de donner un exemple effectif d’un tel ensemble.

L'ensemble de tous les cercles rationnels du plan (c’est-i dire
cercles dont le rayon est rationnel et dont le centre a des coordon-
nées rationmelles) est, comme on sait, effectivement énumérable:
nous savons domc construire effectivement une suite infinie

K, K, K, ...

formée de tous les cercles.rationnels dn plan, Soit @, Vintérieur
du eemln K.

Désignons par H I'ensemble de tous les points (z, y) du plan,
tels qué 01 ot OTy << 1.

Soit z un nombre irrationnel donné de l'intervalle (0 1),

® 1‘+‘,1,,} ol

s

P

50N (%W&L@ppement en fraction infinie, Posons
@) P(e) = HC (0 + 0.+ 0 +-...)

— ee seront évidemment des ensembles plans fermés, détermmés
our tout nombre z dse Fintervalle (0, 1).

3 Pand, Math. t. VL p. 161 a5,
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Désignons maintenant par M Pens pmble de tous les points {x,¥, 2)
de l'espace, tels que 2 est un nombre 1 ationnel da i’mw;rvalie
(0, 1), et (x,9) est un point du plan appartenant i I'ense

! Posons
(3) F=M-+ M
— je dis que l'ensemble ¥, qu'on obtient en coupant F par le plan
y =z jouira des propriétés désirées

Daprés (3) lensemble F est fermé. Or, soit @ un essembk
fermé donné quelconque, situé dans le carré H. Je dis qn’“ﬂ existe
un plan paralléle au plan z =0 qui coupe F en us ‘M‘.:vw de
points dont la projection sar le Ih‘ z2=10 est . s @

Pour le prouver remarquons . d'shord qﬁn«& tout em

ouvert est une somme dume suite infinte. d’ensembles tiréds de la
suite

(4) ) 0y, @, Os-.--

Done, C @ étant un ensemble plan oumveit {puisque @ est fermé
et borné), il existe ume suite infinie d’emsembles tirés de (4), soi

Q”:’ 'Q“:; Q":t..-; t@ll?e q'ﬂ&

®)  CO=Qut Ot Gt
Posons '
© * w*m*w*“

ot désignons par E Vemsemble de points en lesqis
rencontre l'epsemble F. Je dis que la proje
plan 2=0 est l'es semble O. |

in effet, @ étant uo amemble contenu dans H, il résulte d
(6) et (1), d’mprés la définition des emsembles P(2), que.

(fz) | P{z.) =HO=0.
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(%45 ¥o, 2,) €5t donc un point de M ou bien un point limite de M.
tontefois il existe une svite infinie de points de M, (m,..‘, Yiy 2)
(=1, 2...) qui converge vers le point (z,, %o, 2 ). Il en résulte que
(9 lim 2, = z,.
(9) o = #

Admettons que (z,, y,) n'est pas un point de @: ce serait done
un point de C @ et, d'aprés (), il existerait un indice p, tel que

(10) | (%0 Yo) € Qus-

Or, il existe, comme on sait, pour le nombre irrationnel 2y 6t
pour le nombre naturel p, un nombre positif d, tel que tout nombre
irrationnel z, satisfaisant 3 Pindgalitd |2—z, | < 0, donne un déve-
loppement en fraction continue ayant le méme pi*me dénominateur
que le nombre, z,. Désiguons par

w U1
(11) a= it et

le développement en fraction continue du nombre z: d’aprés (9)

nous aurons done B
mo=m, pour k> u,

done o ‘

{(12) =00 pour k> p,

Fd .

Or, la suite (z,,9.,2) k=1, 2, -) convergeant vers le point
(%43 %0, %), nous avons, d'aprés (10):

(x“ ;yk) € Qng Pour /C > ¥,
done, ‘d'aprés (12):

(o %) e Q.r pour k> u 4 »

¢ce qui prouve, d'aprés (11) et d'aprés Ja définition des ensembles
P), que (z,, %) ne peut &tre un point de P () pour k suffisam-
ment grands, et parsuile (z,,4,,2,) ne peut étre pour ces k un
point de M, contrairement i la définition de la suite (Zxy Y 20)-

Il est dome impossible qu'il soit & la fois (0. %o) € IT et
(%os yo) mon £ @. 1 en résulte que ITC @, ce qui donne, d’aprés (8),
=0, ¢ g f d. |
‘ ouze avons ainsi démontré qvﬁ:’e Pensemble fermé F jounit de la
propri€té suivante: Quel que soit Pensemble plan fermé D, situé dans
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le carré H, il existe un plan pare plan
section avec F' a @ comme Ww@wm aur i@ plan z....-ﬂ*}

Soit maintenant N I'ensemblesomme de toutesx les droite
Pespace paralléles & Faxe Or qui rencom:
dénombrable de points, et désig
en coupant N par le plan :

Nous avons démontré avee M Mazmrkiewiaz{i, c. p. 163}
que, E étant un eunsemble (4) de M. Souslin donné queleonque,
situé. dans l'intervalle (0, 1), il existe un emsemble plan fermé @
(dont on peut évidemment supposer qu'il est contenu dans le carré
H), tel que E est I'ensemble de tous les nombres réels & pour les-
quels la droite y =25 rencontre I'ensemble @ en une infinité non
dénombrable de points 2).

Il en résulte sans peine, en vertu de la propriétg d :

Vensemble ¥, que les sections de I'ensembl
léles & Vaxe Oy Jonnent comme projections

sembles (A) situés dans I'M«WIJ@ ('I 1}. Oen en eu,-as’ isément que
la section de lensemble B par la droite y —=2, x=10 d@mm«e Y’ -
semble S, dont le eomplémentaire C S fpar rappor pette droite
n’est pas um e‘;.'ne {A}

En effet, si C S était un ensemble (4), sa projecti
0w serait aussi un ensemble {4}, et i e v.@ uwne
x =0, eoupamt I’ﬁ&bl& R suivant Vensemble T, dﬂt la proje-
ction sur Faxe Oy est T. Or, on dédnit tout de suite de la défini-
tion des ensembles 7, et S que le point (0, 2,, 2,) appartient & T
ou non, en méme temps qud S. D'autre part T, est évidemmen
la projection de l'ensemble C S sur la droite z=2z2,, =10, dob
résulte tout de sumite (CS étant situé sur la droite y=g o=0)
que le point (0, 24, 2} fpmrmgat 4 T, ou non en méme temps gqu'd
C S. Nons awons ainsi une eontradiction, ce qui prouve gue 08 ne
pent étre un ensemble (4).

s de
F en une m«ﬁmtae BOB

LEC g

NOnS par R Venzemble qm’ma nhtiont

Pl
A——— '

1) Remarquons que M. Waiewski a construit {ee journal, ¢ IV, p. B1d—
246) un econtinu A trois dimensions dent toutes les sections par um plam mebile
parailéle an plan 2==0 se projettent sur ce plan snivamt un ensemble fermé se
mhangean»t d'nne fagon continne avee la position du plan secant !

sous-ensembles fermés da carré F. |

3} Noire démonstration utilisait seulement la propriété saivante des emsembles
{4), pwpne«té gu’on peat premdre comme définition des emsembles {A) Les ensem-
bles {A) sont des images univogues el continnes de 'ensemble de tous les nom-
bres irrationnels de Pintervalle {0, 1).




ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

202 W. Sierpinski.

Remarquons que nous avons ainsi démontré lezistence d'un en-
semble linémire dont le complémentaire west pas un ensemble (4), en
partant de la définition des ensembles (4) comme images continues
de l'ensemble de tous les mombres irrationnels de l'intervalle (0, 1),
et w'utilisant pas d’auires propriétés de ces ensembles. En s'appuyant
maintenant sur la propriété que tout ensemble mesurable (B) est un
ensemble {4), nous concluons que T'ensemble S n’est pas mesura-
ble (B) (son complémentaire CS n'étant pas un ensemble (4)).

Or, désignons par N, l'ensemble qu'on obtient en coupant, I'en-
semble N par le plan y=2 On voit sans peine que N, est l'en-
semble-somme des droites paralléles & I'axe Oz dont l'intersection
avec le plan =0 donpe l'ensemble S; S étant non mesurable (B),
nous en concluons que N, est un ensemble non mesurable (B). Or,
on’ voit sans pgine que N, est l'ensemble-somme de toutes les droi-

tes paralléles & I'axe Oz qui rencontrent l'ensemble fermé F, en
upe infinité non dénombrable de points. L'ensemble F, jouit ainsi
de toutes les. propriétés désirées.

Observons encore quil s'epsuit des résultats de notre note citée
que S est un ensemble (4): nous avons ainsi un exemple effe-
otif d’un ensemble (4), dont le eomplémentaire n'est pas un ensem-
ble (4)1). Pareillement on conelut que B est un ensemble (4)
p*]am dont le eeupiéantmre n'est pas un ensemble (4).

%’}Le premier exemple d'un tel enseb]e. trouvé en 1917 par Souslin et
simplifié par Lusin, n'a pas 6té publié (Outre les propriétés des ensembles (4),
atiiisées dans notre raisonnement, l'exemple de M. M. Bouslin et Lusin fait
usage du théoréme que I'opération 4 effectuée sur un systéme d'ensembles (4) donne
Wumm un ensemble (4). Un autre exemple de méme nature se trouve dans le
aémoire de N, Lumn et W. Sierpiviski: Sur un ensemble non mesurable B
Journal de Mathématigues 1923;.p, 63). (La démonstration y fait usage des nom- ,
bres transfinis), ‘ o

.






