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Sur les points linéairement accessibles- des en-
sembles plans :

Par

Otton Nikodym (Cracovie).

Soit E un ensemble plan donné: on dit, daprés M, Urysohn?)
quun point p de E est lindairement accessible 'il existe un segment
rectiligne pg tel que tous ses points (le point p exceptd) soient
étrangers & E. Désignons généralement par a(Z) l'ensemble de
tous les points linéairement accessibles d'un ensemble plan % donné.
Il se pose naturellement le probléme d'étudier la nature des ensem- -
bles a (E) pour des classes d’ensembles £ données. | ‘

Nous développerons ici une méthode qui permet de résoudre ce
probléme pour plusieurs classes d’ensembles. En particulier nous
prouverons, en appliquant notre méthode, que si £ est un ensemble
(F,), a(E) est toujours un ensemble (4) de M. Souslin, et que
si E est un ensemble (4), a(E) est une image univoque et conti-
nue d'un ensemble complémentaire & un ensemble (A4).

Nous nous servirons dans la suite d’une notion de V'accessibilité
linéaire, qui ést un peun plus large que la notion de M. Urysohn.
Soit £ un ensemble plan, p un point quelconque du plan considéré;
nous dirons que p est lindairement accessible dans E, il
existe un segment reetiligne ouvert, contenu tout entier dans E

et ayant Pnune de ses extrémités en p.

Notations.

1. (C) désigne lo type des ensemhbles complémentaires aux ensembles (A).

2. 8i R est une correspondance binnivogue, on désigne par R~ la correspon-
dance inverse i R,

3. B étant une correspondance univoque entre des points, E un ensemble
de points, R pro E représente Iimage de I'ensemble E produite par -R.

'} Fund. Math, t. V, p. 337 (Probléme 29).
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4. a:,/r\;;) {...} désigne l'ensemble de tous les peints ayant les coordomndes
x,r,¢ qui satisfaient & la condition spécifie dans les paranthéses { }.

8. <ab>> désigne un intervalle férmeé, (ad) un intervalle ouvert.

-8. < B> désigne E+ E’, on E est la dérivé de 'ensemble E.

7. (E) désigne I'ensemble de points intérienrs de E, par rapport i I'dspace

conaidere.

8. co K désigne le complémentaire de K par rappert i I'sspace considéré.
9. Le signe 77 signifie: identique par définition,

1. Soit (R) le plan Euclidier pourvu dun systéme des soor-
données réctangulaires £ 7. Envisageons une courbe Peanienne rem-
plissant le plan (R) tout entier, a savoir une fonetion p= fia, .
définie pour tous les nombres réels 2, partout continue et ayani
pour ses valeurs les points remplissants ().

Envisageons lespace euclidien (¥) & trois dimensions pourva
d’un systéme des coordonnées reetangulaires z,y,2. — Nous allons
définir pour chaque point 2z, de P'axe z de(¥), une correspondance
B, définie comme il suit: |

Marquons dans (R) le point p,, ol p, = f(2,) et désignons
coordonnées planes par &, 7,; & chaque point p (£ #) du plan (B)

faisons correspondre le point:

{1) g=f—&, y=01—" 2=7

de Yespace (V); la correspondance que l'on obtient ainsi sera dési-
gnée par R, . g

Tous les R, sont des congruences an sens Euclidien, ef par coa-
séquent elles sont biunivoques et bicontinues. On voit que I'image
dn plan (R) produit par la correspondance B, est un plan a, per-
pendiculsire au point z, & I'axe z de V'espace (V). K éant un en-
semble arbitraire dans (B), posons

(2) . E*—- 3R, pro E
la sommation étant faite pour tous les poiats z de Yaxe 2. .
Si l'on considére les plans @, comme des ensembles de points,

on a évidemment

a, a,= 0 pour z F 2
et .
(3) | R. pro E C @, pour tous jes z
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Pour tous les ensembles £ et tous les nombres 2 on a évidem-
ment: ﬂ

“4) E*¥ a,= R, pro E

2. Voila quelques propriétés de l'opération ,“.
Si u est une classe d’ensembles situés dans (R), on a:

H&y M;y.
1 (II My*= II M*
: Jta” '"‘E.“

I est évident et II se démontre facilement & l’anle de (4)

IIL Si M est fermé, M* est aussi fermé.

La démonstration de cette propriété n'offre pas de difficulté.

IV. Si M est un ensemble (4), M* est aussi un ensemble (4).
) effet, soit M un ensemble (4) et |

Ao =12 0,0 6=12,..

son systéme déterminant composé d’ensembles fermés.
D'aprés I et Il on a

M*—-~(ZA,1 4. ) = 3y A=Y 8245, ...

Y By iy bgees

M* est done un ensemble (4), comme noyan du systéme déter-
minant {47, .} formé d'ensembles fermés (d'aprés III).

V. 8i M est un ensemble (F,), M* est anssi un ensemble (F,).

La démonstration s’appuit sur I et IIL

3. Soit maintenant M un ensemble (A), resp. (F,) situé dans
le plan (R)

Envisageons un nouveau systdéme de conrdonnées dans l'espace

. (V}, & savoir le systeme cylindrique, dont l'axe prineciple Z coin-

cide avec Paxe 2; le demiplan principal soit situé dans'le plan
x, 2, de sorte qu'on ait pour un point arbitraire p (z, y, z) non situé
sur l'axe z: |

Z:—..z, R=VzvF 42 sin Q:—_%, o8 (D:%.

On a (@R Z)=(®+ xR, 7).



| TN
(4) resp. (F,): M* —zyz{z*-+ y*=10} en un
est aussi du type (4), resp. (F,)

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

| gmeestsaxtméemi’uaz,mlmyawﬂwzﬁﬁ!@m“m&ﬁm*"

Les points linéairement accessibles 2563 m

Faisons ensuite & chaque point (r,y, 2)=(®. R, Z), okt B 0.
correspondre tous les points:

n=0+42m, =R =2 (n=

Cette corr&xpﬂndanee T qui est mnlnv*'q% transforme la

tion de V: xyz{x’-!—y'#(}} en xyz{y>0*}

T étant loealement biunivoque et continwe, iransforme I'ensembie

PISE m& Mﬂ q@i

Pour #fen convainere, il suffit de partager l'espace
Paxe z) en parties fermés convenables et chserver que la somme
d’'une infinité dénombrable d'ensembles (4), resp, (F,) est aussi un
ensemble (A), resp. ().

Envisageons Pensemble M**{p) de tous les points de M™, dont
la coordonnée y est < g, o ¢ désigne un nombre positif pris ar-
bitrairement. Projettons orthogemlam M** {p) sur le plan (z, 2)
et désignons l'emsemble ainsi obtenu pat F{g). Projettons ensuite
I'ensemble co F(g) (c'est- a.-dme V'ensemble complémentaire de F(@}
par rapporl au plan (z, z)) sur l'axe z: soit G(g) cette pr jeots

4. Passons i ['étude de I'ensemble G{g} Soit z, ua P int
G(g). Ce point est la proj int ¢ (%, 25) &e

oetion d'ma certain po:
co F{g). Donc il vy a aucun point de M**(g) dont les coordonnées
T, ¥ 2 vénﬁamnt les conditions: |

3«*%,0(?(%3“‘ %"

Nous en concluons qu'il n'existe aucun poiat de M¥, pour le-
quel on ait:
P=1x,0<E<e Z=2-

D@n@, 8i Yon considére dans
ouvert 1 de lﬂ@gﬂxﬁéﬂl‘ 0- la w;v.‘m ¥

D’Gﬂﬁ, i Jon revient au P”hn (m et si I'on g cOn®BOre L3R
M*. @, produit par la ecorrespondance B[, om vmt gue sur le
Bt R" pm ! 1l n'existe anewn Bt de M. Le Wt
ey 'éﬂ an p@wt f(%}& B8 gmm est
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Il sen suit que chaque point de l'ensemble Q(g)7/ pro G (o) est
linéairement accesible dans co M par un segment ouvert de lon-
gueur =¢.

‘Nous allons montrer, que réciproquement, si P est un point, li-
néairement accesible dans co M par un segment ! ouvert de lon-
gueur = ¢, chaque nombre 2, tel que P= f(2), appartient & G (p).
En effet, supposons qu'on a P= f(z,) et envisageons la correspon-
dance R,. Désignons la direction de I par @ - 2n7; I se transforme
en un segment ,, — K, pro / de la méme longueur et de la méme
direction @ = @ + 2nn; lorigine de [, se trouve sur I'axe z dans
le point z,. Dans M* il n'y a pas de points, dont les coordonnées
dans le systéme cylindrique seraient:

‘-@ch-i-Zn:g;, O<R<g, L =z,.

I s'en suit que dans M** il n’y a pas de points, dont les coor-
données seraient |

| z=@-+2nm 0 y<<op z2=2,.

Done, dans le plan (z2) le point (z = @ - 2nm, 2 =2,) appar-
tient & co F'(g), de ee qui suit que le point z =12, situé sur l'axe
2 appartient & G (o). | _

Nous avons done établi que J'ensemble @ (p), de tous les points
de (R) qui sont linéairement accessibles dans co M par des segments

de longuenr = ¢ est identique avee f pro G (p). Il den suit que
Pensemble: '

%) . Mljafﬂ)’*’"'j@(%)

est Tensemble de tous les points de M qui sont linéairement acce-
ssibles dans co M. ,

B. Pour étadier le caractére de Iensemble M, . faisons quelques
remarques préliminaires. g(s) étant une fonetion continue queleon-
que, S l'ensemble de valeurs de s que nous supposons fermé, ot
la fonetion est déterminée; U I'ensemble de valeurs de g (8), soit E
un ensemble donné contenu dans I/, |

Posons | |

E’-—-;-E{g (s)e E}.

vértu de continuité de ‘Ia fonction g (s) on voit que: I'. 8i B
est fermé, F¥ est aussi fermé. o
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p étant une classe d'ensembles contenus dams [, on a:
IT. (ZEfr=2 P ®
Epp Een
et :
- I - (ITEy=II E* ).
Tep Ze

IV’. Soit E un ensemble (4) contenu dans U/; nous démontre-
rons que K’ est aussi (4).
En effet, soit {E,,,,. .}, un systéme déterminant composé d'en-
sembles fermés contenus dans U; E soit le noyan de ce systéme.

Er= X (E. E”;’-'.)"-'-'-"— E“ Eﬂ..&é”...
dgy dgeer-

E* est donc un ens pmble (A)’ comme ¢ BOyan dm 340
nent {Ef ...} mposé d’ensembles fermés.
(F. ), Er est aussi (F,).
6. Cela posé, on a évidemment
Glo)=[¢(a}

la f‘ f(z) étant continue dans Pensemble fermé
nombres réels. Done ®aprés (7) II' ot IIF, om a:

aur= . Foj)

T

Jiet)

P |

4 Cf. W. Sierpifiski Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 192.
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Les ensembles F' (-11;) sont des ensembles (A4), resp. (F), comme

1 . ‘
projections des ensembles M** (;z) qui sont (4) resp. (F,). Done

H o (i) est un ensemble (4), resp. (F,), d'ol résulte que ZJG (;13)
est une projection d’un engemble (C), resp. (G4) plan. — Il en re-
sulte que dans le cas ot M est un ensemble (F), (M,) est un en-
semble (4). Done, M,,-comme image univoque et continue de M,,
est aussi un ensemble (4). Dans le cas ot M est un ensemble (4);
T'ensemble (M,Y peut &tre regardé comme projection d'une différence
de deux ensembles (A) plans, & savoir

~ - 1\ -
z,z {ze M} —-_HF(;').

Or, M Sierpifski a démontré que les projections des dif-
férences de deux ensembles (4) plans sont des images continues
des ensembles (C) linéaires ). Done, dans notre cas, M; est une image
continne d'un ensemble (C) linéaire. | |

7. M, C. Kuratowski a dooné une démonstration trés simple du théoréme
pour les eosembles (F,) situés dans I'espace Euclidien & #>>2 dimensions. —
Nous donnerons ici sa démonstration pour # =2 pour simplifier le langage. Fai-
sons d'abord deux remarques. '

I 8i M M, )M, 7)... sont des ensembles, convexes bornés et ayant le
diamétre > a >0, le produit M,. M,..... est aussi convexe et ne se réduit pas
2 un seul point. ’ ‘

. 8i F est fermé et < p,g>. F est vide ou se compose d'un seul point,
il existe pour chague 7 >0 un rectangle P, tel que < p, q > (C(P) et le diame-
e 3(P.F) < 5. — On pent méme supposer que les coordonnées des sommets de P
sont des n~mbres algébrigues, et choisir P de sorte qu'il se trouve tout entier
dans I'intérieur d'un rectangle (R). contenant < pg>> et donné a I'avance.

o
Soit maintensnt un ensemble plan E du type (Fy). On 2 E= 3 F, ou F,

now]

sont fermés et F, C Fop1.
Envisageons tous los rectangles de diametre > ;'1", dont les sommets ont des
<oordonnées algébriques. ” ‘ |
Soient P, F;.... tous ceux, pour lesquels 4 (P. F,) < 1; Py, Pli définissons
comme rectangles P pour llesqutets PC P1 ot & (P.F’) <.% e

%} Cf. ce volume, p. 238,
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Nous en obtenons un systéme déterminant {P, ,..:, } composé des rectangles

et on &

et .
$ (Fhny- F) <'§i~
Soit ¥» le noysu de ce systéme. On démontre fn;lmum que:
a{B)=F. § | 4
!

d’ou il suit que o (F) est un emsemble (4).

Par une modification légtre du raismmt&es%l —6 on
peat traiter le probléme suivant, ) par M. Sierpidski et
M. Mazurkiewiez FE étant un ememhle plac du type donné
P- & (F, on (A), soit I l'ensemble de toutes les droites illimit
gui nont pas de points communus avee K. Désignons par J{E} T’aen»»
semble somme de toutes tes droites, quand om les regarde co
des ensembles de points. Il sagxt d’étudier le type de d(E).

sur 1e plm z z I'ensemble
e = F). S(“F)a

-,

Pour atteindre ce lmt2 ‘."!hn:

ol F désigne la projection mentionnée et Sm translatio
z2 dans la direction de I'axe y et de grandeur s Démgn
G la projection de F, sur I'axe z; Fens emble f pro (G — E’) m
Yensemble cherché.

On obtient ainsi que, si E est un ensembie
ensemble (4), et si E est un ensemble {A), d{E) m
voque et continue d'un ensemble (C) linéaire.
logue (un pan mea) ou pex

Par une méthode analog
les questions analogues pour des ens
Euclidien & plasieures dimensions et on

analogues.
Il est intéressant qu

‘ ‘.:e:vv«f;m fermé E (m& Pes-

~ pace i 3 dimensions) pouar Iaqnasla(ﬁ) n'est paﬂ mesurahla(ﬂ.

tra dans le

Nous en donnerons exemple (la démonstrati
volume VIII de “and. Math *) %).

M, Alexandroff écrit dana sa lettre du & L. lmml’ Urysohn 2 con-

struit un tel ensemble sur une surfuce de Riemann & une infinité de feuilles,

Lidée de cetwe constrnction est en gusigues points sembiable & celle gue ndus
employons ci-dessons.
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Soit M un ensemble (4) non mesurable (B), situé sur laxe z
d'un systéme des coordonnées cylindriques (z, r, ¢) de l'espace Eu- |
elidien 4 3 dimensions.

Soit

{Ogiesy) (i =125 k=1,2,..)
un systétme déterminant, (dont le noyau est M), formé des intervalles
fermés d, ..., situés sur I'axe z et régulier, c'est-a-dire: d,, ety O
Cé, 4y, ot la longueur de d, e i, < Yi- Posons 4, —ty, =
= <@, ...y Dy y..q > et formons un nouveau systéme déterminant
compos¢ desintervalles ouverts: &', ., ... = (8, ... o — Y1y by iy i, 10)-
¢finissons @, ., comme I'ensemble de tous les nombres irrationnels
>0 et <<1, dont le développement en une fraction continue et
infinie (ayant les numérateus =1 et dénominateurs naturels) coin-
{%:t Envisageons dans l'espace z,r, ¢ le
systtme des ensembles ouverts: '

1 1 ,
A i, =zrp lk42 <r <7;: “’_'-"6«,..-.,.“{*
af .

¢8(< %a%--”i >)
() 5y e =1,2..), (k=1,2,..)

N?ZZAQ.&'N&

kel Ay ], 2o

&
"g

L'ensemble fermé E = co N a la propriété en question,

Il suffit de démontrer que M=a(E).zr ¢ {r=0).

Or, nous avons trouvé avec M, Sierpirnski un ensemble E
plan du type (G,), pour lequel a(E) n'est pas un ensemble (4).
Pour P'espace & 3 dimensions on peut méme définir un ensemble E

du type (G;) et tel que Pensemble a (E) x/y\z {y = 2= 0} est ho-
méomorphe (2 un ensemble dénombrable prés) avec un ensemblo
linéaire, qui est la projection d’un ensemble (C) plan arbitrai-
rement pris 4 Pavance,






