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Sur les fonctions d’ensemble additives et continues.
Par
Gr. Fichtenholz (Leningrad).

Soit f(E) une fonction d’ensemble, définie pour les sous-ensem-
bles mesurables (L) d’un ensemble horné E, de points dans l'es-
pace & m dimensions. Elle est dite additive dans E,, si l'on
a toujours la relation

7B+ ) =J(E) + f(E,),

quels que soient les sous-ensembles E,, , de E,, sans points com-
muns. On appelle la fonction f(E) continue, si sa valeur sur un
ensemble E tend vers zéro avec le diamédtre de E.

M. Sierpiniski & montré récemment?) qu'une fonetion f(E)
additive et continue prend toute valeur intermédiaire entre deux de
ses valeurs quelconques, en sorte que l'ensemble de toates ses va-

leurs est toujours un intervalle fini?), fermé ou non. Or, la question,

si eet intervalle est toujours fermé, c'esth-dire, si les bornes su-
périeure et inférienre de la fonction f(E) sont toujours accessibles,
restait ouverte 3). Je me propose dans cette Note d’en donner la
résolution négative. Je vais montrer notamment, en m’appuyant sur
le théoréme de M. Zermelo, qu'il existe une fonction f (E) d’en-
semble mesurable, définie dans un paraliélépiptde P de mesure 1,
additive et continue, mais telle que ses bornes ne sont atteintes pour
aucun des sous-ensembles mesurables de P.

1) Fundamenta Mathematicae, tome III, pp. 240 —246.

*} Car, la fonction additive et continue dans un ensemble borné est elle-méme
bornée. Loe. cit., p. 241. _

3) 8Bi T'on suppose la fonction f(E) additive an sens complet (ce qus
veut dire que la relation

JEA Byt )= FE)+ FE)+ ... .
a liew aussi pour une infinité dénombrable d’ensembles sans points communs deux
4 deuxj, on peut démontrer qu’ells atteint ses bornes supérieure et inférieure;
Cf.: H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, p. 403, Satx IV a,
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Drabord, je développerai une méthode pour eonstruire unme fcmc-
tion ¢ (&) d’ensembla, non-négative et additive.

Soit {E,} (a << 'y') un ensemble bien ordonné, dta type 7, fmmé
de tous les sous-ensembles mesurables du parallélépipsde P. Nous
allons définir la fonetmn non-négative g(E) par i’mdn@ Msﬁme,
partant d’'une valear arbitraire g(E,) >0 et le faisant de manidre
que la condition suivante soit satisfaite:

Coundition (C): Quels que soient les sons-ensembles EE,,

..y K5 , en nombre fini, si Pon désigne par @, (M), g, (M), ..., ¢ (M)
leurs fonetions caractéristiques, I'inégalitd

P (M)t (M)+...Fc.p. (M) >0
(ol ¢,..., ¢, sont des constantes)

supposée vérifiée pour tous les ms M de P, entraine
ment la suivate:

¢1 9 (Bs) + e 9 (E,) +~--‘§-c,.g(Ea,§>0—

A cet effet, supposons que la fonetion g(E) est déja définie sur
les ensembles E,, pour & <um,, et cela en sorte que la condition
ci-dessus est satisfaite, si a,,..., @, so nsidén
nant deux grompes d'ensembles

By Bayy.ooy By 5 Eyeyy By, .., En (s By < By)
et de constantes |

€13 Cgyevy Caj €15 Cayeeny Cm
tels qu'on a, pour tous les points M de P

¢ ¢ (M) + .. +6%(M)<%{M}<ﬂa%(ﬂ)+ - @ (H)

Pos P1, Piy-.. Gésignant les fonctions earactéristi ondan-
tes aux ensembl&s Fo, By, Exs.... Or, d’apméss la mdxi:ma (C’),

e g(Be) .-+ g (E) < 9 (Ba) + ...+ g (Ba ),
nom -ﬁéguﬁva) des

et I'on voit que la borne supérieure (évidemment,
sommes du type

a6 g(Ee)+ ...+ aglie)
ne surpasse pas la borme inférieure des sommes du type

& g(Bar) + ...+ €. g (Er).
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Par conséquent, nous pouvons toujours choisir la valeur g (E.)
entre ces deux bornes, en posant, p. e, g (E) égale & la plus pe-
tite d’elles. Avec cette détermination de la valeur g(E,)<<O, je
dis que la condition (C) demeure vraie dans I'hypothése que I'un
des ensembles E,, E.,..., E. se confond avec E,, (p. e, E.), tan

dis que tous les autres le précédent. En effet, soit

ey (M)t (M) ... +ca @, (M) =
d'oli, 81 ¢, >0

, .
g (M) =, (M),>/—-§§~q>, (M) — .. — = 9. (M)
D’aprés la définition méme de g (&), il vient

| .
g(E.) =g (Bx) > — gg(Ea.)— e g (B,

en sorte que l'on a
clg(‘E“x)-{'_C!g(E19)+"'+cag(Eaﬂ)>07 G‘q-f.d.

Le raisonnement analogue s'applique au cas, ol ¢, <0,
‘La détermination compléte de la fonction g (E) sur tous les en-
sembles E. (¢ <Cy) est donc achevée par induction. Il résulte de

la condition (C) que la relation
s @1 (M) + 63 94 (M) + ..+ 0. . (M) =0
implique la suivante:
¢, 9 (Ba)+ 62 9(Bo) + --- € 9 (Ea) =0;

en particulier, si 'ensemble E est la somme de deux ensembles E
et E” sans points communs, on a toujours o

g(E)=g (E") + g(E")

(La méthode de construction, développée ici, est gémnérale,
¢'est-a-dire, qu’elle peut conduire & une fonction quelcongque
d’ensemble, non-négative et additive, si I'on choisit convenablement.

~ les valeurs de g (E,) entre les bornes indiquées).

Cela posé, prenons une suite de sous-ensembles de P:E', E“,..,
E®,..., jounissant des propriétés suivantes:
(1) cha.que ensemble E® contient tous les suivants;

(2) la mesure (L) de E®, étant nog-nulle, tend vers zéro avec -1;,
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(3) pour chaque parallélépipsde P, contenu dans P, et chaque
ensemble E%, le portion de eelui-ci comprise dans P* est de mesur
non-nulle 1},

Nous précisons maintenant la définition de la fometion g (E
posant particulidrement:

D g(P)Y=m P’ (m E désignant la mesure lebesguienne
semble E), pour chaque paraliélépipéde partiel P’ &a P la from-
titre y comprise ou pon;

(II) g (E) =0 pour ehague sous-ensemble E de P, dont la me-
sure est nulle;

(II) g(E¥) =m P=1, pour tous les ense

ables E®, doat il

gagissait tout & I'heure.

Dans la suite bien ordonnée des sons-ensembles mesurables de P
E,, E,,.... By Epyony

rien n'empéche de placer les parallélépipbdes P, les ensembles de
mesure nulle et les ensembles E avant toos les mm 01' pour
Ju'on puisse continuer de proche en proche la détermimation
valeurs de g (E), comme il a été déerit plus haut. en partan
valeurs déja définies m-da&saus, il suffit de prouver que la p op
Fondamemale (0) est vérifide g pour les sous-ensembles de P considérés.
A cet effet, prenons & volonté qweiqaes s 4 wx, en bre
fini. On trouve, en général, dams le groupe eham
parallélépipédes, soit P,, Fy,..., P, des emsembles de mesure nul
soit K, K,,..., E, enfin, des ensembles £V, soit EW‘ EW E“ﬂ*
Désignons, resp., par %(M)iw-—i 2,.. kL zz(M} i«l 1, 2,- - 1h
th(M)[y.._l 2, ; ctions  caraectéristic COTTeSPON

f}!immm@mmmmm ﬂmmmh&m.ﬂapwt,ya

enfermer lo point M, daus mpmﬁé&é?ﬂpé&a P?,emmdml’,dmmm

M'at&QWQFLT plus grand possible) et défnir EW comme emsem-
ble-somme '?f tous les Pi"ﬁ, poar s =1, 2 3,....
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implique la suivante (v..(D), (IT), (ITT)). o
a,mPy ...+ aymP4c¢ 4 ...+ c. =20

En décomposant, au besoin, les parallélépipédes Py,..., P, nous
pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que tous ces paral-
1élépipédes sont sans points intérieurs communs, deux & deux. La
question de leurs frontidres est sans importance, vu la possibilité
de les compter parmi Ies ensembles E,.

Cela posé; prenons le point M de fagon qu'il appartienne & la
fois & l'intérieur du parallélépipéde Px et & tous les ensembles
E®, ..., E'), mais non pas aux ensembles E;,(41=1,2,...,1) de
mesure nulle, ce qui est possible en vertu des propriétés (1) et (3)
de E®, Dans cette hypothése l'inégalité (*) nous donne

(**) ax+(cl+__,+cm)>0 (M=1,2,...k)

Si la somme de parallélépipédes P;,..., P, se confond avec P
3 l'ensemble de mesure nulle prés, il nous suffit de multiplier cha-
que inégalité du type (**) par m P, et les sommer membre & mem-
bre, pour obtenir l'inégalité & démontrer. Dans le cas contraire, on
peut choisir le point M= tel qu'il appartienne & tous les EUw
(0 =1,2,....,m), mais non pas aux E, (v = 1, 2,..., m) et
P,(x=1,2,..., k) ce qui nous donne

&+ ...+ e =0

En ajoutant dans ce cas & 'inégalité déja obtenue celle qui pré-
céde, multipliée par m (P — 3 P,), on obtient le résultat désiré.
On voit sans peine que la fonction -non-négative et additive

g(E), dont la définition vient d’étre précisée, est continue. En effet,

8i @ est le diamétre d’un sous-ensemble E de P, on peut enfer-
mer E dans un parallélépiptde partiel P’, contenu daus P et de me-
sure < (2d)™. Il en résulte (v. (I)) que

JE)Sg(P)=mP < (24,

ce qui entrafne la continuité de la fonetion g (E).

Nous sommes maintenant en mesure de donner lexemple de
la fonetion jouissant des propriétés signalées au début. Posons & cet
effet, pour tous les sous-ensembles mesurables £ de P,

f(B)y=g(E)—mBE.
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Cette fonction est additive est continue, avec g (E) et m (E). En

particulier, si CE désigne le complément de E par rapport & P,
on a toujours (vu (I)):

f(CE)=/(P)—f(B)=—f(E)
Les valeurs de g (E) et m E ne surpassant pas I'unité, on voit que

—IS/E L

Comme m E% tend vers zéro avec %(v. (2)) et g(E®)=1 (v.(II)),

" f(E®) tend vers 1 et en méme temps f(CEY) tend vers — 1,

lorsque i croit indéfiniment, en sorte que 1 et — 1 effectivement
sont les bornes de la fonetion f(E). Cependant ces bornes ne sont

pas accessibles. Car, si m E> 0, on a évidemment, g (E) ne sur- -
passant pas l'unité

f(B)=g(E)—mE1;
or, cette inégalité a lieu aussi pour un ensemble de mesure nulle,

car dans ce cas f(E)=0, en vertu de la propriété (II) de g. De
méme, on a toujours

f(B)=—FCE)>—1, cqfd






