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Contribution a ’étude des ensembles de distances
| ~de points. | “
Par

‘Stanistaw Ruziewicz (Léopol = Liwdw)

M. Steinhaus a posé la question suivante: -
,Que ce quon sait sur un ensemble linéaire, tel qu'aticun point

équidistant entre deur points quelconques de cet ensemble ne lui ap-
partient pas?

" Le but de ecette Note est de répondre & cette question.
Remarquons que I'ensemble en question peut &tre non mesurable;
il peut 8tre aussi mesurable et de puissance du continu. Ces deux
cas nous fournit la base de M. Hamel qui, comme l'ont prouvé
‘MM. Burstinl) et Sierpinski?), peut étre non mesurable ou

bién de mesure nulle (Lorsque z et y sont des nombres de la base,
9—:2:?— n’appartiént pas & la base). |

Cependant l'ensemble en question ne peut étre de mesure inte-
rieure positive, comme il résulte du théoréme suivant:

Pour tout systtme de n nombres réels positifs kyy kyyoeoy ko 1l
ewiste dans tout emsemble de mesure positive un nmombre positif d eb
n -+ 1 points de cet. ensemble, T, < Ty < ... <2 < Tpyy, tels quion a
Xy — T =l d, pour i=12,...n |

‘Démonstration. Soit Pun ensemble linéaire borné 3) de me-
sure positive. Le nombre naturel n étant donné, on peut toujours

5 C. Burstin: Sitzungsber d. Akad. d. Wiss, in Wien Bd. 125. (1916).
1) W. Sierpinski: Fundaments Mathematicae t. L. (1920) p. 10D ss.
1) L'hypothése que l'ensemble est borné peut étre faite sans diminuer la gé-

néralité du théoréme.
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déterminer un segment d, tel qu'en désignant par K la partie de P
contenue dans d, on aif

0

(1) T (B)> 6 — g
Soit maintenant d 1-‘.-11 pombre réel satisfaisant aux inégalités
5
@) 0<d<gmpTor, F.. 2k

Nous désignerons par X, Pensemble qu'on obtient de I’ensemble
X par une trapslation de longuer ¢ en direction négative. Posons

kid=h, pour i=1, 2,...,n
Nous avons, comme on voit sans peine, l'inégalité
6+ h =m(E)+ m(E,) —m(EE;,)=2m(E) —m(EE,),
d’oly, d’aprés (1):

m(EE,) >=>2m (E)— 6 — by >0 — gﬂ_H — hy.
Une translation (en direction négative) de l'ensemble EE, de

longueur %; nous donne pareillement l'inégalité:
64 h,+ hy = 2m (EE,) — m’|(EE,). (EE,,I),,,

d’oi:

m [(EE,).(FE,),] =6 ——% — 3hy — by,
et, puisque \
EE"l E"H‘”& D (E 'EM) . (E Ehx) had
nous avons, & plus forte- raison:

m (EE, E, ., ) >0 — g— — 3hy, — h,,
En faisant une translation da l'ensemble EE, s B, de longuéur
hy et en procédant ainsi de suite, nous arrivons (par l’mductlon

faclle) 4 l'inégalité oo
m (LE,, E, ... N -'+h..)_ =

4
6-——-——-———(2- Dhy— (@7 —1Dhy—...—h

n?

donc. 2 plus forte raison:

m (BB, .. Bypy. +»)>3—"4~ @5+ 2y 1),
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ce qul donne, d’aprés (2), Vinégalité
m (EE,,... B\ pat...40,) > 2 5

Il existe donc une infinité de points = de P'ensemble P (et on
en peut méme choisir un ensemble de mesure positive), tels que

xeP, 4k deP,....x-1kdeP, c. ¢ £ a

Posons, en particulier, n =1, k, =1.
En détermmant le nombre d de sorte qu’il satisfait aux inéga-

lités

d
| 0<d<§§,

nous aurons pour tout tel ¢ an moins un couple de points dontla
distance est d. Il en résulte immédiatement ce théoréme de M. Stein-
haus?):

Lensemble des distances d'un: ensémble de mesure positive con tzent
un intervalle entier, dont Uextrémité gauche est le poini zéro.

" 1) H. Steinhaus Fund. Math. t. 1, p. 99. th. VIIL






