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Sulle funzioni continue.
Nota di

Giuseppe Vitali (Padova)

Lu presente nola ha lo scopo di dimostrare una proprieth ecarat-
teristica  delle funzioni conlinue ed a variazione limitata di una
variabile reale, propricth che credo non sia stata messa ancora’in
rilievo!) e che suggerisce uns estensione della nozione di variazione
alle funzioni di pilt variabili reali diversa da quella tentata fin qui %)
e forse pilt importante. | ‘

1. Sia y==/(x) una funzione continua della variabile reale x
nell’ intervallo (a, £), @ << 0, ¢ giano ¢ e d rispettivamente il limite
inferiore ed il limite superiore di f(z) in (e, b). I valori di y=F (=
cadono tulti in (e, d), ed ogni valore di (¢, d) & assunto da y =f(z)
almeno una volta. ‘

Cost ad ogni punto di (e, b) viene a corrispondere uno ed un
solo punto di (¢,d); e ad ogni punto di (¢, d) deve corrispondere
almeno un ponto di (a, b), ma ne possono corrispondere parecchi,
anche infiniti. : .

Indico e¢on (' il grappo dei punti di (¢, d) eul corrispondono in-
finiti punti di (a, b), e, per ogni numero intero r maggiors di zero,
indico on @, il gruppo dei punti di (¢, d) cui corrispondono esatta-
mente + punti. di (a, b). |

I gruppi Oy (Fyy Gyy Gyyorry Gyoiey

1) Mentro corrego le bozze ho da segnalare la rocente importantissima nota
di Stefan Banach ,Sur les lignes rectifiables et les suryaces dont U'adre est finie®,
Fund, Math, T, VI, pg 226—286, nella ynale 'autore, con analoghi intendimenti
sebbene con procedimenti diversi, ha consoguito risultati che ecollimano con quelli
del presente lavoro. Somo lieto ahe Llopinione dell'lllustre College dell'Universita
di Leopoli a la mia concordino nollindicare la via per estendere alle superficie
i noti risultat! sully rettificaziono delle curve ed in particolare il bel teorema di
Leonida Tonelli, '

9 Giuseppe Vitali, Sui gruppi di punti e sulle funzioni di variabile
reals (R. Accademin dolle welenze di Torimo, Vol, XLIL 1907—08. pp. 3—=20)-
vedi pag. 19, -« Henri Labengue. Sur lintdgration des fonetions “disconti-
nues (Annales do PXeols normale de Purls. (8). XXVIL 1910. pp. 861 —4b0",
vedi p. BG4, '
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gono a due a due distinti, ciod senza punti comuni, ed hanno per
somma il gruppo dei punti di (e, d).
Per ogni numero -intero » maggiore di zero, indico eon IV il
gruppo dei punti di (¢, d) cui corrispondono almeno 7 punti di (a, ),
Evidentemente per ogni numero » maggiore di eero si hanno
le relazioni:

(1-) Grm I’r"—‘lvv'-{-]

@) Go=T, — (G, + Gra + Grya . ..)

2, Def, Chiamo eccezionale ogni punto di G, i cui corrispon
denti in (4, 4) formano un grappo contenente tulti i punti di un
segmento, :

Sia p un punto eccezionale e sia £ il gruppo dei punti eorrigs
pondenti 2 p. Un punto ¢ di 2 lo dird inferno ad Q we & internt
ad un segmento i cui punti appartengono tutti ad 2. Naturalmente
{2 contiene punti interni. Se ¢ & un punto interno ad £ indichiamo
con ¢’ il limite inferiore dei numeri ¢, << g per cui tutti i punti
di (g1, 9) appartengono ad £, e con ¢” il limite superiore dei uu-
meri gy, > g per eui tutti i punti di (g, ¢,,) appurtengono ad £.
A causa della continuild della y==/(x) anche ¢’ e ¢ apparten-
gono ad £.

1l segmento (g’, ¢') ha la propriets che tutti i suoi punti appar-
tengono ad £, ma. qualunque segmento maggiore che countenga

(¢'y¢"") contiene dei punti che non appartengono ad . Un segmento

come (g, ") lo dird associato al punto eccezionale p,

% evidente che due segmenti associati ad un medesimo punto
eccezionale’ p o coincidono o sono completamente distinti, cioé non
hanno punti in comune. Si ha inoltre che due sogmenti o,, o, as-
sociati . a due punti eccezionali p,, py diversi sono completamente
distinti, ed infatti se avessero un punto commune g, al valore ¢ della
" co_rrispondepebbero valori diversi p, o py di y= F(»). Conse-
gue che i segmenti associati ai vari punti eccezionali sono a due
& due distinti e quindi sono in numero finito od una infinith nume-
rabile e quindi che i punti eccezionali SO0 W numero finito od una
dufinitd numerabile, ‘4

Indichiamo con E il gruppo dei punti eccezionali e dei punti
S(a) ed f(b). Evidentemente anche i/ gruppo K ha polenza non mag-
giore del numerabile. |



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sulle funegioni continue 177

3. Teor. I gruppi I', sono misurabils
Dim. Sia p un punto di I', che non appartenga ad . A p cor-
risponduno iu (g, b) alineno v punti

b <y <y <a,

utti interni ad (@, b), perché p non apparienendo ad E non puo
corrispondere ad aleuno degli estremi di (a, b). |
Sia A un numero >> 0, ma minore di ciascuno dei numeri

Ay — Oy Oy~ Qg @y —— py
al “““““ a, L 2’ Aw»‘-é, PR »-w-»—ﬂvb?m- y b rm—— a,r'

Congideriamo 1 27 intervalli
(@ ~ hy ay), (ay — b, ay),... (@ —h, a,)
(ay, ay-+-h), (ay, az-h),... (a., a, - h)

che sono evidentemente a due a due distinti, In ciascuno di questi
o il masgimo o il minimo & f(x) & diverso da p, perché p non
& punto eccezionale e quindi non pud corrispondere a tutti i punti

(3)

~di un tale intervallo. Vi sono dunque almeno r intervalli (3) in cui

i massimi di f(x) sono diversi da p, od ‘almeno  intervalli (3) in
cul i minimi di f(x) sono diversi da p.

Supponiamo per esempio ehe vi siano almeno r intervalli (3) in
cui i massimi di f(x) siano diversi da p, e quindi maggiori di p,
od indichiamo con p, il pit piccolo di questi massimi, E certo p, >p.
Per la continnith della y = f(#), i valori y che soddisfano alle li-
mitazioni |

PRYSIY

sono assunti dalla f(x) in ciaseuno di detti intervalli almeno una
volta e quindi sono punti di I, |

“Allora ogni punto di I', che non appartiene ad & appartiene
© come punto inverno o come estremo ad un segmento di (¢, d) che
appartiene completamente a I, Associamo ad ogpni p di I, che
non appartiene ad X il massimo segmento (e, §) contenente p come
punto interno o come estremo e di cui almeno tutti i punti interni -
appartengono & JI',. Due qualunque segmenti cosl ottenuti o coinci-
dono o sono distinti, Di tutti i segmenti che coincidono prendiamoue
uno solo. Si ha cosi an gruppo di segmenti (e, §) a due a due di-
stinti. Ogni gruppo interno ad uno di tali segmenti appartiene a I,

Foodamenta Malhamatione VIEL 12
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ed ogni punto di I' che non appartenga a qualeuno di questi seg-
menti o come interno o come estremo appartiene ad F, e ricordando.
che E & finito o numerabile, si conclude che I', & un gruppo misu.
rabile, e che anzi & misurabile secondo Borel?), |

4. Dalle relazioni (1) o (2) e dal teorema precedente risulta im-
medjatamente il \ o

Teor. I gruppi G, (r=1,2,8,..) ed il gruppo (., sono misu-
rabili (anzi sono misurabili secondo Borel).

5. Abbiamo visto al N° 3 che, se p & un punto di 1. che non
appartiene ad E, esistono in (a, b) » segmenti distinti

(an bi)) a;<b{p (Zr:ml, 2:) 33“-7 r)

in ciascuno dei quali la y = f(x) acquista almeno una volta ciaseuno
dei valori y soddisfacenti alle limitazioni

PSS Y K Py

dove p, e p, sono numeri convenienti' soddisfacenti alle limitazioni

PSPEp e p<p )

Ogni intervallo (gy, 9,), go<< gy, contenuto in (p;, p,) soddisfa
pure alla condizione che in ciascuno degli intervalli (a,, b) la
y=1/r(x) acquista ogni valore dell’ intervallo (g, ¢;) almeno una
volta. Un intervallo come (g, q,) si dirh comgiunto-a I'.. Dunque
un intervallo congiunto a I'.'% un intervallo (g, q) di (¢, d) tale
che in (a, b) esistono » segmenti distinti |

(@, by), (ay, by), (as, by)y. .., (ay, b.)

in ciaseuno dei quali'é assunto almeno una volta da y == f(w) ogni
valore dell’ intervailo- (g,, ¢,), estremi compresi. |

Evidentemente ogni punio di I, appartiene almeno come estremo
ad un intervallo congiuuto a I'., e quindi anche ad infiniti fra i quali

ve ne sono dei piccoli quanto si vuole.

1) Emile Borél,. Legons sur lu théorie des fonotions, Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1898. :

) Nel fatto abbiamo visto esistere # segmenti (8) mnei quall la y = f(bo)' altm

quista tatti i valori soddisfacenti alle limitazioni P YSoy, ©olle PE2Y =P
dove p, & un numero conveniente diverso da g,
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6. Sia (g4, ¢1) un intervallo eongiunto a I7, e sia g, < ¢,. Siano
inoltre
(ay; by), (@ by)yeo (@, by),
con
a,<h, (i=1123,..,, ),

» intervalli distinti di (a, b) in ciascuno dei quali Ja y=7(x) acqui-
sta alrjaeno una volta ciaseuno dei valori dell’ intervallo (gq, gy),
estreml compresl,

Considerinmo uno qualunque (ay, b) di questi intervalli. Bsiste
in (a,, b) un ‘punto e, in eui la y==#(x) ha il valore g,. In una
almeno delle parti (ay @) (@, b)) la y==7(®) bha il valore ¢,. Cid
avvenga per esompio in (e, b). Sia g, il primo punto di (e, ) in
cui la y==/(x) acquista il valore ¢;. Un' tal primo punto esiste
a eausa della contivuith di f(z) ed & diverso e quindi maggiore di

o, Sia e, lultimo punto di (e, B) in eui f(z) acquista il valore .
Anche questo esiste per la continuith di f(z)r ed & minore di §,.
L'intevallo (e, 8,) ha la proprieth che in nessun punto interno la
F(z) ncquista i valori g, ¢, mentre f(a)=gq, ed f(8)=¢q,. Al-
lora (a;, 8,), che fa parte di (a;, b), & tale che in esso la f(x) ac-
quista ogni, valore di (g, ¢;), estremi compresi, almeno una volta, -
me in esso non acquista alcun valore esterno all’ intervallo (gy; ;).

Consegue che ad ogui intervallo (g,,¢,) congiunto a I', sl possono
associare r s:gmenti distinti |

(aiﬂ ﬁl)v (aﬂ‘ ﬂﬁ)?' "0y (a!"i 26»)

di (a,b), in ciascuno dei quali la f(#) acquista almeno una volta
ogni valore di (g, ¢,), ma non aleun valore esterno a (g, ), ed
acquista i valori ¢, e ¢, soltanto negli estremi.

Dei segmonti come gli (@, B) si diranno segmenii puri associati
a (go. q). Dunque per ogni segmento congiunto a I, esistono r seg-
ments puri associati ad esso e a due o due distinti.

7. Teor. Segmenti puri associati a segmenti distinti congtunti a I',
sono pure distinti,

Dim. Infatti se (po, p,) © (g0, g) sono due segmenti distinti
congiunti a I'., se (@, B) bun segmento puro associato & (P, P}
e g6 (y,0) o un segmento puro associato & (ges ¢1) DOD pud darsi che

i segmenti (¢, f), (y,d) abbiano un punto interno comune, perché in

12*
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quel punto la 7 (x) acquisterebbe un valore che sarcbbo contemporanes.
mente interno a (py, p1) ed & (¢, qi)y € questi due segmenti non
sarebbero distinti come si & supposto.

8. I segmenti congiunti a I', formano un gruppo &' di segmenti
il eui nucleo ) & I',, eselusoal pi un gruppo finilo o numerabile
di punti ?). | |

‘Allora, se g, & la misura di I, esiste un numero finito od una
infinila numerabile di segmenti di 2 a due & due distinti, le eui
lunghezzé hanao una somma non minore di u, 8). | |

- Preso un pumero reale & > 0, piccolo a piacere, potremo tro-
vare un numero finito di questi segmenti le cui lunghezze abbiano
una somma > di u, — & |

- Siano dessi

(P15 @) (Pay Gadyoery (20r g)

A ciaseuno di questi segmenti possiamo associare in (a, b) » se-
gmenti puri distinti.

Gli r.s segmenti puri che cosl si ottengono sono arcora a due
a due distinti. Siano dessi

‘(zéxl? ﬂI)J (az, ﬂi)) s (ar-n m)'

E evidente che:

2‘1f(ﬂ:)-ff(ai)l ”—“—-‘»TZ‘I%WZ’;I > (e - E).

© Questo prova che la variazione totale di /() in (a,b) & >r(u, - 2)

qualunque sia £ >0, e quindi & > r.pu,.
9. Se la variazione totale di y == f(x) in (q, b) & finita, e se V'
é questa variazione, dalla relazione \

o VZzru
risulta
|4
& quindi
lim g, ==,
a0

1 G. Vitali 7, e, vedi pag. 8.
%) Escluso ciod al pift aleuni dei punti di I che appartengono ad K.
%) G. Vitali, 1, ¢. pag. 8 o seg,
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Ma G, & contenuto in ogni I, e quindi se f(x) ¢ a variazione
limilata, la misura di G, & nulla, :

10. 8i potrebbe sospettare che la condizione precedente (la mi-
sura dl (7o, & nulla) debba essere soddisfatta da tutie le funzioni
continue, ma invece & facile creare una funzione eontinua y =/ (x)
per cui la misura di G & diverss, da zero. Per questo basta consi-
derare la funzione y==/(x) definita nell’ intervallo (0, 1) che per
o‘gni punto

O, | Oy , O
3 - 3 +

dove le @, hanno solo i valori 0 e 2, ha il valore

=g (5 +p+a+)

e che noi punti rimanenti & definita nel modo seguente:

I punti in' cui & fin qui definita la /(x) formano un gruppo Z
che & perfetto 1), Se x & un valore non contenuto in Z, allora esso
¢ interno ad un intervallo (a,, z,) i cui estremi appartengono a Z,
ma che non contiene al suo interno aleun punto di Z. Per un tale
z nol poniamo

Fla)=f o) + BT @ g
"1 0
La funzione cost definita, la cui costruzione si & gih presentata
in altri studi?), & continus ed assume ciascun valore dell’ inter-
vallo (0, 1) infinite volte, perché ogni numero y dell’ intervallo
(0,1) si pud mettere almeno in un modo 3) sotto la forma

1 /a ‘a Cy
=3 (-§1+2§+-§3+...),

1) H, Lebesguus, L . pag. 2627
) H. Lebesgue, 1, ¢ pag. 44.
3) Vi sono numeri che possono essere messi in due modi sotto la forma

o0
1
> “8; con lo By uguali a zero o ad 1, e ‘gono i numeri che nel sistema bmano

fun]
di numerazione si possono scuvcaru anche con un numero finito di cifre. Cos)

numaro% ol pué serivere ancho 31

o0} 2
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dove le o hanno solo i valori 0 e 2, e quindi corrisponde a tutti

i punl di Z che si ottengono da

L S S |
X == |3.+39+33+""

‘mettendo per

al’ aﬂ’ au,.-;

‘i valori che figurano nella espressione di y e per

azg a‘!" au’vwc

un sistema qualunque di valori 0 e 2.
Per la funzione cosi definita il gruppo (., & dunque costituito
da tutti i punti dell’ intervallo (0, 1) ed ha quindi misura non nulla,
11. Abbiamo visto all N° 9 che affinché una funzione y = f ()
continua definita in un intervallo (a,b) sin a variazione limitala
¢ necessario che la misura del gruppo G, ad essa relativo sia nulla.
Questa condizione non & sufficiente.
Cosl, per esempio, se nel piano (r, y) consideriamo la succes-

‘sione di punti

Pla P?? PB’ -P«: -PM PM"'

111 11
by e T e
e per ordinate |
i ' 1,1
07 1} 0: “2‘"1 07 "5'1"'

e conduciamo i"segmenti |
PI'PM P2P874P;!.P47 PrtPﬁ:”':

otteniamo una spezzata. La funzione y = f(x) che per =0
ha il valore y =0 e che nell’ ‘intervallo (0, 1) & rappreseitata da
tale spezzata & una funzione per cui G, & costituito- dal solo punto
y=0 e quindi & di misura nulla, ma essa non & a variazione
limitata., : |

12. Teor. 8¢ y=f(x) & una funzione continua in (a, b), con-
dizione mecessaria e sufficiente perché sia a variazione limitata é che

oo
la serie 2; By dove i, indica la misura del gruppo I, sia conver-
T , g
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gente. In bubti & casi la variazione totale di f(z) in (a, b) ¢ uguale

[£s]
‘alla somma della serie & w,.

P ]

Dim. Sia € un numero reale >0 e piecolo a piacere. Per quanto
i & visto al N° 8§ possiamo trovare per ogni » un sistema 4, di
un numero finito di segmentl congiunti a I', e a due a due distinti
lungl bbi €
Jo cui lunghezze sbbiano una somma rnag iore di w, —
T 2’.'
Consldermmo i sistemi

Al? As; As---- A,,.

I segmenti di 4, saranno in generale divisi dagli estremi dei
segmenti di 4y, 4y,..., 4, in un numero finito di segmenti pit pie-
coli che formeranno un nuovo sistema 4; di segmenti congiunti
a . Analogamente i segmenti di A, saraono divisi dagli estremi
dei segmenti di 4, 4;,... 4, in un numero finito di segmenti pit
piecoli cho formeranno’ un nuovo sistema 4; di segmenti congiunti
a I, o cosl via. Hvidentemente i segmenti chu appartengono ad
un medesimo dei sistemi

4) 4, &gy 4y, 4,

sono distinti nel senso che due qualunque di essi non hanno punti
interni in comune, e due segmenti che appartengono a due diversi
dei sistemi (4) v sono distinti o coincidono, potende un segmento ap-
partenere » due o pilt sistemi (4). |
~ Indichiamo con 4} l'insiome dei segmenti di 4, cke non appar-

tengono ad aleuno dei sistemi 4;, 4,... 4;. Iudlchmmo con 4, l'in-
sieme dei segmenti di 4; ehe noun appartengono ad aleuno dei si-
gtemi 4, AM... ' o cost via. Infine indichiamo con 4, il sistema
dei rimanenti segmonti di 4, Evidenlemente ogni segmento che
appartiene ad uno dei sistemi (4) appartiene ad uno e ad uno solo

dei sistemi

AN MUY
e quindi il sistema
A 4. 44T

& formato di segmenti a due a due distinti. Poniamo allora

e B o By o B =12 )
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Evidentemente la somma delle lunghezze dei segmenti di H

¢ > della somma delle lunghezze dei segmenti di 4,1) ¢ quindi
&

&> diy, — 5 |

I segmenti di 4, sono congiunti a I',, o quindi & possibile as.
sociare a ciascuno di essi r segmenti puri di (4, b) a due a due dj-
stinti. Si ottiene cosi un sistema , di segmenti di (g, b) & due a due
distinti. Se 4 & un segmento di 4, e se (&, §) & uno degli » seg-
menti puri associati a 4, ¢ evidentemente

17(8) — F()| = lunghesza di

e qumdl, indieando con /, la somma delle lunghezze dei segment;
4, si ha

2’ FO—=f@i=ri,

dove il 1° membro indica la sommatoria estesa a tutti j termini

|f(8) — f(a)]| corrispondenti ai vari segmenti di w,.

Consegue che
2,2@1f(ﬂ)-—_-}f(a)l=2rr.z,. mz (‘3 :

Ma }J L & uguale alla somma delle lunghezze dei segmenti di H,,

e quindi > dl B, — 2 -, 1noltre

2’ 2 B —/ (@)

= della variazione V di f (m) in (a, b), dunque

V>2 (Hr — -—-) >2 W, — &,

e poiché & pud essere scelto piccolo a piacere,

7,22"1'““
1

') Poiché contiene almeno tuttj j segmonti di 4/
. . ’ : re
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Questa limitazione vale qualunque sia I'intero positivo », dunque
ol -
ge V & finito, la serie 2, u, deve essere convergente.
1

La disuguaglianza precedente ci dice anche che sard sempre

2 <V
1

J . .9
It dunque intanto provato che la convergenza di 3 u, & neces-

+ - * - [ ] . L] 1
saria perché f(x) sia a variazione limitata. Dico ora che essa & an-

‘che sufficiente,

Infatti, qualunque sia ¥ (finito od infinito) e .qualunque sia il
numero reale N finito e < di ¥, & possibile dividere («, 1) in parti
in modo che la somma dei moclull degli 1ncrement1 di f(x) relativi
a queste puxti sia maggiore di N.

Indicando con

| Uyy Ogy Ogyery @y

i punti di divisione, e ponendo
sl ha
»ﬂv | T
2 ‘ f (@) ~—f(a—) i > N.
1
Allora, posto
| o= fla) (=0,1,2,..n)
si considerino i segmenti

(5> ' (ai-wl,a ai) (i = O: 1, 2: ore ?‘l«)

che fanno parte del segmento (c, d) in cui varia la y = f(r). Questi
segmenti (D) possono essere distinti od in parte sovrapposti. In ge-
nerale qualcuno di questi segmenti risulterh diviso dagli estremi

“degli altri in parti pik piceole. Si otterremno cosi dei segmenti

distinti
(6) Oyy Oy Ogy... O
in pumero finito, tali che ogni segmento (B) risulterd la somma di-al-
cuni di essi, '
Un segmento () pud apparienere ad uno o pil segmenti (B).
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Indico con T, I'insieme dei segmenti (6) che appartengono ad almeno »
segmenti (5). Naturalmente T & l'insieme di tutti i segmenti (6).
K evidente poi the la sommsa 7, delle lunghezze dei segment
T, & <, perché tutti i punti interni dei segmenti di 7 appar.
tengono a I, 1), |

M ‘
2 ilfA(af)—— flae) = 3 la—a,
| =ut+n+n+..
<J u
inoltre | =
N< 3 /@ =/,
dunque r

N< 2 Yy
1 :
Cid per qualunque numero resle N minore di V, dunque

V <j7 I»
‘ 1

Consegue che, se ¥ ¢ infinita, la serie §,, i, & divergente. Cosl
| . . :

’ 00
& provato che, se la serie 3, u, converge, la f(x) & a variazione
1 ‘

limitata.
La limitazione

insieme ecolla

") Infatti un valore interno ad un segmento (6) appartenente ad r segmenti

almeno una volta in ciagouno def corrispondenti segmenti
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precedentemonte trovata ei da poi}
®
-V.m Y ‘
i

18. Indicando con m, la misura del gruppo @, e supposto che
G, abbia misura nulla si ha per la (2) .

o0

. ¥
Yy == zlmq

P

e quindi |

02

(> 4]
‘V ‘Ll; Y r
rd m 'm
e 2,. r
1

1

e si pud concludere che condizione necessaria e sufficiente perch
la y==/(2) sia a variwzione limitata & che G, abbia misura nulla

e che lo serie .25:7,1 r.m, converga. Quando queste condizioni sono sod-
1

' . Y, e . ) oo
. disfatte la varigzione di f(x) ¢ uguole alla sommu della serie 3, . m,.
1

14, Al N° 12 abbiamo visto che wvariazione totale di una fun-
&

zione continua si potrebbe definire come la somma della serie 2, u..
1

Perd per le funzioni discontinue questa definizione non sarebbe
equivalente a quella ordinaria, perch® per esempio la y = f(x) che
¢ 1 nei punti razionali e zero negli irrazionali avrebbe con questa
nuova definizione varinzione nulla, e colla definizione ordinaria va-
riazione infinita. Inoltre per una funzione crescente la variazione
secondo la nuova definizione risulterebbe uguale alla antica dimi-
nuita del Vultimo valore della funzione dei salti. -

Definendo la variazione totale di una funzione y ==f(x) come

la somma della serie E u, non golo quando il campo di variabilith

della z & un mtervallo ma anche quando questo campo & un qua-

lunque gruppo misurabile, ecco come potrebbe essere definita la

assoluta continuity delle funzionit). . -
Una funzione y==f(x) definita in un inlervallo (a,b), si dice

Y G Vita )i, Sulls funzions integrali, (Accademia reale delle scienze di To-
rino, Vol. XL, 190408, pp. 1021—1084),
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assolutamente continua in (a, b), de & continua in (a,b) e se per ogni
numero reale & > 0 esisle un numero reale p tale che in ogni

 sottogruppo misurabile di (a, b) di misura < i, la variazione tolgle

di f(x) sia <e. |

E ovvio che questa definizione & equivalente a quella ordinaria.

15. Ed ecco come penso che polrebbe essere esteso il concetto
di variazione totale al caso di due variabili,

Siano | '
X=X y), V= Y(xy)
due funzioni continue in un campo chiuso ) H del piano (. ).
Ad ogni punto- B di H esse fanno corrispondere un puito ¢ di un
campo chiuso” K del piano (\, ¥). Diremo che definiscono una fun-
zione Q di P, Q= f(P).

'Se si riesce a dimostrare che il gruppo I7, dei punti di K che
corrispondono ad almeno » punti di H & misurubile 2), si pud assu-
mere come variazione totale di @ = f(P) in K la somma dells se-

o0
rie 2 u, dove u, indica la misura superficiale di I,
1

Pud darsi che una tale estensione della nozione di variazione
e conseguentemente di assoluta continuilh permetta di estendere
alla determinazione delle aree delle superficie alcuni eleganti risultati

mlafivi alla rettificazione delle curve 8), quando nell’ esaminare una
superficie |
z =2z (u,v)
(7) | | y =y (u0)
- g==2 (u,v)

anzich¢ le* singole funziuni si considerino le coppie di funzioni (7),
ciod le funzioni

Po=f (P}, Py=f,(P), P,=F,(P),

dove P indica il punto variabile (4,9) o P, Py, Py icorriespondenti
punti (y, 2), (2,z) ed (z,y). |

‘) Ciod contenente ogni suo punto limite.
*) Superficialmente secondo Lebesgue, T

®) Leonida Tonelli, Sulla rettificazione delle curve, (Realv Accademia delle

scienze di Torino, Anno 1907—08. Vol XLUL) Sulla lunghezza di una eurve (ibi-
dem, Anno 1911—12, Vol, XLVII)

25 SBettembre 19‘25.
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