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Sur un probléme de M. Fréchet concernant les
dimensions des ensembles linéaires.

Par

C. Kuratowski et W, Sierpifiski (Varsovie).

M. Maurice Fréchet exprima récemment 1'opinion qu’il serait
intéressant de chercher si, parmi les nombres de dimension, il en
existe un qui précdde immédiatement celui de I'ensemble de tous
les nombres irrationnels et un autre qui suit immédiatement celui
de lensemble de tous les nombres rationnels ).

Nous donnerons dans cette Note une solution négative du pre-

mier probléme, en nous appuyant sur le théoréme de M. Zermelo,

et nous prouverons que le second se résout négativement, si L'on
admet 'hypothése du continu. |

Lemme I 7). Soient B un ensemble de nombres réels de puis-
samce ¢%) et ON une famille de puissance < ¢ de sous-ensembles de R
dont chacun a lo puissance ¢. E renferme alors un ensemble Z de
puissance ¢ qui, de-méme que B— Z, contient au moins un élément
de tout ensemble M de la famille OF.

Démonstration. Soit £, le plus petit nombre ordinal de puis-
sance ¢. La famille 8% ayant la puissance <C¢, il existe une suite

transfinie du type £.: ) |
(1) - My, M,,..., le.MmM"“? M""?':’ (a<.§2¢) ‘

1) On dit, d’aprés M, Fréchet, que les ensembles E et- H ont le méme nom-
bre de dimension, si K ost homéomorphe d'un sous-ensemble de H et inversement,
Si E est homéomorphe d'un sous-ensemble de H sans que H soit homéomorphe.d'un
sous-ensemble de K, on dit que la dimension de E est inférieure 4 celle de H
(et on. éerit d B < d H), E '

%) Un théordme analogue a été démoutré par M, ¥. Bernstein: Leipz. Ber.

60, 1908, Cf, P. Mahlo, ibid. 63, 1011

%) ¢ désigne Ja puissance du continu,
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dont les termes sont des ensembles de la famille &k, chaque en-
semble de &% figurant dans la suite (1) au moins une fois,
Or, soit

(2) ‘1'1,7 Loy Xgyerey &y, "‘Y“w-H? ey Xy (“ < ‘Qm)

une suite transtinie du type £,, formde de tous les nomhres rde]
différents, appartenant & [, |

Définissons maintenant par linduction transfinie deux suites trans-
finies p. et ¢, (¢ <C£,) comme il suit, Soit py le premier terme de
la suite (2) contenu dans My, ¢, — le premier terme de la suite (2)
autre que p;, contenu dans M. (Les points p, et ¢ existent, M,
ayant la puissance c). |

Soit maintenant ¢ un nombre ordinal domné < Q. et SUpposons
que nous avons déja défini les points Pg et gs, pour toul §<a
L'ensemble S, de tous Jes points Pg et gg, ol £ <T@, est de puissunce
< ¢ puisque ¢ < £2,. L'ensemble M/, ayant la puissance ¢ (comme
élément de @7), il en résulte que l'ensemble M, — S, est de puis-
sance ¢. Nous définissous p, comme premier terme de la suite (2

Sl

)

contenu dans M,— S, et g, comme premier terme de la suile (2)
contenu dans M, — S, et distinet de Doge |

Désignons par 7 I'ensemble de tous les points p,, ol @< Q.

On voit sans peine que l'ensemble Z satisfait aux conditions de
notre lemme,

8

En effet, nous avons, d'aprés la (¢

nition de la snite p,, pz e Z, et po & M,
done M, Z

== 0 pour tout nombre ordinal < 2. Or, soient & et # denx nombres
ordinaux yueleonques < £, et distinguons trois cas: a S>ha=fa<f8ia>s
nous avons, d'aprés la définition de &
P& (Mz=—8,), donc py non e Sy et p
la définition de

w 4g8No et d'aprés I définition de p,.
arsuite gg o= pa. 8 @ = g, nous avons, d'uprés
w Yo :f:;ﬂoz, done 4z :f:ﬁoc Enfin. si ¢ < 8, nous avons, d'apres
' étinition de g, gp & (Mg — Sy donc
93 hon & Sy et parsuite gy :l:pa. Nous avons done dans tous les cas ([ﬂ:{:pi et
parsuite, d’aprés la définition de 1'ensemble Z, qpnon e Z

: , e'est-ii-dive gg¢ (R — Z),
quel que soit le nombre ordinal 8 <C ,Qc.‘ Or, nous avons, d’aprés la définition de g

qge My pour g <',Qc: il en résulte. d'aprés gpe (R — Z), que Mg (R —2)£0
pour £ 0
Nous avons done démontré les inégulités My Z == 0 ot My (R — %) :[: 0 pour

tout nombre ordinal g < £,. Tout ensemble de la famille O/ étant un terme de

la suite (1), il en résulte que I'ensemble % satisfait aux conditions de notre lemme.
qui est ainsi démontré.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

~ ensembles parfaits disjoints.

Sur un probléme de M. Fréchet 195

Soit maintenant £ l'ensemble de tous les nombres réels, o7 —
lo famille de tous les ensembles linéaires parfaits. B et O satisfont
done aux conditions de notre lemme: en appliquant ce lemme on
conclut qu’il existe un ensemble de nombres réels Z de puissance
du continu qui, ainsi que son complémentaire CZ, contient au mo-
ins un point de tout ensemble linéaire parfait!). Z ne peut évidem-
ment contenir aucun sous-ensemble parfait: c’est done un ensemble
ototalement imparfait®. Ainsi le lemme I entraine l'existence des
ensembles totalement imparfaits de puissance du continu f). On en
déduit sans peine que l'ensemble de tous les ensembles totalement
imparfaits a la puissance 2 .

Lemme II. E dtant un ensemble linéaire gui me contient aucun

 sous-ensemble parfait et P dlant un ensemble linduive parfait, Uensem-

hle P— I a la puissance du conbiny. S |

Démonstration. Soit & une famille formée de ¢ ensembles li-
néaires disjoints ot dont chacun a la puissance c. On sait qu'une
telle famille existe: on l'obtient p. e, en ddsignant pour tout nom-
bre irrationnel ¢ de (0, 1), dont le développement dyadique est

a1 a2

par P(t) Uensemble parfait forme de tous les nombres réels x dont
le développement dyadique est

Co

¢ e
p= 0 g St

ol ¢y, == d,, poui' ne=1,2,38,... (Cgpy étant arbitraire).

On voit ensuite sans peine que I'ensemble N des nombres irra-
fionnels econtient ¢ ensembles de la famille & Tout ensemble par-
fait contenant un sous-ensemble homéomorphe de N, il en résulte
tout de suite que tout ensemble parfait contient une famille @ de ¢

Soit - maintenant K un ensemble linéaire ne contenant aucun
sous-ensemble parfait, P et un ensemble linéaire parfait donne

1) Un tel ensemble est, comme on voit sans peine, non-mesurable au seus

de Lebesgue,
% L'existence des ensembles de

loc, cit.

ce genre & été prouvée par M. T Bernstein.

13*



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

196 C. Kuratowski et W. Sierpinski:

® une famille de ¢  ensembles parfaits disjoints contenus dang P,
L'ensemble ¥ ne contenant aucun, sous-ensemble parfait, il est &vi-
dent que tout ensemble parfait de la famille @ contient ay moing

- un point w'appartenant pas & E. Les ensembles formant la famille

@ étant disjoints et contenus dans P, et la famille @ ayant la ypuis-
sance du continu, il en résulte que Pensemble P—J s la puissance
du continu, ¢, ¢. f. d. Notre lemme ost ainsi démontrs.

Soit maintenant £ un ensemble non-dénombrable de dimension
< dN. Lensemble de tous les ensembles Gs1) linéaires ayant la
puissance du continu, il en sera de-méme de I'ensemble de fous
les produits EI, ou I' est un G, variable. L'ensemble de tous leg
ensembles linéaires homéomorphes d'un ensemble linduire donné
ayant, comme on sait, la puissance du continu 2), il en résulte que

la famille & de tous les ensembles homéomorphes & un quelconque

des produits EI" o I' est un Gy, est de puissance du continu,
Evidemment Iensemble E lui-méme appartient & &.
Or, désignons par o7 la famille de tous les ensembles P— T

?
ol P est un ensemble lindaire parfait quelconque et 7' un ensem-

ble de la famille &,

La famille de tous les ensembles parfaits ayant la puissance du
continy, il en sera de-méme de la famille 57 Or, d’apres le lemme II,
les ensembles de la famille &% ont la puissance ¢ et la famille
O a elle-méme la puissance du continu. Désignons par R l'ensem-
ble de tous les nombres réels et appliquons le lemme I. D'aprés
ce lemme il existe un ensemble de nombres réels Z, tel que Z, de

méme que CZ, contient au moins un point de tout ensemble de la
famille a7,

Posons
(3) H=E+Z;
NOUS prouverons que | _
(4) dli<dH<dN.

Pour le démontrer, rerﬁarquons d'abord que d'aprés (3), H D) E,
done dH>dE Sl était d H= @ E, H serait homéomorphe d’un

) Un ensemble est dit Gy, il est le produit d'une suite infinie d'ensembles
ouverts. '

*} Voir, p. ex. Hausdorff Grundziige der Mengenlehre p. 365, Leipzig 1914
ou P, Mahlo ], e, p. 345, ‘ |
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sous-ensemble @ de I. Or, d'aprés le théortme de M. Lavren-
tiefft) Thoméomorphie entre ¢ et H peut dtre étendue i des en-
sembles Gy, Q* et H* tels que ¢* D Q et H* ) H. Soit T len-
semble en lequel se transforme l'ensemble £ Q* dans 'homéomorphie
entre (% et H*: daprés ¢ C E et @ (C ¢ nous avons @ C E @,
ce qui donne: HC T (puisque dans l’homéomorphié entre (* et
H* au sous-ensemble ¢ de I/ @* correspond le sous-ensemble H
de 7). Or, @* étant un Gy et 7' étant homéomorphe de B Q¥ Ten-
semble 7' appartient & la famille & et parsuite CT appartient 4 la
famille 8% d’aprés la propriété de l'ensemble Z, nous avons done
Z.0T==0, et, daprds (8), & plus forte raison H .CT==0, ce qui
est impossible, pux&sque HCT.

Nous avons ainsi démontré quil ne peut étre d H = dE et,
puisque & H 2= d [, nous avons d 17> d k. Or, soit P un ensemble
parfait linéaire. L'ensemble P— & appurtlent done & la famille o7
et il résulte de la propriété de l'ensemble Z que (P E).CZ=0,
done, d’aprés (3):

PCH=P.CE.CZ=(P—E).CZ0,

ce qul prouve quil ne peut gtre P (" H. Llensemble H ne contlent'
done aucun ensemble parfait, et parsuite nous avons dH == dN;
comme d H<Cd N (puisque H ne contient aucun intervalle) on en

tire: d H << dN. La formule 4) est ainsi établie. Nous avons donc

démontré le suivant

Théoréme 1. E dant un ensemble dont la dimension est plus
petite que celle de Uensemble N de tous les mombres irrationmels, il
existe toujours un ensemble H dont la dimension esi comprise entre
celle de-E et celle de N. |

Nous allons maintenant démontrer un théoréme plus général
que voiei:

Théoreme IL. & étant une famille ayant la puissance < ¢ d’en-
seinbles dont les nombres de dimension sont < d N, il existe toujours
un ensemble H de dimension << d N, mais supériewre & celle de tout
ensemble X de la famille &.

Nous prouverons d’abord le suivant

Lemme I1I. Si P est un ensemble plan parfazt et borné, dont
la projection sur Pare dordonnées ne contient aucun ensemble parfail,

) Fund, Math, t, VI, p. 149,
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il existe wn nombre wéel b, tel que la droite y == b contient un sous-
-ensemble parfait de P.

Démonstration 1). Soit P un ensemble plan parfait et borné,
dont la projection IT sur l'axe d'ordonnées ne contient aucun en-
semble parfait. L’ensemble JI étant fermé (comme projection d'un
ensemble parfait et borné) et ne contenant aucun sous-ensemble par-
fait, nous en concluons que II est au plus dénombrable. I enzem-
ble P étant parfait, donc non-dénombrable, il en résulte qu'un au
moins des points de 17, soit (0, b), est une projection d'une. infinité
non-dénombrable de points de P et parsuite la droite y == b rencontre
P en un ensemble P, non-dénombrable de points. IL’ensemble P, étant
fermé (comme intersection d'un ensemble parfait avec une droite),
il en résulte que P, contient un sous-ensemble parfait, et notre
lemme est démontré.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme II. Soit & une’
famille ayant la puissance <C ¢ d'ensemble linéaires, dont les dimen-
sions sont <{ d N, et soit ¢ un ensemble de nombres irrationnels

~de lintervalle (0, 1) ayant la puissance du continu et ne contenant

aucun sous-ensemble parfait. Il existe done une correspondance
biunivoque entre les éléments y d'un sous-ensemble @, de @ et les
ensembles X de & soit ¢ (y) 'ensemble de la famille & correspon-
dant an nombre y de ¢;. La dimension de I’ensemble ¢ () (comme
ensemble de la famille &) étant << d N, @ (y) est homéomorphe
d’un ensemble de nombres irrationnels de (0, 1), soit de 1’ensemble
U (y). Définissons maintenant M comme 'ensemble de tous les points
(z,y) du plan, tels que y& @, et ze ¥ (y). L'ensemble M, comme
sous-ensemble de l'ensemble de tous les points du plan dont les
coordonnées sont irrationnelles, est, comme on sait %), homéomorphe
d’'un sous-ensemble de N, soit E. Nous avons donc d < d N.
S'il était d E = d N, l'ensemble E, et parsnite aussi son homéomor-
phe M contiendrait un sous-ensemble parfait, soit P. Soit I7 la projec-
tion de P sur Paxe d’ordonnées: d’aprés la définition de Pensemble
M, nous avons IT (C Q;; done, d'aprés: @, (C @, et en vertu de la

- propriété de ¢, IT ne contient aucun sous-ensemble parfait. D’aprés

le lemme III, il existe done un nombre réel b, tel que la. droite
y =1b contient un sous-ensemble parfait de P. Or, c’est impossible,

1) La démonstration du lemme IIT est due & M, Mazurkiewicaz,
*} Cf. Fréchet Math Ann. 68, 1910.
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puisque P (M et puisqu’il résulte de la définition de M que les
intersections de I'ensemble M avec les droites paralléles & Paxe d’abs-
visses (en tant qu'ensembles de la famille & done ensembles de di-
mension < d N) ne contiennent aueun sous-ensemble parfait.
1égalité d K ==d N implique donc une contradiction, et parsuite
pous avons d It < d N. Or M, et parsuite aussi K, contient évidem-
ment un-ensemble homéomorphe & tout ensemble donné de la fa-
mille & (Fu effet, X étani un ensemble de &, il existe un nombre
réel be (), tel que X==g(b), ot la droite y ==0b rencontre .M en
l'ensemble & (b), homéomorphe de Pensemble ¢ (b) == X). Nous avons
done d E>>d X pour tout ensemble X de la famille & Soit main-
tenant H un ensermble lindaire tel que ¢ F <<dH < dN: un tel
ensemble existe, d’aprés le théoréme I (puisque dE << dN): Vensemble
H satisfait done aux conditions du théordme II qui est ainsi demontré.
Une des counséquences immédiates du théoréme II est Vexistence

 dun ensemble bien ordonné de puissance supérieure & celle du conti-

nu densembles lindaires dont les nombres de dimension vont en crois-
sant; en outre, le premier de ces ensembles peut éire supposé ar-
bitraire L, de dimension < dN.

Suit, en effet, A le plus petit nombre ordinal dont la puissance
est > ¢ et soit: |

() Loy Ligyev Ly Lggaseo Layereo

une suite transfinie (de puissance 2) formée de tous les ensembles
totalement imparfaits, Nous définissons une suite transfinie du type
i densembles K., en posant 19: Ey=L,, 2°: pour a tel que
1< a<d, E,=le premier terme de la suite (D) dont le nom-
bre de dimension est >> d K quel que soit £ < e Untel B existe
toujours, car ¢ étant inférieur & A, la puissance de o est <Cc et
on peut appliquer le théoréme II, en substituant & & la famille de
tous les Ky avec & < a. La suite transfinie B (o <CZ2) joult évidem-
ment des propriétés désirdes?). S

Pour passer au deuxiéme de nos problémes nous allons nous
appuyer sur le

1) 11 est & signaler que C. Kuratowski & démontré existence d'un ensem-
ble de puissance 9¢ d'ensembles linéaires dontles dimensions sont non comparables
deux i deux: voir ce volume, p. 20b.
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Théoreme IILY). E étant un ensemble lintaire de puissance dy
continu, il existe toujours un ensemble Z de puissunce du continu, tel
que d Z < d E. o |

Démonstration. Soit & un ensemble linéaire de puissance du
continu. Posons B == F, et soit o7 la famille de tous les sous-en.
sembles de E qui sont homéomorphes & E. On voit sans peine que
la_famille 97 a la puissance <C¢ et que les ensembles formant o7

“ont chacun la puissance’ ¢. Done B et & satisfont aux conditions

du lemme I D’aprés ce lemme il existe donc un ensemble Z do
puissance ¢, contenu dans E et tel que K —Z contient au moins
un point de tout ensemble M de la famille 87 Daprés Z( E, nous
avons d 2 d B Sl éteit dZ=d E, Z contiendrait un sous-ensem-
ble H, homéomorphe de E: d'aprés H(C Z(C K et d’aprés la déf-
nition de la famille 87 H serait done un ensemble de cotte famille
et il résulterait de la propriété de Z que (6—2) H== 0, ce qui
implique une contradiction, puisque H(C Z. Nous avons done dZ« gk

et le theoréme III est démontré. Il en résulte immédiatement le
sulvant

Covollaire: Si la puissance du continu est Ry, il nexiste parmi

les nombres de dimension des ensembles linéaires non-dénombrables
aucun qui soit le plus petit, |

') Nous déduisons ce théoréme du lemme I On pourrait aussi le proaver en
modifiant légérement la démonstration du théor. 22 de M, Mahlo (. e. p. 845).
D’aprés ce. théoréme, il existe une suite transfinie de puissance > ¢ d’ensembles
F, tels que, si ¢ < », on a ou bien dP,>dP,, ou bien: @ P, et & Py sont non
comparables. (Dans le livre de M, Scho nflies- Entwickelung der Mengenlehre I,

Leipzig 1913, p. 380, le théoréme de M. Mahlo est cité avec und faute d'impres-
sion qui change compldtement son sens)
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