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Sur la puissance de I'ensemble des »nombres de
dimension« au sens de M. Fréchet.
Par

Casimir Kuratowski (Varsovie).

Je prouve dans cette note que l'ensemble de tous les nombres
de dimension (au sens de M. Fréchet) d'ensembles situés dans un
espace euclidien a la méme puissance que la famille de tous les
ensembles de nombres réels. Cette puissance est dome 29, ¢ dési-
gnant la puissance du continu.

1l suffit évidemment d’établir ce théoréme pour le cas d'espace
linéaire pour que le but principal de cette- note soit atteint. Mais
jo ne me borne pas i traiter le cas de V'espace linéaire, car la mé-
thode dont je me sers sur le plan a les avantages d’étre beaucoup
plus simple, de ne pas avoir récours a Paxiome du choix de Zér-
melo et de fournir d’une fagon eﬁ'ective la correspondance biuni-
voque entre les mombres de dimension d'uné famille d’ensembles
plans et les ensembles de nombres réels.

Dans la méme note je donne une solution du probléme suivant,
posé par M. Knaster: existe-il dans l'espace linéaire un ensemble
infini qui ne soit homéomorphe & aucun de mes (vrais) sous-ensem-
bles? Autrement dit, existe-il un ensemble linéaire infini irréductible
au sens de 1'Analysis situs? | ‘v

Le méme probléme pour l'espace & n>=>2 dimensions se résout
d'une fagon trés simple: la circonférence d'un cercle en fournit une
solution positive. Mais le cas de l'espace linéaire est tous différent.
On prouve facilement qu'un ensemble linéaire, pour qu’il réponde aun
probléme, devrait nécessairement &tre totalement imparfait?)

1) Pour les notations ot los définitions je renvoie le lecteur & la mnote pré-
cédente, : |
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Et, en effet, la solution positive du probléme résulte, de l'existence
Jensembles linéaires dont la structure géométrique révéle des pro-
priétés peut-étre inattendues: telle est Pexistence d'un ensemble k-
néaire qui n'admet aucune transformation bicontinue en soi-
-méme (ni, en général, en un de ses sous~-ensembles) sanf la trans-
formation f)ar l'identité. |

1. Lemme. Il “existe une suite infinie Zy, Zy,... d'ensembles
lindaires tels que 1°: si iskEn et si X est un ensemble ouverl (non vide)
dans Z,, on Wa jomuis d X<Sd Z, et 2% les ensembles 4, ainst que
leurs complémentaires sont totalement imparjaits.

Démonstration. Nous établirons lexistence de la suite Z, 4,....
par induction. Comme Z, nous admettons un ensemble arbitraire
qui, ainsi que son complémentaire, est totalement imparfait (v. p. 193).
Suit »> 0 un nombre naturel fixe. Je définis une famille d’en-
sembles &7 de la fagon suivante: (1) tout ensemble homéomorphe

‘d'un produit PZ (i <n), ou P est parfait (== 0), appartient & Af;

(2) si I" est un ensemble G; (vide ou non) et FH est homéomorphe

. dun produit I'Z, toute diftérence P — H appartient & &7

D'aprés un lemme établi dans la note préeéddente, si I est
une famille de puissance < ¢, composée d’ensembles dont chacun a la
puissance ¢, il existe un ensemble Z qui, ainsi que son coraplémen-
taire, a des points communs avec tout ensemble M de la famille o

Pour pouvoir appliquer ce lemme, remarquons d'abord que la

" puissance de o7 est ¢. Cela résulte du fait que la puissance des

familles: de tous les ensembles parfaits, de tous les ensembles Gy,
des images homéomorphes & un ensemble donné, — ne dépasse
pas ¢ |

Il reste & prouver que, si M appartient & 7, sa puissance est ¢,
Il y a deux cas & distinguer qui correspondent aux conditions (1)
et (2): | o | ‘

Soit M de la forme P.Z, (ou homéomorphe & un tel ensemble).
Si T'on supposait la puissance de M inférieure & ¢, on pourrait’ dé-
finir une famille de ¢ ensembles parfaits disjoints contenus dans P
(v. p. 195); un, au moins, de ces ensembles serait done disjoint de
P.Z, done de Z, contrairement & I'hypothése que le coxoplémen-
taire de Z, est totalement imparfait. | \

D'autre part, si M est de la forme P -— H, ensemble H, comme
homéomorphe d'un sous-ensemble de Z,, est totalement imparfait.
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M=P—H a done la puissance ¢ (v. lemme II de la note pré-
cédente). | ' |

Ainsi, M a, en tout cas, la puissance c.

I/existence de I'ensemble Z qui, de-méme que CZ, a des points
communs avec tout ensemble M de 87, — est done établie.

Posons Z, = Z. Nous allons prouver que la suite Z,'Zy,... Zy..
satisfait aux conditions 1° et 29,

Ad 1° Soit ‘¢ un ensemble ouvert. Il dagit de prouver que:
Gi<not GZ =0, on n'apuws: d(G4)<dZ et si GZ=E0,0n
a pas: d(6'Z) = dZ, pour ¢ < n. N

Or, supposons que G'.Z soit homéomorphe & un sous-ensemble
T de Z. En désignant par P un sous-ensemble parfait de G, l'en-
somble PZ, est done homéomorphe & un sous-ensemble M de 7.
Mais, daprés (1), M appartient b %, done M— Z =0, contraire-
ment & Vinelusion M C Z. Done Vinégalité d (G Z) = d Z n’a pas lieu.

Supposons, d’autre part, que GZ est homéomorphe & un sous-
ensemble T' de Z. Done, P étant un sous-ensemble ‘parfait arbi-
iraire de G, PZ est homéomorphe & un sous-ensemble T de T.

D'aprés le théoréme de M. Lavrentieff1), on peut étendre cette

homéomorphie & deux epsembles G,: B et I', de sorte que:
PZC B et 7y,C I Comme T, %, dou T,C T ZCJT, len-
semble I'Z, vient correspondre dans cette homéomorphie & un en-
semble H contenant PZ, Mais M= P—H appartient d'aprés 2)

% oy done Z(P— H)=E0, contrairement 4 linclusion PZ(C H.

Ainsi: Yinégalité d (G Z) = d Z, n'est non plus vérifiée.
Ad 2°: Tl gagit de prouver que, si P est parfait (§=0), on
a ZP==0=k(CZ).P. Cela résulte du fait que P appartient & 8.
QOar, posons I'=0, d'ou I['Z, =0 et, en posant dans (2): H=0,
on en conclut que P— H, e-d-d. B appartient & 8%, ¢. q. f. d.
Théoréme. Il existe sur la droite 2° ensembles ayant les nom-

bres de dimension différents. . |
Démonstration, Soit C l'ensemble parfait non-dense de Cantor
(situé sur le segment 01). Soit @y, €. Q.,... la suite des inter-
valles (ouverts) contigus & C. Soit Z,Z;. .. Z,,... une suite d’ensem-
bles qui réalise notre lemme. ‘Nous définirons une suite d’ensembles
Wy Wy,... W,,... respectivement homéomorphes aux précédents: W,

est homéomorphe & Z, et est contenu dans lensemble de points de C

1) Fund, Math, t. VL,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

204 C. Kuratowski:

autres que les extrémités des intervalles contigus (ee dernier ensem-
ble étant homéomorphe i I'ensemble des nombres irvationnels, W,
existe); pour n =1, W, est homéomorphe & 7, et est situé dans
Pintervalle @),.
Soit 4 (" W,; nous lui ferons correspondre un ensemble F(4)
de fagon que linégalité 4, 5= 4, entraine d F(A,) == d F(4,)
Posons:

FA)y=A+ X W,
nwal

Or, supposons que d F(4,)==d F(4,) et que la fonetion f(z)
transforme l'ensemble F(4,) d'une: fagon bicontinue en un sous-en-
semble de F (.4;). Nous allons prouver que A, (T A,. Il suffit évidem-
ment de prouver que, si p € 4; on a f(p)=p.

Supposons, par contre, que f(p) = ¢ == p. Soit ab un intervalle
entourant . La fonetion / ¢tant continue, il existe un intervalle ce
entourant p et tel que les condilions z e F(4,) et e T e en-
tratnent @ < /() < b. On peut évidemment supposer que les interval-
les ab et ce sont disjoints' et qu'il p’existe aucun intervalle contign
¢, qui ait des points communs avec tous les deux intervalles ab
et ¢ e (car, par hypothdse, p n'est pas une extrémité d'un intervalle con-
tign). L'intervalle ce renferme des intervalles contigus: soit ¢, un tel
intervalle; donc mage f(W,) de W, se trouve entre a et b. Comme
W, est homéomorphe & Z, et W, & Z, et comme d %, nest pas
<K< dZ, on n'a pas d W,<(d W,; par conséquent /(W,) n'est pas
contenu dans W,. Il existe donc un point » de W) tel que f(»)
appertient & un W, avec indice [5=0 (et /==k). Comme W’ est
situé & lintérieur de lintervalle @, et W, & lintérieur de ¢, il
existe (en vertu de la continuité de f) un intervalle (ouvert) £ con-
tenu dans '@, et contenant r, tel que F[R.F (4,)] C Q,; ce qui
revient & dire que f(R. W,)C W..

Ainsi, nous parvenons & la conclusion qu'un sous-ensemble E. W,
ouvert dans W, a le nombre de dimension <Cd W, Mais W, étant
homéomorphe & Z, et W, & Z,, il en résulte Iexistence d'un ensem-
ble X ouvert dans Z, tel que d X< d %, conlrairement au lemme.

Il est donc établi que l'inégalité f (p) = p, pour un p apparte-
nant & 4,, implique une contradiction. On en conclut que A, C 4,
D'une fagon analogue: 4, (C 4,.

Nous avons ainsi prouvé qu's des ensembles 4, et 4, différents
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correspondent des nombres d F(4,) et d F (4,) différents. Or, l'en-
cemble W, ayant la puissance du continu, la famille des ensemblés
A contenus dans W, a la puissance 2°. On en conclut que la famille
des ensembles F'(4), famille composée d'ensembles & nombres de
dimension différents, a la méme puissance 2°, C'est donc la puissance
de la famille de tous les nombres de dimension.

Remargue. Tl ewiste une famille composée de 2° ensembles dont
les nombres de dimension gont non-comparables deux & deur.

Pour s'en CORvainere, remarquons d’abord qu'il existe une famille

- & densembles situés i lintérieur du segment 01 dont aucun n'est

contenu dans un sutre; cette famille a la puissance 2°1).

" En effet, & tout ensemble X situé entre O et 1 faisons corres-
pondre l'ensemble @ (X) en convenant que: pour quey appartienne
y §(X) il faub et il suffit que ou bien 2y appartienne v X ou

bien quon ait y == ; et quwen méme temps 2y — 1 n’appartienne

pas & X. On prouve aisément que, si X, == X,, aucune -des inclu-
sions @ (X)) C P(X,) et @ (Xy) C @ (X,) v'a lieuw

Or, I'ensemble W, ayant la puissance ¢, il en résulte l'existence
d'une famille @ de puissance 2° ayant cowamse éléments des sous-
_ensembles de W, dont aucun n'est contenu dans un auntre. Nous
avons prouvé que, si dF(A,)s<dF(4y), on & 4, C 4y. Done, si
Ton considére la famille de tous les engembles F'(4) ol A varie
dans @, cette famille se compose de 2¢ ensembles dont les nombres
de dimension son mon-comparables.

9. La construction géométrique dont nous nous gervirons b pré-
sent permettra de faire correspondre effectivement 3 tout ensemble
Y situé dans intervalle 01 un ensemble plan F(X), de fagon
que Vinégalité X, == X, entratne: dF(Xy) 3= dF(Xy). Cela revient
3 dire que la famille que nous définirons, composee d’ensembles

1) Clest un cps particulier du théordbme dfi & M. Knaster, que I'on peut
énoncer — en évitant I'application de l'axiome du choix — de cette fagon: M
étant un nombre cardinal tel que m==2m, il existe une famille comaposée de 2™
ensembles dqnt aveun n'est contenu dans un gutre, Pour le prouver on imagine
l'ensemble M de puissance 1 décomposé en deux ensembles disjoints M, et M, les
fonctions £, () et f, (x) transformant de fagon biuniveque Men M, ot Men ﬂ!;f,
resp, A tout X (T M on fait ocorrespondre ¢ (X) en rangeant y dans (?(X) 8l
y =1, (¥) et & nppartiont 4 X, oa bien y==f, () et nfapp&rtient pas & X..La
famille “do tous les @ (X)ent la famille demandée.
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plans ayant les nombres de dimension différents, est effectivement
de puissance 2.

Sdit Tay Thyeer Puy... 18 suite des nombres ratiounels de linter.
valle (—1, 1), Désignons par S l'ensemble eompod:

19: de points x, y tels que

y = sin ”-;E 0<e<lad (=128,
SN '5;'
1

20: de points T ou n==234,..
3%: do points du segment: x =1, — 1 <y <<+ 1.

Soit X un ensemble arhitraire #itué sur lo segment 01 de

l'axe des y; la fonction F(X) est défuie par Dégalité:

FXy=X+8

et o 4 a3 § e e ot B i S e Ty e o 4 s § e

| d l

Je dis que, si X, X,, on a d F(X)=d F(X). Tl sufft de

prouver que, si d F'(X)<{d F(X,), on a X, C X,.

Or supposons que la fonction 7 transforme l'ensemble F(X;)
en un scus-ensemble de F(X,) de fagon bicontinue. On prouve
facilement que le segment 2 ==1, — 1<<y<<-+1 se transforme
en lui-méme; d'une fagon analogue, en désignant par p, le point

_1 .
(g,r,,), on a f(p,)=p,; de sorte que tout point p, est fixe par
1 ‘ ‘

- rapport 4 la fonction £ Il en est de méme de tout point 2 de l'en-

semble X, ear pour tout 2 il existe une suite P, qui converge vers 2.

‘Done l'égalité f(p,,) =p, entraine: f(z)=2 Ainsi X, C F(X,),

Tot X, C X, ).

) M. Bierpinski a attird mon attention sur lo fait que le procédé que j'emploie
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8. Nous allons établir, & présent, l'existence d'un ensemble liné-
aire (infini) tel que, si la fonetion # transforme cet ensemble en un
sous-ensemble (vrai un non) de fagon bicontinue, on a identiquement:
f(#)==a. 1l sera plus commode de construire d'abord un ensemble
plan ¥ de ce genre; comme F ne confiendra auncun point sur les
droites y ==, ni sur les droites o ==, ol » désigne un nombre
rationnel queleonque, -— il en résulte tout de suite I'existence d’'un
ensemble linéaire qui est homéomorphe & V' Cet ensemble linéaire
repond done au probléme. |

Soit K un ecarré ayant deux cotés situés sur les axes. Soit
Do, Proeer Pueers UDQ suite de points dense dans K et telle que 1°: p,
s los deux coordonnges irrationnelles, 20: si n==m, p, et p; ont
abseisse différente. Soit enfin Spy &y, ... S, ... une suite de segments
paralléles b l'axe des y telle que 1°: p, e S, C K, 2°: la longueur

de S, est <;17

Reprenons la suite densembles Z,, 4, ..« Zy,-.. dulemme du N1
et désignons par I7, un ensemble homéomorphe & 7, et situé sur
le segment S, ; nous pouvons évidemment supposer que H, ne contient
auoun point & ordonnée rationpelle. Je dis que Iensemble

o
V= YH
()
est Pensemble V' demandé, | o
Ohservons d'ahord les deux propriétés suivantes des ensembles H,.
1) si m=wn et si A est un ensemble ouvert (== 0) dans H,.

Pinégalité d X =5 d I, n'a pas lieu; - | |
2) H, n'est pas un ensemble de [” catégorie sur lui-méme *).
La propriété 1) résulie immédiatement de la propri¢té analogue
des ensemhles Z,, énoncée dans le lemme. Pour prouver 2) il suffil

de prouver que %, n'est pas de [” catégorie sur Jui-méme.
Or, si 4, était de [™ catégorie sur Jui-méme, il.le serait aussi

de puissance #, d'ensembles plans dont les

permet de npmuier une suite transfinie
pour le cus d’engombles linéaires Je probléme

nombros (e dimension vont en croissant (

reste ouvert), En effet on sait nommer une suite de puissance x, d’ensembles
.4“(,‘1

X,y X,,... Xg,... situds sur lo segment 01 tels que «<C # entraine Xo (
(Cf, H, Leshesgue Journ, do Mauth, 1905). Par conséquent: d F (Xo) < & F (Xp).

% Un ensemble K est dit de ' eatégorie (au sens de Baire) sur By si L
est somme d'une série (’ensembles nun-denses dans . ' '
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sur la droite toute entidre. Mais alors !) il existerait un ensemble

parfait situé en debors de Z,, contrairement & hypothése que le com-

plémentaire de Z, est totalement imparfait (cond. 2° du lemme),
Les propositions 1) et 2) établies, nous en déduirons la suivante:

3) Iinégalité d H, ..<__ dz H, (la sommation s'étendant & tous les

mafwn

indices différents de n) n’est jamais vérifice.
Pour snnphﬁer les notations, posons n == 0. Il saglt de prouver

que d Ho = dZH n’a pas lieu. Supposous, par contre, que la fonetion

mu]

S transforme l'ensemble H, en un ensemble S (Hy) contenu dans VH

m-uj

On a done: HOWIJ—{-I T +I —-|— ,ouf( w) C H,. Daprés 2),
un des ensembles de cette série, par ex. I, n’est pas non-dense dans H,:
autrement dit, il existe un intervalle (ouvert) J contenu dans S,

- tel que I, est dense dans J H,(s=0). Comme f(I,) C H, C 8,

on en conclut en vertu de la continuité de f que f(J H,) (C 8,
done f(JH,)C H,. Or, lensemble J H, est ouvert dans H,;
par conséquent selon 1): d (J H,) nest pas = d H,, ce qui contre-
dit linclusion f(J Hy) C H,.

La proposition 3) est ainsi établie. Passons & la propriété fonda-

~ mientale de l'ensemble V. Il #agit de prouver que, si la fonetion

S (), définie pour tout z & V, est bicontinue et satisfait & la condi-
tion f(x)e ¥, — on a f(x) ==, quel que soit .

Supposons, par contre, qu’il existe un point p tel que f(p)=g=kp.
Entourons ¢ d'un cercle B ne contenant pas p. Soit *p,, p,,...une
suite extraite de la suite py, p,, py,... précédemment définie, qui
converge vers p. En vertu de la contmmté de la fonction f on
a f(p.) eR pour % suffisamment grand; la longneur des segments.
S,,k tendant vers 0, on a f(H, )CR V. On peut aussi asquettlr

- Pindice £ & la condition H, .R=:0. Done: B ¥V CZ H,. Dot

mejany

J CZH et d H SdZHm, contralrement ) 8)

majeny msjuny ‘
Il est ainsi établi que f (w)w-m, que] que soit z, e. t f. d.
) Cf. Bchonflies 1 c. p, 347,






