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- Contributions a Iétude de l'espace métrique 1
Par

Adolphe Lindenbaum (Varsovie).

& 1. Introduction.

D'ordinaire, la Géométric se borne & ‘quelques espaces spé-
ciaux et n'y considire qu'une classe étroite des figures géo-
métriques; on erde, d'autre part, l'espace méirique abstraif, on
‘tudie en général des ensembles de points — mais c'est ju-
stement 1, olt la distance ne sert que d’un. instrument accessoire,
quoique utile 1), Kt pourtant — il y-a des problemes généraux dont
Je sujet méme est de vature essentiellement métrique.

Ces recherches en donneront quelques exemples; d'ailleurs, elles.

" contiennent encore beaucoup de topologique (tout au moins leur

premiére partie, présentéo ci-dessous). - |

Au § 4 jlexamine la propriété singuliére d’un ensemble de po-
ints d'4tre superposable avee son vrai sous-ensemble.
On peut indiquer des ensembles plans bornés jouissant de cette pro-
priété paradoxale, bien qu'ils ne puissent gtre F, et G4?) & la fois

' (ni lindaires); done, & plus forte raison, ils ne sauraient étre fermeés,
"ni ouverts, cependant il y en a qui sont F, ou Gy

Voila le sujet principal, mais, & ce propos, jétudie encore de
plus prés la notion (bien élémentaire) de congrience (§ 3).
Tous les résultats, étant valables pour un espace métrique abso-

1) »La notion de distance étant 'étrangére & la Topologie, ‘il vaudrait done
mieux de no pas on faire usagee. (P Urysohn, Fund. Math, 7 (1926), p. 42).
%) Un ensemble est Fy, s'il est sommo dénombrable d’ensembles fermés; s'il

est complémontaire d'un Fy (e-b-d.: produit dénombrable d’ensembles oaverts) —

il est G(; .
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lument arbitraire, sappliquent -—— bien entendu — i Jes pace eu-
clidien (comme on vient de voir); — jenvisage dans le petit texte
les propriétés .particuliéres de cet espace. |

Il m’s semblé enfin nécessaire de consacrer- un paragraphe, pour
pouvoir expliquer ou préciser quelques notions générales et en régy.
mer certaines propriétés (§ 2). |

Je termine cette préface par remercier MM, Kuratowski et
Tarski, qui ont bien voulu prendre intérét & ces recherches: j'en
al profité beaucoup.

§ 2. Quelques notions générales et léum propriétés 1),

L'ensemble de tous les arguments d'une fonction 7 .est appelé
domaine de f, tout court: D (f). | |

Soit A (C D{f): jentends par f(4) - lensemble de-toutes les va-
leurs de f(x), x parcourant 'ensemble 4 %) (done f (0) =10, 510 dé.
signe Pensemble vide). |

Je pose fO(x) =z et pour £ entier positif: f*(z) = S (1 (=),
Lorsque f est biunivoque, on définit encore f-t (z), comme I'¢lé-
ment y de J(f) pour.lequel f(y) =a; dou il est déja clair ce
quon veut désigner par /*(x) pour un s entier < — 1,

Jappelle chaine ) de a (par rapport & une fonction f biuui-
voque) — ou C'(u)4) — le plus petit ensemble X remplissant les
conditions: 1% aeX; 2% si xe D(f) X, alors J(@)eX; 3% s
xef(D(f)). X, alors f-1(z)eX. — Done, c'est lensemble de tous les
f*(a) qui existent; lorsque p. ex. F(D(f))(C D(f) et ae|D(f)—
— S (D(f))], tous les /*(a) pour % non négatif existent et constitu-
ent une suite § infinie: a, f(a), f2(a),...; pour k négatif — les
J*(a) n'existent plus — la- chatne (@) se confond done dans ce
cas avec la suite S, Je ferai usage de suivantes propriétés de chafues:

') Pour les détails — v, p. ax: I Hausdorff: Grundziige der Mengen-
Or, il importe de remarquer ue
nos définitions différent souvent de celles qu'on trouve ailleurs.

®) Au fond, c'est une convention incorrects. Pour les raisonnements plus dé-
lieats, il faut distinguer la fonction J(x), définie pour e D(f), d'une autre, J1(X),
définie pour X D). ' o

%) Cette notiop provient de celle de nHette*, dne & Dedekind, _

*) L chaine dépend évidemment de la fonction J considérée, ce que le sym-
bole C(a) De marque pas, parce qu'aucun malentendu ne serait icj possible,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

L’étude de Vespace métrique 211

(1) Si J est une fonetion biunivoque el ae D(f), toute la chaine
de a patf rapport i f,.sauf peut 8tre un seul élément, est con-
tenue daus /(D (f)).

(2) Sia et o® appartiennent au domaine d'une fonetion / biuni-
voque, alors on a: U(a) = C(a*) ou C(a).0(u*)=0.

Par espace mélrique (classe (D) de M. Fréchet 1)) jentends un
ensemble d’éléments nommes poiuts, avec la seule condition qu'a
deux points @ et y corresponde toujours un nombre réel o (x,y) —
leur distance (écart) -— de fagon que:

10 pour que ¢ (%, y) Sannule, il fuut et il suffit que = ot y soi-
ent identiques, | |

20: o (my) -+ 0 (@2) 2= ¢ (1 2).

Il o encore deux propositions, notamment:

(3) emy) =0 et ¢@y) =0 2)

— quon voit autre part séparément postulées; c'est parce que la
loi du triangle (exprimée chez nous par 2°) est presque toujours
formulée d'une fagon moins avantageuse 3), ou que — parfois —

“on wen tire pas toutes les conséquences, car les propositions (3)

sont ici démontrables?$)

Observons que lespace métrique est — strictement — quelque
chose de plus qu'un ensemble de points: il n'est défini que par ses
points et sa distance ensemble. |

On appelle un ensemble de points: |

a) sphire — de centre a et de rayon r (> 0), &'il est composé
des points x pour lesquels: ¢ (u,%) <7,

B) borné, il est contenu dans une sphére; l'ensemble de distan- -
ces entre les points d’'un ensemble 4 borné non vide a done une
borne supérieure, d (4), nommée diamdire de A.

) V. p. ex.: M. Fréehet, Trans, Am. M, Soc. 19 (1918); pour la premiére
fols cette notion apparait (sous le nom do classo (X)) dans la Thése de cet anteur:
Sur quelques poinis du caivul fonctionnel (Rend. Cire, Mat. Palermo 22 (1906)).

3 Dans la formo: ¢ o, ¥) <K o 1 2+ @ &Y Cependant, on peut bien rem-
placer 20 pur: g (6, y) g @ (. #) ¢ (g, 2), ou (d'aprés lo modification que jo dois
BM. Suymuneki) -« pur @ (2,¥) sz 0 (20 0 (B 2) '

% Posons 2 :=y dans 2% et pour la seconde proposition: 2 == .r ete,

- 14"
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Un point a est dit point d’'accumulation pour A, lnmque toute
sphére de centre ¢ contient deux points au moing de 4,

ae A, lorsque toute sphére de centre a contient wn ‘point au moing

de A4 (ou autrement: 4 se compose do fous les points qui appar-
tiennent & A ou en sont points d’acecumulation).

Il serait déjh superflu de faire voir comment s'obtiennent leg
notions connues d’ensemble dense en soi, fermd, (domaine) ouvert ete,

Mais encore — un ensemhle 4 est:

y) divergent, si I'ensemble de points d'accumulation pour 4 est
vide,

6) compact, si toute suite {F,} d'ensembles fermés non vides
avee: Fy C 4 et Iy, C P — possede Je produit non vide 3

Dans P'espace euclidien, pour (u’un enssmble soit compact, il faut ot il suffit
qu'il soit bornd, ‘

(4) Tout sous ensemble dlvergent d’un ensemble compact ox st fini
(au sens de Dedekind ®))

(6) L'image continue d'un ensemb]e compact et fermé est compacte
et fermée %), |

Jaurai besoin aussi de la notmn de (pramler) résidu ¢) d’un en-

semble A: Cest Pensemble 4. A — A, qul sera dénoté par A,. Re-
marquons le theoréme ) '

(6) Lorsqu'une homéomorphle (transformation biunivoque et bicon-
tinue) transforme 4 en B, alors 4, se trouve transformé en

By — cest-b-dire: la propriété d'appartenir au résidu est un
invariant topologique ©).

1) Cest la proposition (4) (v plus loin) qu'on emploie pour définir lacompa-
cité; mais — afin p, ex. d'§viter Paxiome du choix -~ il me fallut adopter la
définition du texte, 1)’ ailleurs, pour I'espace euclidien, I'équivalence de ces définitions
se démontre sans ledit axiome.

?} C.-d-d.: n’admet ancune partie dénombmb]e

3 V. Hausdolff op. cit, p. 364, th, V Une démonstration sans laxmme
du choix exige ici un peu de préca.utmn
9 V. p. 213 2,

- ®) C. Kuratowski, Sur lopération A de l’Anal_/szs mtug Fund. Math,
3 (1922), p. 189.

8) Da.ples Urysohn, L e, p. 64, on d1t que le résidu est un covariant
topologique, _
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‘On introduit ~— en outre — les résidus de fout ordre?) (d’une
o analogue comme pour les dérivés, cohérences). Un ensem-
ble est réductible ¥), s son résidu de certain ordre est vide (done

tous les suivants aussi).
Dans V'espace euclidien, pour qp.’,un ensemble soit réductible, il faut et.il suf-
At quil esoit F, et Gy & lg,,\foia ), .

Parmi les fonetions dont les arguments et les valeurs sont des

‘points, je distingue une espdee par la définition suivante:

 péfinition 1. @ est une transformation jsométrique de
A en B, lorsque ¢ (4) = B e, pour tout a, ef ay de A (qui est,
comme B, un ensemble do points), on «:

0 (1p (@), 9 (a2))= 0 (@1, )

On remarque aisément que, pour une transformation de ce genre,

@ =9 — implique: & =¥.

(7) Clest done toujours une transformation biunivo-
‘que; son inversion est de m&me une transforma-

tion isométrique (de B en 4).
Définition 2. A est superposable ave B (A et B sont com-

gruents):
4 = B,

¢l existe wne transformation isométrique de A en B4)3).
‘ » ‘
) Ce qui nexige point des nombyes transfinis, V. Hausdorff, op. cit.,
D. 283 et C, Kuratowski: Une méthode d&'élimination des nombres transfinis.., -
Fund, Math, 3 (1922), § 6. Ces auteurs envisagent un espace moins général, mais

cela n'influe que sur les détails, -

%) Les expressions sréductibles et »r
férents (v. L. Zovetti — A. Rosenthal, En
ot 872. notes 43} et *)); colle-l4 n’'a rien de commun avec le terme

introduit par Zoretti et Janiszewski (— cf la note '), P. 217).
462 A Vaide de l'axiome du choix, on ob-

% Hausdorff, op. cit., pp. 806,
tient la mawe proposition pour les ensembles compacts gitnés dans un espace mé-
trique quelconque, . ‘ -

) (f. la définition due 4 MM. 8. Banach et A, Tarski: Sur lo décompo=

sition des ensembles de potnis on parties respectivement congruentes, Fund Math,

6 (1924), Déf. 1, p, 2456, M. Hausdorff, op. cit, emploie le terme ,congruent®

en quelques sous différents.
5 Il serait possible de donmer une

gsidue se rencontrent aussi aux sens dif-

e. d. Math Wiss. I1 C 9 a, p. 869
Jirréductibie®

déGnition qui comprendrait au-si la »con-
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Il ost & remarquer que la notion' de congruence embrasse ici également oclls
de congruence directe et inverse, P. ox. toute symétrie estim cas de congruence,

On déduit sans - peine les lois ‘fonclamauta.lea, de cette rélation:
I A d4; IL Silon a: 4B onaausgi: Bacd; 1T 8i 4= B
et B=(, alors A= Dans la suite de ce § nous tudierons leg

propriétés topologiques de congruence et le probléme de
extension dumne congruence donnée N,

Théoréme 1. Toute transformation ssométrique estune homéomorphie,

Grce & (7), il suffra Gvidemment de prouver que c'est une
transformation eontinue: il faut dome, d'aprds la définition de con-
tinuité 2), montrer que si b=g (a), aed -~ o ¢ est une ‘trans-
formation isométrique de A4 -~ ot 8, est une sphore de’ centro b,
alors il existe une sphére S, de centre q. que I'on a: ¢ (4.8,YCS,
Mais, pour ¢, il suffit do sapposer tout simplement le rayon de S,
égal i celui de -S, %) | |

Le théoréme démo_n"tt'é conduit & deux conclusions suivantes:

+

B) Si ¢ (4 =B, g étant uve transformation isométrique, alors
| q) (AR) ‘m‘B,‘,‘ [(6) et th 1]. ,

Corvollaire 2. 8i A= B, alors 4,~R,. [(8)]. |
Théoréme 3. Si 4 C 4% (4, pest une transformation isométri-
que de A et o est une transformation continue de A* dont les va-.
leurs cotncident sur A avec celles de @ — alors W est une transfor-
matton isomdtrique de A, |

J'omets la démonstration, qui n'est point difficile ).

gruence« entre deux emsembles d

ont chacun ost Aans son propre espace métrique;

) La notion de copgmence, introduite tout & I’heure, amAne bientét & celle

- @équivalence (v. lo mémoire cité de MM. Banach et Tarski, pp. 25@'4:‘-—4—277),

mais ce sujet *sera traité, dans la partie
notes 3), p. 217 et ), p. 218),
3 v, Hausdorff, op. cit, p. 859,
% En analysant cette démonstration, on voit que lo théordme suivant est en-

suivante de mon travail (v. aussi les

- core valable: Toute transformation . remplissant la condition: .

(t) o (ple), @(a)<Ce(a, @) pour tout @, et-a, de 4

— est continue dans 4
isométrique aussi),

*) De méme, on obtiqntz_'un résultat vrai, en remplagant dans 1'époncé du th.
8 le terme »isométriques par, »asmujettie & la condition (1)« (v. %)),

y et méme uniformément countinus (donc la transformation
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Eu géuéral, il serait impossible d'étendre une homéomorphie entre 4
et B jusqu'aux ensembles A et B tout entiers!); mais quelquefois
on est en état de le faire #),

pour T'espace euclidien, cotte question, quant i la congruence, est bien sim-
ple: 81 4 gz B, alors il existe une transformation isométrique dont le domaine est

Pespuce enticr, of qui présente une extension de celle qui transformait A4 en B.
Dans ce cus, A et [ sont done isotopes 9),

Théoréme 4. Lorsqu'une transformation isométrique @ transfor-
me Uensenible compact A en Pensemble compuct B, alors il existe e

transformation isométrique ¢* de A en B ot une seule — qui -

vide avee @ sur A,
Soit p un point de A; en désignant par Si° la sphére de cen-

tre p et de rayon »3;, on obtient: 4.8(" =0, done aussi @ (4.89)40;

posons:
700 = 4 S0 |
On a i
2 x
(9) d (TP <=

et la partie commune de tous les T (n==1,2,3,...) contient —
en raison de la compacité de B — un, et — selon (9) — un seul
point; il sera désigné par @* (p). La fonction @* ainsi définie jouit
de toutes les propriéiés désirées. (Au préalable, on vérifie qu'elle

1) Opn peut seulement démontrer (avec )'axiome du choix) la propositionysui-

vante: Parmi les ensembles contenus dans P auxquels g’étend une fonction gon-
tinue donndo, définie dans P, il existe toujours un qui est le plus grand (cf
le lomme: connexe chez MM, W. Sierpifski ot A Zygmund, Fund. Math, 4
(1923, p. 817); et ensuite: »Davni les couples d’ensembles (B, H) auxquels g'étend

I'homéomorphie entre deux ensembles donnés P, @, I CP ot H (T @ ilen exi-
nscmbles M et N sont respectivement plus

ste lonjours un (M, N) ‘tel que lesse
e de méme naturee¢, —

grands ‘que les ensembles K et H formant tout autre couple |
W. Bierpinski: Sur Pextension de I'homdomorphie enlre deux ensembles, C. R.
178 (1924). (M. Sjerpinski no goccupe que de l'espace euclidien, mais ses ré-
sultats restent vruis pour un espuce beaucoup plus général: ce que jui cité ci-
~dessug - pour un espice métriguo quelconque).
BV, Hausdorff, op, eit, p. 368. _
8, C-fied,: il existe une Lomdomorphie qui tran

on B.

sforme lespace on 8oi, et A
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est continue 1); par suite’ [th. 8] — elle est isométrique. Finalement
on prouve [(3)] que ¢* (4)== 8 etc.) ).
Corollaire B, Si A et B sont compacts et congruents, alors J ef

" B le sont aussi.

Corollaive 6. Si A et B sont compacts ¢t congruents, alors A -4
et B—B le sont aussi. '

Théoréme 7. La chaine d'un point quelcongue par rapport & une
transformation isométrique est divergente ou dense en soi. (Cest M. Ku-
ratowskil qui a su généraliser de cette maniére intéressante une
idée de ma démonstration primitive du th. 8)

Soit @ une transformation isométrique, et supposons que la chaine

C(a) n'est pas divergente: pour un & positif donné, on peut done
trouver (dans la sphére de rayon ; autour d’un point d’accumula-

tion) deux points différents de notre chaine: ¢ (@) ot ¢'(a), avec
la distance mutuelle < g, c.-a-d.:

(10) - o (¢*(a), 9'(a)) < &

Puisque C(a) n'est pas divergente, elle doit &tre infinie; par con-

-séquent, ¢*~(a) ou ¢ *(a) existe (peut-8tre — tous les deux): sup-

posous que ce soit ¢**(a). Or, g**(a) n'est pas égal & a (on
aurait aun cas contraire — ¢ (@) = ¢*(a)) ot — d'aprés (10):
¢ (a, 9" *(a)) < & ce qui prouve que dans une sphére, si petite
qu'elle soit, autour de g, il y & encore outre a¢ d'autres points de
C(a). On en conclut que a est un point daccumulation pour
C(a). Mais, si a*eC(a), on a [(®)]: C(a*) = C(a) — et, en appliquant
le résultat acquis & ¢ = a* nous obtenons, tout aussi bien, que, la
chaine C(q) supposée non divergents, tout son point est un
point daccumulation e, q. f. d.®)

') Dans ce but p. ex., il serait commode d'introduire la distance cntre deux
ensembles;.on aurait alors: ¢ (@ (X), (X)) =@ (X, ¥) — pour ¢ isométrique.

?) Le théoréme analogue pour les fonctions nssujetties 4 la condition (+)
sera: S8i une telle fonction 0 transforme un ensemble 4 en l'ensemble com-
pact B, alors il existe une fonction dont le domains est j, ot (ui, tout en rem-
plissant sur 4 la condition (th cotncide sar 4 avec o,

%).8i on introduisait Ia notion d'ensemble ncomplétement horné* (fotal be-
schrinkt — Hausdorff, op. cit., p, 311), -on obtiendrait leo suivant résultat:
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Sans peine, on établit les relations entre les chaines de deux

points différents (par rapport & la meéme transformation isométrique

@), comme p. eX.: Si la. chaine C(a) contenue dans D (@) est bor-
née, C(b) Vest aussi.

§ 4. Monomorphie,

Dé'linitiml 3. L'ensemble A est monomorphe, lorsque les re-
lations:

Bed ol BC A

ne se présentent & la fois que si B== A,

On peut dire que l'ensemble est monomorphe, s'il est” élément
Jirréductible® 1) dans la classe d’ensembles superposables avee lui,
Jintroduis celte notion, parce qu’un ensemble (méme compact) peut
bien Gtre superposable avec un de ses vrais sous-ensembles; —
c'est, sans doute, un ,paradoxe de linfini* (Bolzano)

Un livre sur la théorie des cnsembles commonce?) par les réflexions sur
deux angles éganx dont I'un est - néanmoins - contenu dans l'autre,
Un oxemple le plus simple de cette singularité donnent les demi-droites:

Elz>>0] et Bz >>1).

Quant aux ensembles bornés, on a tout d'abord le théoréme:

(1). Un ensemble linéaire borné est toujours monomorphe, *)

Mais voiei l'exemple (exprimé en coordonnoeds polaires) d'un ensemble plan
borné (situé méme sur une circonférence) qui est superposable avec sa partie 4):

Lorsque la chaine d'un poixﬂ: quelconque par.rapport i une transformation isomé-
trique ost complitement bornde et intinie, elle est dense en soi. _

1) Pour la définition dé ce terme (of. la note ¥),p.213) v. p. ex: A, Tarski,
Fund, Math, 6 (1924), p. 48 ’

%) G, Hessenberg, Grundbeyriffe der Mengenlehre (1908), Chap. l.

3) Ce theordme pout dtre géndraligé. Dans cotte forme, on le démontre sans
peine (en s'appuyant p. ex. sur le fait que la chaine d'un point par rapport i une
transformation isométrique est nécessuirement divergente, lorsqu'elle est lindaire).

- Cependant, J"l;i montré qu'un ensemble A linéoire borné peut posséder une pur-

tie B telle que A et B se ddcomposent en deur purties respectivement congru-
entes (cf, Banach et Tarski, 1 ¢, p. 259).

4 D'ailleurs, des ensembles fort semblubles ont été utilisés bien de fois pour
de Qifférents buts (méme trés volsing), mais c'est probablement M. Tarski qui,
le premier, en a explicitement indiqué la propriété en question. (A. Tarskl:
O réwnowasnodes wielokqtdw, DPiueglad Matematyczno-Fizyezny 1924, Nr. 12,
p. bé ('fm polonais) ou Banach et Tarski, L e, p. 258; j'ai modifié légerement
son exemple), | |
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a 6étant un angle incommensurable avee m, @ un nombro, positif, lensemble A
de - tous les points (p, n a), pour # entier non négatif, est superposuble uvee Mensem-
ble {4 — ((¢,0))] de points (¢, n &), pour »n entior positif 1),

Un ensemble fini (au sensde Dedekind-—v. %), p. 212, est ¢videm-
ment monomorphe ?), Le th 8 les cor. 16 et 14 — nous fourniront
des conditions suffisantes, de plus en plus générales, pour qu'un en

‘semble compact soit monomorphe.

Théoréme 8. Un ensemble compact ®) et fermé est monomorphe.
Soit . un ensemble compact et fermd, et ¢ — une fonetion iso.
métrique telle qlie:

(11) | p4)C 4
Soit ensuite T
(12) acd

Si la chaine de a est finie, on a néeessaircient [(1D)]ia =
= @*(a), pour un certain &> 0, done:
(13) - 8l CU(a) est finie, a & ¢ (4).

Si cette chaine est infinie, le th. 7 et (4) donnent quelle
est dense en soi (puisque A4 est compact): ceci entraine pour un &
quelconque la relation: aeC(a) — (h. BEn appliquant (1), nous en

~ coneluons: . o
(14 | a ¢ (4). |

Mais ¢ (4)est un ensemble fermé [(5) et th. 1}, done — d’aprés'(lfl):
(15) si C(a) est infinie, a & @ (A4).

Y On peut méme cqnstruire de tels ensemblesn non vides 4~ DB que:
() A= A4 B B, A.DB étant vide,

Ils peuvent étre plans non bernés (E. Mazurkiewicz et W, Sievpin-
ski, C. R. 158 (1914} cf. aussi 8. Ruziewicz, Fund, Math, 2 (1921), p. 4), ou
hien étre situés sur la surface d'une sphére (done bornds; -- Hausdorff. op.
eit, p. 469 ou Math. An. 76 (1914), p. 428", D'aprés mes résultats (quo jo re-
mets i plus tard), ce sont des cas — en quelque sorte — le plus simples, car
aucun cnsemble 44 B plan borné ni lindaire ne peut jouir de la propriété (i1),
5l n’est pas vide. : _ ' - '

*) Notons le théoréme beaucoup plus intéressant: Lorsque 4 et B sont con-

~ gruents, ot 4. B contient moins que ﬁ-(n;_ D points, alors A— B ot B—4 se

décomposent en n parties respectivement congruentes,

~ #) On pourrait senlement supposer qu'il est cbmplétoment borng (v. ¥, p. 216).

Le th. 7 donnerait aussi qu'un ensemble complétement borné et cluirsemé est mo-
nomorphe,
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En rapprochant (13) et (15), on voit que notre hypothése (12)
implique toujours: @£ (4). En dautres termes: 4 Cp(4), ee qui
donne avee (11) I'égalité: A == @ (4). Cette conclusion montre enfin
que 4 est monomorphe, |

Lemme 9 8$i, pour un 4 compact?), BCA;:QB, alors

L'hypothése cntrafne tout de- suite: B(C 4 et (selon le cor. B)
B 4 D'aprés lo théoréme précédent 4 est monomorphe, done on
doit avoir B==4, ¢. q. £ d.

Théoréme 10. Powr qu'un ensemble compact A soit monomor-
phe, il faut et il suffit que les relations Bz A et B) A waient liew
& la fois que lorsque B == A.

19, Soit 4 monomorphe 8l existe une transformation ¢
isométriquer et un cnsemble B, tels ‘que BT) 4= ¢@(B), on a évi-
demment: ¢ (d) C ¢ (B), done: ¢(4) C 4. Mais, par notre hypo-
thése, il en résulte ¢ (4) =4, e-dhd: @p(d)= ¢(B) et A= B,

Les relutions Bxd et B4 nont done lieu & la

‘f(‘)is q‘ue Bi B == 4.

Dans ce qui précéde nous n'avong encore point -utilisé 'hypothése que A est
compact; de plus, on remarque quo lo th 10 est yrai pour l'espace euclidien
sans cette restriction. Pourtant, de simples exemples montrent yu'elle est essentielle
dans lo eas génlral, ot c'est pourguoi elle appurait dans la seconde partie de la

| démonstration.

90, Soit 4 compactetnon monomorphe. On peut — par

conséquent — trouver un vrai sous-ensemble ¢ de 4, avee U= 4.

Conformément au th, 4, il existe une transformation isométrique @¥
.de 4 en C pour laquelle ¢* (4) = C; mais [lem, 9] 4= C, done: .

(16) ACA=g* (@)
7). g A)=0F 4D

~ En vertu de (16), il existe un enserable D (C 4, assujetti & la
condition: |

(18) | p*(D)=4. | .
Selon (17) et (18), ¢* (D) Dg* (4) et @*(D) =+ ¢¥(4), ce qui

1) I suffit de, supposer B compact, mais il faudrait alors raisonner autrement.
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entraine: D) 4 == Dj avee (18), on en conclut »quil existe un
ensemble D7) 4, superposable avee 4, mais plus grand
que 4.

Théoréme 11. Lorsgue A-— 4 est monomorphe, A4 étant com.
pact, — A est monomorphe aussi.

J'omets la démonstration — le lecteur la trouvers sans peiue,
[Cor. 6,.lem. 9, th. 10]1).

Théoréme 12, ¢ dant une tranafo;mafwn isomdtrique de l'en-
semble comprct A en son sous-ensemble (vrai ou non), et ¢ — un
résidu de A d’ordre arbitraire, on a:

(19) P(QCY,
(20) Y= (Q)=4d—gp(4)
On aura & appliquer l'induction transfinie,

1° Le théoréme est valable pour le premier résidu ¢ = A,.
Posons ¢ (4) = B 4. On a [(8)]:

@n ¢(4)=B,=B.B—B(C 4.B—B,
D'autre part [lem. 9], nous avons: 4= B, dot: B--B=A— ~B7)

DA— A4 et [cor 6] B— B A 4. Done [lem. 9]:

v popire . JOS—. R—

(22) o B_B—d—4
et, en vertu de (21):
@3) PA)C A A—4 =4,

Mais, comme Z B, nous obtenons aussi [(22)]: 4 BC A—B=
= B — BCA A dolt: 4 — BCA

Ainsi:

(24) | A—g(4)C 4,

Or, @(dy) Cp(4), et par suite:
(26) A—g(4)CA—g(4,).
En ralson de (24) et (25), on a:

- (26) | Ad—g(4)C 4, — P (4z)-

‘) En partant de 1'égalité AR-—-»« - (A A) et en invoquant deux fois
le th, 11, on démontre le corollaire: Lorsque 4 est compact ot A, est monomor-
phe, A est monomorphe aussi. Mais le th, 13 va nous fournir plua que ¢a. |
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Foalement {(3)}: p(d A =B~ 4],-},; = B— B — B = dapris
(22): B— A — ACA~A ~A=Ad-—~A,, dome dz.p(4—4,)=0
ot, & plus forte raison, [Ay - @(A)]. p(A— 4,)=0. Mais aussi
(Aa— @ (A4)] . @ (42 == 0. Lur conséquent: (A, — ¢ (4a)].[p (A—Aa)+
oA = [de - @] p(d) = 0, ce qui donne:

27) Ay~ (Ag) C A - @)

Fo rassemblunt (28), (26) et (27), on obtient les relations (19)

et (20) pour le cas: ()= A, ")
90, §i le théoréme est valable pour un résidu Q% il est valable
pour () = (Q%),. Cela s¢ démontre comme 10, il ne faut que rem-

“placer A par Q¥

30, Supposons enfin que le théoréme est vrai pour tous les clé-
ments d'une elasse non vide @ de résidus de A, et prouvons quil
subsiste encore pour le produit de cetle classe 2).

On a done, pour tout ()&, les relations (19) et (20). Il en ré-
sulte tout de suite ¥):

@8 . o (11 Q) =TI9 (@ C 1Y
et |

29) A—g(A)C IO
11 est évident que @ (IT Q) C (d). dol:
80) A—p(A)C 4 - @IT Q)

(29) et (30) donnent:

- (61) A=) CHQ—eI0)

Mais encore, d’aprés un théoréme de Ialgebre de la logique:
TFQ)—IIG(Q)C BF(Q)— G ()5 nous aurons done:

. k) . - \ . . P .
1) La partie 1° pourrait dtre bien plus simple, si l'on introduisait le rea‘du
texte se réprte

,Lordre 04 de 4 (comme A seul); pourtant, le raisonnement dn
dans la démonstration 2° — ¢'est pourquol nous n'aurions rien gagné.

3 On verra que je démontre ici, av fond, un lemme général sur le produit
d'une classe d'ensembles qui ont do certaines propriétés par rapport 4 une fon-
ction biuniyoque, ‘ '

3 Je vals éerire: ]‘I]?’(Q) XG8p. EB(()) — au lien de IIC_F’(()) resp.
2F(Q). |

QgU
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(82) HQ—oUQ)=I1Q-—-HpQ)C2[Q- ()=
= 3[4 — @ (4)]==4- -q>(m

(28), (31) et (32)—-donnent de nouveau (19) et (20) pour ¢, == IT(),
Alnsi, la déwoustration par l'induction transfinie est achevée,
Théortme 18. Lorsque A est compact et son vésidu d'un ordpe

donné est monomorphe, — A est monomorphe aussi.

 Le résidu ¢ supposé monomorphe, Pinelogion (19) du th. 19

implique Q=@ (), d'ol, selon Iégalité¢ (20): A-—@(4)=0 et

Ad=g@(4), c¢. q. f. d |
Corollaire 14. Un ensemble compact ¢t réductible est monomorphe.
En effet — son dernier résidu est vide, done monomorphe,

et I'hypothése du th. 13 est rémplie. |
Des ensembles cuverts étant réductibles (leur premier résidu

est déja vide), nous en euncluons quils sont monomorphes, quaud
ils sont compacts. Tout aussi bien, on a, en outre, le

~ Corvollaire 15. Toutes les diffdrences de dewx ensembles fermés

qui sont compactes — sont monomorphes,

Pour l'espace enclidien, lo cor, 14 exprims la proposition suivante:

(1) Un ensemble borné qurest By est Gy & la fois, est towjours monomorphe 1)2).

I'exemple cité d'un ensemble non monomorphe, quoique borné et dénombra-
hle, nous montre qu'un ensemble horné yni n'est ywun Ky peut étre déja super-
posable avec sn purtie pareillement: son complémentaive & o fermeture qui est
un Gg); done, il est possible qu'un ensemble horné F, (ou () ne soit pas mono-
morphe, mais il n'en est rien, 8'il cst plus simple: Fy ot Gy & la fois.

Nous voyons ainsi quels sont les ensembles bornés non monomorphos; le moins
compliqués au point de vue topologiquo,

) Le probléme anquel le théoréme (1) donne réponse m'a été pusé par
M. Kuratowski.

?) La proposition (m subsiste augsi p ex. pour, daa eBpuces compacts arbi-
traives (ef. la note 3, b 210).






