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Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes.
Par
Paul Urysohn {
(Suite) ¥).

Ch. III. Les continus indécomposables.
Construction de quelques exemples,

1. La construction de plusieurs exemples dont nous aurons
3 nous servir dans la suite %), exige I'emploi de continus indécom-
posables 8); quelques-uns de ces continus seront essentiellement dif-
férents de tous ceux qui ont été construits jusquh présent ).

Or la démonstration de ce quun continu donné est inuécompo-
sable est parfois fort difficile. La cause en est que les conditious
néoessaires est suffisantes 5) pour qu'un continu soit indécomposable,
sont logiquement simples, mais asséz peu maniables en pratique.

1) Voir ce journal T, VLI, p. 80187,

%) Voir surtout la seconde partie de ce mémoire,

3) Vair pour la théorie des continus indécomposables deux articles des Fund,
Math. (t. 1): |

7. Janiszewski et (. Kuratowski, Sur les continns indécomposables
{p. 210), et

8. Mazurkiewicz Un théoréme sur les continus indécomposables (p. 89).

‘) De tels continus ont 6té conmstruits par Brouwer (Math. Annalen 68,
1910, pp. 428 sqq.), et ensuite par Janiszewski (Thése, p. 36, Wada (voir le
mémoire de Yoneyama, Tohoku Math. Journ. XIL, 1917, p. 60), Knaster (Fund,
Math. 111, p. 247) ot Kuratowski (Fund. Math, I, pp, 210 et 216).

% On trouvera toutes les conditions connues jusqu'a présent dans le travail
cité de Janiszewski et Kuratowski (Théor. I, p. 912; Théor. IV, p. 215;
Théor, VII, p. 219). [l est & roma:quer que le mot ,composant’ y est employé
dans un sens entidronent différent de celul que nous lui attribnons (voir la note
suivante),
Fundaments Mathematicaa VI 15
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Nous établirons done en premier lieu une condition plus ma-
niable; elle sera suivie de quelques applications & la théorie de la
dimension. L fin du chapitre est consacrée & quelques questions
CONnexes. | | |

2. Théordme. Pour qu'un continu irréductible ab soit indécom-
posable il faut et il suffit qu’il contienne un sémicontinu S viérvifiant
les conditions suivantes:

1) S contient Uun des points finaux de ab;

2) S est dense sur ab;

3) son complément, ab— S, est aussi dense sur ab,

La nécessité de.cette condltmn est évidente; I'ensemble E{E (a, ab)
posséde, en effet, toutes les propriétés requises ),

Démontrons la suffisance. On s, par hypothése,

§ = (ab— S) = ab;
supposons, de plus, que ce soit le point a qui est agrégé & S: a(CS8.
Envisageons Vensemble § (b, ab). Je dis que

(1) 8 X B (b, ab) = 0.
- Supposons, en effet, que cette égalité n'ait pas lieu, ¢. & d. qu'il
existe un point x tel que

2 (C S X P (b, ab).
S étant un sémicontinu contenant les points a et x, il existe done
un az agrégé & S9):
ax(_ S;

on voit de méme qu'il existe un zb tel que

zb C % (b, ab).

Or 3) B
oz - xb = ab = S 4 |(ab— 8)];
1) Janiszewski ot Kuratowski, L ¢, pp. 215, 219 et 221 (Théor, VIL
et VIII), %3 (@ K) est, par définition, 'ensemble des points # (du continu K)
tels que K xn'est pas un azx ( CSB a, K)); c'est ¢videmment un sémicontinu. Ce
sont ces ensembles-la qui sont appelés ,composants de K* dans le travail cité,
*) D'aprés la définition des sémicontinus et le théordme fondumental de Ja-

niszewski et Mazurkiewicz sur I'existence des continus irréductibles (voir
P. ex, la thise de Janiszewski, p, 81).

3)J az}isz@wski, thése, p. 40, Théor. 1II,
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az dtant agrégé S, il en résulte que

3’)1) :_) dmj) — S,
2b ™) ab — 8 == ub,
done

ab (C ab C P (b, ab).

Cette dornitre relation est incompatible avee la définition de l'en-
semble B (b, ub): @ ne peut appartenir & P (b, ab). On voit ainsi que
notre supposition est fausse; la formule (1) est démontrée.

Il en résulte que

ab — B (b, ab) ) S,

,,,,,

(ab — 9 (b, ab)] D S =ab D P (b, ab).

Or cotte dernidre relation entraine lindécomposabilité de ab 1),
e. g f d

3. Analyse logiquo de la condition du § 2, 1l est dvident que cette
térét si on la considérail comme condition négassaire;
qu'elle présente un eritdre d'indécomposabilité
dition envisagée comme suf-

condition serait privde d'in
g3 nécessité nous montre seulement
toujours appliguable. Par conire, cette méme con
fisante est la plus efficace de toutes les conditions nécesaires et suffisantes possi-

bles. Plus précisément, ello ne contient aucane condition partielle superflue: si I'on
supprime I'une (ueleconque des conditions partielles, la condition totale cesse d'&tre
suffisante; le théoréme devient inexact, C'est ce que mous allons montrer par
des exemplos. : |
1) Les conditions do densité de S et de son
~ deux essentiellos. ‘
Boit, en offet, ab le continu bien connu composé du segment

. , ) ' 1 1
I'axe oy (dans H,) et de l'image 8, de la’courbe y==g€n - (0<=l"“<~ ;);

complémeént sont toutes les

8, =(—1,1) e

a=(0,0), b= (;, O) 2, “+b est irréductible; il est la somme de deux sémiconti-

nus S, et §, sans points communs dont chacun contient un point final; l'un d’eux

(S,) est dense sur ab. Néanmoins ab est décomposable.
2) La sémicontinuité de 5 est essentielle: 1o thé
si Pon remplagait le mot »gémicontinu« par rensemnble connexe«.

oréme serait en défaui

t Kuratowski, 1, ¢. P 916, Théor, IV, condition (IT).

1) Janiszowski e
ans la seconde partie, Nous le dé-

%) Ce continu sera d'un usage perpétuel &
. ‘ . 1
signerons simplement par ,contiou sin x“.
| 15
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Exemple. Soient K et L deux continus indéeomposables n‘ayant qu’

un geal
point & en commun, Soit ensuite ¢ un point de X -»S:B (%, K); b, un point de

L — 3 (o0, L). K est un az, L un b ; K4 L est doncun ab ). L’ensemble

Sma+SB(w,I{)+$13(w,L)+b

est connexe car 9 (z, K )=+ (, L) ost un sémicontinu, done un ensemble con-
nexe, et

g;g(m,;rf)-;-s[g(x,z,)cSCEZ;-K‘-]-L:—.."%(@ K) ¢, L)),

S contient les deux points finaux de ab; S ot 'ab—8 sont denses sur ab, car S:)

D Pl I{)+§B(w, L), et ab-—§ contient une infinité indénombrable d'autres
513 (y, %) ot SB(z, L) %), Cependant ab est décomposable,

1

0 = it
Fig, 6.

3) Le théoréme est encore en défaut s I’
un point final de @b, Il Y & mé&me plus:

sable peut contenir une infinitd indénombrab
Communs deux i deux -
anasi),

on ne suppose pas que S contient

un continu irréductible décompo-
le de sémicontinus denses sans points
(les compléments de ces sémicontinus sont done denses eux

') Janiszewski, thése, p. 40,:'1‘}‘1601'. Iv.

) Hausdorff, p. 246, IV: Janigmnewski ot Kur atowski, 1. ¢ p. 221,
Théor. VIII (relation R (w, K) = K)

%) Ibid. p. 219,

*
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Exemple (dans B,). Soit K lo conting indécomposable de Brouwer—Jani-
szewski1), Bupposons-lo gituéd dans le plan Quxy, son carrd fondamental étant le
carré (0, 1); la. buso do co carré est situce sur Oz, La droite

A ( m%, Z$O)

ossdde los propriétés suivantes:
@) I'SC K ost lonsemblo parfait discontinu Cantorien;
f) Chocun des cnsembles I éﬁ (w, K) est dénombrable. En particulier I'en-

. . . 1
gemble I X % (@, K), a== ((), 5 0) est 'ensemble des points de premiére espéce

de I'X K.
. Soit [ un ensemble parfait contenu dans

I K - S (o K}

l'ensemblo des S,B (w, K) qui ont des points communs avec [1, cet ensemble & évi-

" demment la puissance du continu "); nous le désignorons par N

Boit p (s, %, 0) un point quelconque de K. Envisageons la transformation bin-
nivoque ' | :
p (@, y,0) ~ 4(@y,2),
z=g (p 1)

transformé L de K

La fonetion g (p, 1) étant continue, om voit donc gue le
ailleurs immé-

ost homéomorphe & K c'est un continu indécomposable. On voit d’
diatement que K M L==[l,
Soit b le transformé de a: b== (O, -}-, o (4, [7}). Jo dis que K--L estun ab.

‘Démonstration, Soit C un continu quelconquo agrégé a K - L et contenant

les points @ et b. On a :
HE—M, L-—0) C (lfmn)xL-}-(L’-—n)meKxL-an;
‘done - ‘
= (CX K —TT) (X L—TT), a(C CXE—=M bCOXL—
H{CX E—1), (6XL—M)=0.
- 11 en résulte que 7 | a
Compa (C— ) C K, Comps (¢—mC L

1) Janiszewski, thise, p. 86: comp. Brouwer, Math, Ann. 68, p. 428

1) Cette puissance peut méme 8tre yendue effective par un choix convenable
de [1, On peut, en effet, s arranger de fagon que [1 ne possdde aucun couple de
pointa tels que leur distance mutuelle soit rationnelle, En ce cas chaque ] X?B (10, K)

non-vide sers conatitué d'un seul point.
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Or chacun de ces composants a des points-limites agrégés & [11), Soit done m
un point de '

Jes—

m est étranger & §N (@, K), done X est un am, Or Comp, (¢ [1) o8t un conting
agrégé & I ot contonant les points @ ot m; par conaéquent
Compa (C — I1) == K,
On' voit de méme que

(Jome (C— 1) == L.
I1 en résulte que

KL est done un ab, e. g, £ d.

ab est décomposable. il contient cependant wune infinité indénombrable de
sémicontinus denses sans points communs deux & deux; ce sont notamment og

5—]3 () ) = S:B (w, L)

sémicontinus

tels que 1 (w, K) e IR

-4} Un continu irréductibte décomposable peut done contenir des sémin
continus denses sans points communs denx i deux; il ne peut cependant &tre une

somme de tels sémicontinus (il résulte, en effet, du théoréme du § 2 qu'un point

final du eontinu donné doit 8tre étranger & tous ces sémicontinus),

Or méme une telle circonstance peut devenir possible dans le cas de continus
réductibles, On voit done & quel point la condition d'irrédductibilit est
essentielle pour la validité de notre théoréme,

Exemple, Soit K un tétratdre (solide) aux sommets a, b, ¢, d. C'est un con-
tinu réductible entre tout couple de ses points. Je dis qu'il peut 8tre décomposd
én une somme de sémicontinus ayant les propriétés tont-h-l'heure annoncées; de
plus la puissance @ de 'snsemble de ces sémicontinus peut tre fixde & volonté
(a=2’3,.._,n’,,,;‘ Noj C)‘ "
__ Soit, en effet, {&} un ensemble d'indices de puissance O; décomposons I'aréte
cd en @ ensembles Cy denses sur cotte ardte ot sans points communs deux & deux ®);
de méme, déecomposons ab en 01 ensembles'ﬁlg“). Soit ensuite  un point quelcon-
que de ed; désignons par [1, le plan déterming par a, b et x. L’ensembls

sgx[Z(K X II) %EB] + 4,

:CCg

') D'aprés le théordme général suivant: C dtant un contina, /T un ensemble

fermé, tout composant de ¢— 7 a des points-limites agrégés & /1. On en trouvera
la démonstration dans 1a seconde partie de ce mémoire, |

%) Une telle décomposition est triviale quand (ST 3 on trouvera ume dé-

»Sur les ensembles connexes* de
MM. Knaster et Kuratowski (Fund, Math, t 11, p. 252).

%) Les 4g ne sont pas néeessairement denses sur ab.
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ost un sémicontinu car tous couplo do ses polnts peut 8tre réuni par une ligne
polygonale contenuo dune 8¢ et composde de denx segments au plus. Or les Sg
ans points communs deux & deux, ot I'on a |

sont §
3% = I
» ‘_Y : '
Ixmzs.g, ¢. q. £ d.
§

4. Une premiére application du théorbme du § 2 permet
de démontrer que les continus de M. Wada sont, dans des cas
stendus, réellement indécomposables *). En effet, le ,bord“

1) Ces continus sont définis commo il suit (Yoneyama, 1. ¢c. p. 60):

,Suppose that there is a land surrounded by sea, and that in this land there
is a fresh Jake, Also suppeso that, from these lake and sea, canals are built to
introduce the waters of thom into the land according to the following scheme,

Let

By Byyeees Buy Bufprens

be a sequence of positive numbers, monotonously converging to zero, namely let
81>3n>--'>8n>8n+1>--- |

lim &, = 0.
n—-s0
On the first day, & canal is built from the lake, such that it does not meet
the sea-water, and the shortest distance from any point of the shore of the sea fo
that of the lake and cnnal does not exceed & . The end point of this canal is

denoted by L,. -

and

=

Fig. de M. Wada,

never meeting the fresh
and the work is conti-
of the lake and canal

On the second day, a canal is built from the sea,
water of the lake and canal constructed the day before,
nued until the shortest distance from any point of the shore
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total 1) de la ,mer, et des ,canaux maritimes* est évidemment un
sémicontinu dense sur le continu Ko M. Wada; de méme pour
chacun des ,lacs¥. Il suffit done de démontrer que K est irrédu-

 ctible, et que I'un au moins de ses points finaux appartient an ri.

vage“ #). Or lirréductibilité peut btre aisément obtenue A 1'aide
d'une distribution convenable des canaux3); je ue précise d’ailleurs
iei ni cette distribution. ni la marche de la démonstration, car elles
sont entidrement analogues & celles que nous examinerons en détail
dans d'autres cas.

Les continus de M. Wada sont trés maniables et peuvent étre
utilisés avee profit commie éléments de econstruction de continus
& propriétés diverses, et surtout dans la théorie des domaines plans.

La premiére application est basée sur les propriétés snivantes de K:

1) le ,rivage® contient des arcs simples entiérement arbitraires;
2) tout point du ,rivage“ est accessible;
3) ces points accessibles n’appartiennent pas tous & un méme

B (a, K)4).

filled with fresh water to that of the sea and canal filled with salt water does
not exceed 2, The end point of this canal is denoted by S,

On the third day, the work is begun from L,, never cutting the canals already
built, and the work is continued until the shortest distance from any point on the
shore of the séa and canal filled with salt water to that of the lake and canal
filled with fresh water does not exceed &, The end point of this canal is denoted
by L,. |

Now it is clear that we can continwe the work day by day in the alove way,
by adequately narrowing the breadth of the canals, since the land is. always semi-
continnous at the end of the work of every day. If we proceed in this way inde-
finitely, we get at last an everywhere dense set of waters, fresh and salt, which
never mmgle together at any place. Now denote by M; the shore of the lake and
canal filled with fresh water, and by M, that of the sea and canal filled with salt
water, and by M, the set of limiting points of M; and M,, not contained in them.
Then the sum of M,, M,, and M, forms a continuous set,

#1f we snppose that there are many lakes in the land we may obtacm by the
similar method a continuous set,.

1) Nous entendons par 14 l’ensemble des point accessibles du cdté de la ,mer®.

%) Ensemble de tous les points accessibles, '

3} Je ne sais d’ailleurs si la construction de M. W ada fournit touJours (la
distribution des canaux étant quelconque) des continus indécomposables.

*) On trouvera d'autres continus indécomposables et irréductibles entre deux
points accessibles dans les travaux cités (note du § 1) de MM. Brouwer, Kna-

ster et Kuratowski, Ces exemples montrent que les continus en question peu-
vent aussi ne pas déconper le plan,
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Quant & 1a soconda application, les complications suivantes qu'on peut appor-
wr b la déflaition de K, peuvent 8tve utilos dans certains ocas:
1) on peut admettre une inflnitd dénombrable de ,lacs*, & condition qu'ils

convergent p. eX, VOrs um goul point-limites
9) certalns ,laes® (et méme tous) pouvent &tre privés de peananxéy
'8) d’autres ylacs® en peuvent avoir plusieurs ou méme une infinité dénom-

prable; o
4) certains seangux® peuvent avoir ure longueur finie,

5. Liapplication principale du théordme du § 2 que nous avions
en vue, est la construction d'un continu indécomposable F
qui est ume trontidre régulidre dans K. F est done,
selon notre terminologie, une surface Cantorienne,

Cet exemple nous montre la différence essentielle qui subsiste
entre les notions ,continu irréductible® et Jligne (Cantorienne) ir-
réductible¥, notions qui cofnecident dans le cas des continus plans.

Construction. Rangeons les points rationnels de J, en une suite
infinie
(2) | 1y Payeeey Tiyers

- Remarquons qu'un polyédre est complétement défini par ses fa-
ces; une face, par ses cOtes (axétes du polyédre); une ardte, par ses
extrémités (sommets du polyédre). On voit dounc que les polyéd-
dres b sommets rationnels sont en infinité dénombrable; de
méme, ceux de ces polyddres qui sont de genre O 1); rangeons done
ces derniers polyédres en une suite déterminée |

® Py, Payeees oo
Soit enfin
(4;) o Sn Szmwa SJ""

T'ensemble de toutes les sphéres & centre et rayon rationnels.
Nous définissons par induction une suite de solides

7,2 VD Ve Do D Va Do

dont chacun est limité par deux polyédres de genre 0 sans points

g¢ b—8) que de polyddres de

1) Nous ne nous serviroms dans cet oxemple (
le contraire p'est pas expli-

genre 0, Cette condition sera gous~entendue partout ol
citement mentionnd. '
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communs., V, est limité par I, et K,; il divise I'espace en deux
domaines connexes; le domaine intérieur ¢/, ayant I, pour fron-
tiere, et le domaine extérieur H, limité par I,.
¥, est un solide arbitraire satisfaisant aux conditions ci-dessus,
Supposons V,, défini; considérons d'abord le cas de m pair. Soit
§;, la premiére sphere de la suite (4) & indice Z=m qui a des

Fig 8.
points communs avee V,: et soit 7;, le premier point de (2) qui
est agrégé & S, et intérieur & V. Je dis quil existe des polyé-
~~dres IT satisfaisant aux conditjons suivantes:
1) 11 D, , IT est intérieur & | %
2) IT sépare I, de K, (e & d. quil est situé entre I, et K,);
8) IT a wune densité%i sur V1),

!) Nous disons que ,B & une densité —n-1; sur A" o BCA(CS (B, ;%)f

e. & d. si tout point de A4 est Y une distance < h—-de ’ensemble 5 contenu dans A.
. 1 .
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En effet, Vexistence de polyddres satisfaisant aux deux premié-
nditions est évidente. Soit Il un tel polyedre. Or, rempla-

res €O
(autres que celles qui eontiennent 7, ) par
. m

cons deux faces de 1,

des tubes polyédrales dont I'un a une densité %; entre I, et I,

‘Lo polyddre II ainsi obtenu satistait & tou-

Pautre, entre [l et K,
o7y dtant rationnel, il est d'ailleurs

tos les trois conditions. Le poil
svident qu'il existe des polyddres [I & sommets rationnels. Soit done
L, le premier polyédre de la suite (3) qui satisfait aux trois con-
ditions ci-dessus. |

Soit ensuite 7y, le premier point de (2) situé entre L, et K, et tel

que le segment ri. re, sotisfasse aux conditions:

1
1) sa longueur et < i

2) :l"im-m:; pod ( le -—-l*' Km) = P

Il existe évidemment des polyddres & somm
dant les propriétés suivantes:

1) ils séparent L, et K, (ils n'ont donc aucu
avee L, et K. | - |

2) ils contiennent le point 74 ; |

3) ils n'ont aucun point commun avee I'intervalle rectiligne

els rationnels possé-

n point commun

—————
t]
r;m nm,

‘Soit M, le premier polydre de (3)
Remarquons que la condition 1)

possédant ces propriétés.

————— .
ri i, est situe entre L, ot M,.

enlraine l'inégalité ‘
Q (va Km) < Q (LmJ Km); '

., 1
or L, ayant une denmtsé p” "

M, et K, ayant leurs sommets rationnels, les points rationnels
“sont denses sur chacune de leurs faces. On voit done aigément

quon peut choisir deux points ril! . et i de (2) tels que
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1) 7y C My, vl =il 5
2) 7yt C Ky 7 me fait partie d’aucune aréte de K, (il est.
donc intérieur & une face @, 1) de K,);

8) rurryy X (M Ko =iy it
(Vintervalle 7y ry est donc situé entre M, et K.);

| 1

8 o trypyriy) < -

Il suffit, en effet, que ry’ et r!” solent trés raprochés des ex-

trémités d'un segment de longueur minimum reliant M, et K.,
pour que les conditions 3) et 4) soient réalisées.

Fig, 9.‘

Choisissons enfin deux polyédres N, et n de (3) tels que:

1) N, est intérieur & V. et n’a aucun point commun avee le
segment e

2) N,C 8 (}:7»}; ;1;)

3) N,, entoure le segment hm ri, ¢ & d. que ce segment est
situé dans le domaine intérieur & N,.;.

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

*) Nous désignons par &, la face en question privée de son contour.
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4) N, X L, et N, X M, sont des polygones,

Ensuite,
B) @ est extérieur & L, et & N.;

o ] TTE
Q.CH ("'im» ri m)'

HE?

)

7) @. entoure m;:mm )
8) Qn X M, et @n X K, sont des polygones;

9) G X K C Do o

par X,, le domaine situé entre L, et M,; par
N,; par Z,, celui qui est intérieur & Q,,.
I, et K, appartiennent b différents com-

6

Désignons encore
Y,, le domaine intérieur &
Il est & remarquer que
posants de Vo= Ko
Posons

Gm-H == Gm» Im»l-"lm ’m;
1:1m-|~1 = Hm + Zm ”"‘ (-Xm"""" Ym)-',

K,y = Fr (Hop) =
(LA Mo+ Ko) — (Yo Z)1 4 [No X X 4 (€n X (Ve —X;

V-m—H == [Vm — (X.,,,+ Zm)] '+' ?ﬂ:'

On voit aisément que le polyédre K., est de genre 0, et que
le solide V.. est agrégé & Vi, et limité par les polyddres y -
et K

Si m était impai

g
——

r on 'aurait qud échanger les roles de I, et

do K, (done de G, et de H,) dans la construction précédente.
La suite des V,, se définit ainsi de proche en proche. };{ema.r-

quons encore que les G, sont des domaines connexes croissants; de

méme, les H,,. |
6. Je dis que le continu

mu=0

yoit tout d'abord que E,— F est la

a les propriétés exigées. On
- 50mme des deux domaines CODNEXes

. mﬁam, H—...-—.:‘SH,”.

i) meal)
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Il s'agit donc de montrer que Pr(G)=Fr(H)=F ot que F
est indécomposable. |

On voit immédiatement d'aprés la condition 9) imposée 3 Q.
et la définition de Loy 86 K\ que I, Loy, et K, X K, 11 sont
des continus; K, X Ko p.ex. difftre de K, tout an plus d’une
partie d'une face de K. K, —K,., est donc un domaine (rel. K)
dont la frontitre (rel. K,) est formée par des arétes de K 1, e

domaine peut d'ailleurs étre vide Y. On voit ainsi de proche en

Km """Km-_{-27'-‘? K-m "'""'wann-

sont des domaines (rel. K,) sans points communs deux & deux;

chacun d'eux est limité (s'il n'est pas vide) par un seul polygone.
On voit done que -

h
Km X Km-l-l X - >< Km-}-h == Km ““""z (Km —— Km-{—a)
2D

est un continu (quels que soient m et h).

Il en résulte que
=

_ h=0”
est un continu ?); done |

K, :jﬁK"ﬂ*" ==lim K

m=0 he=(

est un sémicontinu. K, contient d'ailleurs toutes les arétes de tous

les K. On voit de méme que |
I,=1limlI,

un sémicontinu contenant toutes les arétes de tous les I, On
démontré d’ailleurs aisément que

I, X K,=0.

est

) 11 est vide quand m est impair et dans ce cas seulement. Le contrairs
a lieu chez les I,.

) Janiszeweki, thése, P. 31, lemme I. Cet emsemble ne peut se réduire
& un point car il contient toutes les arétes de K,,. |
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En effet,

(2~ IR = ¢

- Km+nC2ﬂ-Vm+F‘= I

I,+ K, :mj' Lpn -1"2

- mes) k== m=0 h=0

=3 (

my==0 mywQ hy=0

C j ﬁ' (Lnpmy X Koy = 0.

myes{) myes()

hgen(}

7 Démontrons maintenant que K, est dense sur F. Soit t
ot arbitraire de F; ¢ est douec agrégé & V, quel que soit m.

un poi
on a, d’aprés la condition 3) imposée & L.,

Supposons s Pair;

1
' Q(t, Lm) <;£‘

wit done % un point de L, tel que

1
e (tu) < m’

Or on a, d’aprés la définition de K, et la condition D) imposée
b Qs |
| ’ Km+1 D Lm - (Ym + Zm)a
Ly X Zip =
done B
| Lm C I(Ml "“l" }r“ C Kw-}-‘l "}" Ym'
‘D'autre part, |
Ko 3 Vo D Kos X Ny DN X X305

il en résulte que @ (%, Knyq) €st 20 plug égele au diamétre de Y.

0 (\uy 'Km-i-l} \<~; J (?;> == 0 (N,,,).

Or les définitions de N, (condition 2)) et de 7y (‘cqndiﬁon 1)

nous montrent immédiatement. que

| .2 8
0 (N, < 5\7”‘1'___, ?‘i'm)""' ;1<',;;

on a done
A ‘ 3 - - 4
0 (t, K‘m_}_l) -\<_; ¢ (t, u,) -!-- o (u; ,Km-s-:) <. f;"?f
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Soit w un point de K, tel que

/ 4
¢ (' w) .<“ m

deux cas peuvent alors avoir lieu:

1) w appartient & ” K,.s, done & K_: en ce cas 0 (w, K,) == 0;

hea), . ‘

2) ou bien w fait partie de K., X K,y X... X K,, +nr Mads il
est étranger & K., ., (h>>1)1), Dans ce cas w est agrégé au do-
maine K,y,— K, 1, du polyédre K,.,; la frontidre de ce domaine

(vel. K,,) est formée d'arétes du polysdre Kopirr, elle fait done
partie de K, |

Par conséquent
0 (0, K,) < 8(Kngn — Knjay).

Or on voit immédiatement (en remplagant m par m - k) que
ce domaine (rel. K,.,) est agrégé au domaine Znin intérienr au po-

| lyddre @...; il en résulte, d'aprés les définitions de @w (condition 6))

et de 7y r; (condition 4)), que
s

| 3 _3
mh ~mFh <wm
Cette derniére inégalité est donc toujours satisfaite; done

0t K)o (tyw) -+ o, K,) < %

m étant un nombre pair arbitraire, et # un 'point quelconque
de F, on voit done que K, est dense sur F . q. f. d.

_ Ot démontre maintenant sans peine que Fr (H)=—FE. En effet,
l'inclusion Fr(H)(C F est évidente; or ~

K,=Fr(H,)CH,CH

quel que soit m; on a done aussi

K, C H, |
K,CHX P [H+ Fr(H)) X F=rr(H),
F*E C Fr(H),
F="Fr(H), c q f d

) m -k est, d'aillours, nécessairement pair; % est done aussi un nombre pair,
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On démontre de la méme fagon que I, est dense sur F, et
ae F est la frontidre de G.

8. F est done une frontidre réguliére; il reste & montrer, que
Jest un continu indécomposable. Or les sémicontinus I, et K, sont
tous les deux denses sur F, et n'ont pas de points communs. Il
quffit done, d'aprés le théoréme du § 2, de montrer que F est
irréductible entre un point a de l, et un pointb de K.

Soit p. ex. ¢ un sommet de Io3 b, un sommet de K, £). Suppo-

sons que ' n’est pas un ab, c.hd. quil existe un continu Fy tel que
abCFCF, Fy=F. |
Soit en ce cas p un point de F— Ky,
9 = ¢ (p, Fy) > 0.

Soit ensuite 7, un point rationnel satisfaisant l'inégalité

V)
0 (pyra) < ‘263

envisageons toutes les sphéres de centre r, et de rayon rationnel

compris entre @ (p, 7'.) et 2@ (p, 7). Elles sont en infinité dénom-

brable et rentrent toutes dans la suite (4); il existe donc une sphére
| Sm = 8 (7 - 8“) |

de (4) telle que |
| Q(P:Va,) < Ecx<29(prr°‘)i

m > 5;

S. contient évidemment le point p C F'C Va-

* Supposons, pour fixer les idées, que m est pair; la définition
est

done agrégé & S,, et Yon a
0 (ry DY 0(ri, 1)+ @ (ray ) <
A

e , Pr

< tat @lrayp) < 30(ras ) <5

Or le point », est agrégé au domaine Y, intérieur & N, (con-
dition 3) de la définition de N,); et nous avons ddjh vu que le dia-

5) Cow points sont dome agrégds, l'un & I, Vautre W K,
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3 \ :
metre de N, est <;}Z (§ 7); par conséquent, ¢ étant un point ar-

bitraire de Y.,

,,,,,,, 3 9
S g

e(p<e(mn)+en,,9) <9=o(pFy)

Fo v'a done aucun point commun avee Y. F, dtant agrégs

& F(C V,y, il en résulte done, d'apros la définition de Vi (§ 0), que

FCV—Y.CV,—X.. | “

Or I, et K, appartiennent & différents composants de V,—X_
(§ B); X, ne peut done avoir de points commuus quavee l'un de
ces ensembles, Nous arrivons ainsi A une contradiction, car les
points o et b de F, sont des sommets de [, ct Ky ils appartiennent
done respectivement & tous les [, et & tous les K,.

La supposition faite est done contradietoire: il en résulte que ¥
est un ab, et quiil est indécomposable, e. q. f. d.

9. En modifiant convenablement la construction eftectuée ci-dessus,
on peut obtenir des continus indécomposables qui sont des fron-
titres régulibres dans E,, n étant quelconque; on peut s'arranger de
fagon qu'un tel continu soit la frontitre commune dun nombre
queleonque de domaines connexes, ou méme d’une infnité denom-
brable de tels domaines,

Nous ne nous arréterons pas sur les détails de ces constructions;
nous examinerons, par contre, de plus prés une construction ana- .
logue qui nous fournira un exemple de nature toute différente,
4 savoir l'exemple d'une ligne Cantorienne K (dans Ky) qui
ne peut étre décomposée en une somme finie ou dé-

_nombrable de continus homéomorphes & des lignes

Cantoriennes planes. Nous réaliserons cet exemple en construi-
sant un continu indécomposable K situé sur une sur

face Jordanienne J1), et qui n'est homéomorphe & au-

!) Nous entendrons parli un continu homéomorphe & un polyédre (de genre
quelconque); un tel continu peut &tre frignguld i l'aide dun réseau fini de
triangles (on trouvera la définition et les propriétés d'une frimngulation, ainsi
qu'un exposé irréprochable de la théorie des surfaces Jordanicnnes dans le livre
de M. Weyl A Die Idee der Riemannschen Fliache*, Leipzig 1918, Ch. I). On ne
doit pas d'ailleurs oublier que le polyddre correspondant n’est pas toujours situé

[y
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oun continu plan. On démontre, en effet, tout comme dans le
cas du plan '), quun continu irréductible situé sur J est non dense
sur J; on voit ensuite en combinant *les résultats acquis au chapi-
tre précédent avec le théoréme 1II du Oh, I, qu'un continu non
donse sur J est une ligne Cantorienne. Enfin, il résulte de T'indé-
composabilité de K que toute décomposition de X en une somme
(finie ou. dénombrable ) de continus fournira au moins un eontinu
identique b K, done un continu qui n’est homéomorphe & aucun
continu plan, On voit ainsi qu'un tel continu indécomposable (nous
Pobtiendrons dans les &% suivants) posséde loutes les propriétés
exigees. ~ ,
* Cet exemple nous montre que les conditions de Janiszew-
ski (Ch, II, § 18) ne suffisent pas pour caractoriser les lignes
Oantoriennes de K. Il est d'ailleurs évident que ce n'est pas-une
largeur superflue de nos définitions qui en est la cause; on aurait,
en effet, une bien mauvaise définilion si lon n'attribuait pas en
Iadoptant, le nom de ligne Cantorienne & tout .continu non dense
sur upe surface Jordanienne. Nous reviendrons, d’ailleurs, prochai-
nement sur ces questions (§ 12). |

10. Construction du continu K. Enumérons tous les po-
lygones (dans H,) b sdmmets rationnels

(6) Py, Pyy.o..y Py

ot tous les cercles (circonférence exclue) & centre rationnel et & ra
yon rationnel <1 | |
(6) ) ‘ Sl' Sg,'..’ Sj,.;.

Nous désignerons par G, le domaine intérieur & Pi.
Soit ensuite JI un icosageone de diamétre 2; T, son domaine

intérieur. Nous désignerons les sommets de IT (rangés dans un ordre

cyclique) par les lettres - .
achdcadecdaedbeabeebda;

on verra un peu plus loin pourquoi nous désignons des sommets

 différents par une méme lettre.

1) Janiszewski, théwe, p. B4, Théor, IL

) Janiszewski ot Kuratowski, L. e p. 2t4 Théor. T1L.
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Nous définissons par induction une suite de domaines fermgs

HOHDHD...OH,D....

dont chacun est limité par deux polygones: licosagone I et un o
lygone L, contenu dans I'; les H, sont donc .agrégés a I

Fig. 10.

L, est le premier polygone de la suite () qui est contenu
dans I'. Supposons done L, défini. Soit alors. S; le premier cer-

cle de (6) b indice j,Z>m qui a des points communs avee H,
Nous définissons ensuite un polygone P, comme il suit. Clest le

premier polygone de () qui satisfait aux conditions suivantes:
1) p,_C T, P, X H, a une densité ;z sar H,;

2) P, X L, est composé de deux points p, et p,; ces points
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appa.rtieanent’ 4 un méme c¢0té do L, — L, ), Q(pm,p,',,)<~1—;
m

@, X L, coincide avee l'intervalle reotiligne m :
8) &, contient une ligne polygonule @, telle que
a) en dehors de ses extrémités elle fait partie de H,— (L, - 5.,
h) ses extrémités, ¢, et g,, sont agrégees  Fr (S, ),

¢) le polygone Q)n,+m,; 2y gépare L, de II
Posons enfin
IJM-{;I = Hm"“‘ Gi )

[I.m,l,.‘ = (LJ,m e (Iv’;m) "‘|"' (]')‘m >< I':Im).

H,., est limité par Liya et 115 tous les H,, sont ainsi définis.
Je dis que le continu

Ko= [jc[ H,

e}

est indécomposable. On démontre en eftet sans peine que,

(.) y Lm >< Lm—l—l

m 0

est un sémicontinu contenn dans KO0 ot dense sur A°; on voit

‘ausm immddiatoment que tous les [, X L4, sont nen denses, done

Ko— T, est dense sur KO T suffit, par suite, de montrer que Io
est lrrp(luctlble entre un sommet de L, et un point de II'%). La

n

dénionstration nest qu'une reproduction simplitice de eelle du § 8;

|

X, (§8) cst b remplacer par o =+ G Gon-

1) On voit d'aprés la définition ci-dessous do L, - que L, — L., st uno
ligne polygonale ouverte, [, - mem’—'{:()

2 * . 3 ’ ¢ “ ‘
) On voit aisdment que @), X q,, == o Qo 0+ I ‘Ln est done
un [mlyg*onu '

» Lo condition ) pormet do remplacer iel lo produit infini ]] Ly (1 les
N Q)

lIImM ot ][ K, o do lvc\\mupln précédent) par I, X Lm“

Jtest ()
] KO :) ]I, KO contiont aussi tous les sommots de tous les L,
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11, Identijions muaintenant quatre W quatre les sommets de IT
désignés par des lettres identiques; identifions aussi deux b deux
les cotés de I dont les extrémités sont désignédes par les mémey
symbholes,

I' se transforme alors, comme il est facile & voir, en une
surface Jordanienne bilatérale de genre 3 1. Le transformé K de Ko
est encore indécomposable (méme démonstration); je dis quil ne
peut étre homéomorphe & un continu plan Il contient, en effet, le
continu (réseau) K transformé de II; ce réseau étant la somme de
10 artes simples reliant deux & deux les 5 points a, b, ¢, d, e, il ne
saurait étre homéomorphe & un continu plan,

Or K est situé sur une surface Jordanienne; c'est done 'un des
continus que nous avions en vue d’obtenir.

12, Notons encore la modification suivante de I'exemple ci~dessus,

On sait qu'on obtient la surface Jordanienne bilatdrale la plus générale en
ajoutant p anses & la surface d'une sphére (dans H,) %), Or ajoutons & la surface
F' d'upe sphére une infinité dénombrable d'anses convergeant vers un
point = de F. Le continu @ ainsi obtenn n'oat plus une surface Jordanienne (il
n'est pas localement homéomorphe & E, au voisinage du point xz). On démontre
néanmoins sans peine que tout continu irréductible situé sur @, est non dense
sur & et que tout continu non dense sur () st une ligne Cantorienne 3). |

Or on obtient en modifiant convenablement 1’éxample précédent, un continu
indécomposable Ky situé sar (, et qui n'est Homéomorphe & aucun continu situd
Sur une surface Jordanienne quelconqua 4), ‘

Iei encore 'existence d'uno telle ligne Cantorienne n'est pas due & ce que notre
délinition {0t trop large; je me crois pag, en effet, qu'on puisse considérer comme
satisfaisante une définition selon laquelle un continu non dense sar @ ne serait
pas une ligne Cuntorienne |

- On pourrait obtenir des exemples encore hien plus compliqués; je e contente
d’indiquer le probléme suivant qui se rattache d'une fagon naturelle aux considé-
rations ci-dessus:

Frohltme g, Eriste-t-il des lignes Cantoriennes qui ne soient homédomorphes
@ aucun continu situd dans E. 25,

') Dans ce cas particulier il est fucile & montror (suns recourir i la théorie
générale) que la sarfuce obtenue ost homéomorphe & un polyédre situé dans K.

% surface de genre P

%) Le soul point qui puisse présenter dos difficultés cst lo point . Or onn'a
qu'h consulter les résultats do chupitre suivant (un point de dimension maximale
ne peat étro isold) pour voircette difficultd s'évanouir. o ‘

Y K contient une infinitd dénombruble de résciunx semblables & eolui du § 1.

) L'existenco de telles lignes est bicn douteuse; mais #'il Yy en 4, co sora,

1
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18, Considldrony, commo dernidre application du théorémo du § 2, un probléme

relatif & la théorle des (omaines plans 1), 1l est connu que tout ¢continu indé-

découpe le plan on un nombre fini de domaines
frontidre de I'mn au moins de ces domaines?), Cette

La réponse est négative comme lo prouve I'exemple suivant:
Nous conservons leg notations du début du § 10 (suaites (B) et (6), domai-

). Nous y adjoignons encore la suito

Al’ Aa,-n,, Ak,...

olygonalos & sommots rationnels, Nous déflnissons par induc-

nes Gy

Y]

de toutes les lignoes p
tion une suite ‘
U DD DD U D

le domaines formds. [ est limité par deux polygones, IJ, et ]1;, dont le premier

eut intériewr nu second, Désignons par @, le domaine intérieur & J]; par G,,

colul qui est oxtérienr h JI4 on o done
Eﬁ e G‘ "I“ rfo "’I" G..

© Boit encore NN, == aco un segment situé dans [, et tel que
1) Ny X II=1a, Ny X II, == 0,
2) ¢, est un point rationnel.
Suppoéona que [, soit déja défini et qu
1) il est limité par les m -2 polygones IT,, I, P, P,,... P*m; ces poly-
gones sont deux & deux sans points communs; les P“ (1 <8 K m) gont situds entre
IT, ot IT, (e b d. dans U).
2) il contient une ligne polygonale N, == ac¢, telle que
a) N, X (lli ""' ]Iﬂ"‘“ P‘x’lm"‘+me)=: @y
b) ¢,, ost un point rationnel.
Soit alors Sjm le premier cerclo de (6) & inc’lice. o
muns avee [/, of P‘m»{d la premier polygone de (B) qui satisfait aux conditions

snivantes

4l posséde les propriétés suivantes:

= m qui a des points com-

b ce qu'il semble, le contina K, défini si-dessous qui en fournira un exemple.

Soit ¢ I'ensemble des nombres qu’on peut derive dans le systdme triadique
sans employer lo chiffre 1; K, est J'ensemble des points (%, ¥) 2 %) de E, tels que
trols (au moins) de leurs coordonnédes font partie de C, tandis que toutes les quatre
coordonndes sont agrégées au segmont (0,1) de I'axe des nombres réels,

Y Tout ce yui suit s'applique drailleurs & tous les Ea.

3 folt, on effet, K co continuy Gy Fayerry G, los composants do E,— K.
On & K== By (H, — K) == Fr (G}) 4. + Fr (Gy). Or tous les Fr (Gy) sont des
continus (Hausdorff, p. 84b, 1X); K étant indécomposable, il cotneide done avec

Pan d'eux,
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1) P‘m—l—j + Gim__{_,l;C Um; '
) P X (Nt O O+ Pyt P) = 05

' 8) G‘m+1 contient une ligne polygonale () —aux extrémitéss Qu Ot g, ot _

telle que

Fig. 11.

2 QuX 8, =0, @Q,XFr (8,) = qn —+ Gy

. ‘ ——
b) le polygone ) 4. @ Sépare JT de I7,
‘Soit ensuite /] by la premiére ligne de (7) telle que

b Ak,,‘ CUu— G‘m—l-i; 'A_-km
A A, X (I A+ T 4P+ 4 P 4P, )= 0;

.1
donsité — sur — '
a une | ensité LS U, G"‘m+1’
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3) A"m X N, == Cpy 0, ©88 I'une des extrémités de A"m' Nous désignerons
Pautre extrémité do A oy PO Cpppy
Posons enfin
U — C;é‘;mﬁH == Uppyy, N4 A,‘m == Npi1.
On voit immédintement quo Ui posséde des propriétés analogues & celles
de U,.

[ ]
Le continu K == [T I est indécorposable 1); or on a évidemment
i nm() .

By—K=6,+ 6+ Y 6,.

s
Le continu indécomposable K découpe done le plan en une
infinité dénombrable de domaines connexes, dont chacun est

limité par un polygone,

Sur une classe de continus irréduetibles.

14. Nous allons étudier maintenant les propriétds d'uné classe
particulidre de continus irréductibles. Cette classe ne présente en
elle-méme aucun intérét spéeial; mais nous emprunterons maintes
fois nos exemples b cette classe, et il vaut mieux en considérer

~ les propriétés une fois pour toutes. Un seul de ces exemples sera

envisagé ici; on trouvera les autres dans la seconde partie.

~ Nous commengons par le lemme suivant qui nous sera scuvent
utile dans la suite 2). | |
Lemme. Soient B,, By, By,..., Ba,... des ensembles fermés

tels que \ |
6(8)—>0, ¢(By, B)—0

quand n-—> 003 en ce cas

ij B,

“est encore un ensemble fermé.

) oo .
1) On voit, en offot, sans peine que lo gémicontinu ﬂt"l" 3 N, est dense

me(

sur K ot do premidre catégorie par rapport h K, et que K est un ab, b étant

un point quelconque de [T, : _
% Nous avons déjh utilisé ce lemme (d'ailleurs ¢vident) dans lexemple des
§§ 48—46 du chapitve précédent,
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"Démonstration. Soit # un point queleonque de B; il suffit

de considérer le cas z étranger & By, Soit done

&= o (, By) > 0.

Il existe un indice » tel que

& £
d (Bu) < §1 Q (B(H Bu) e 3
pour tout # > »; il en résulle que
£
@ ($7 Bn) >' 3“5 (?i > '1’)
y €
¢(» Y B)>g

LESLTL

Or on a par supposition

o(@,B)=0o :cz B, +ZB,,+B

maa -1
done
0 (=, 2‘13,,,) = 0.
]
ZB,,, étant un ensemble fermé, on voit que
mxa | )
. Vv
zC Y B.CB, c.q.fd.
mepel )
15. Définition des continus W. Soit
01) Oﬁ) C‘ml
une suite de continus indécomposables et tels que
1) 6(C,

2) ofa, C,,,)-—>O a étant un point déterminé étranger ”aZC ;s
mum ]

| 3220 X C’,,,+1=:f:0 quel que soit m; désignons cet ensemble
par Q,.:

') On peut exprimer 1) ot 2) en disant que les C,, convergent vors le point a.
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4) G, X Copu==0 pour tous les =2 et tous les m;

5) soit ¢, un point queleonque de @,; on doit avoir @, C
CSB(Q"M Om) >< % (qvm Om»}d) 1);

6) Qs C O = % (s C) ¥

Posons

W o= a+2‘ C.:

e ]

désignons encore par / un point quelconque de

(y = 53 (g,, Co)-

Le lemme du § précédent nous montre immédiatement que W
est fermé, Or on voit de proche en proche que les ensembles

k
C, -+ Gy, a,+02-|—08,...,2'0,,,....

M

gont des continus; il en résulte que

M ]

est counexe, dont

e e ol 48

W = a+2 (fm_.-:ZC,,,

Mes] M}

est un continu ¥

16. Propriétés des continus W.
I Soit K un continu agrégé A W ct contenant le
point @ et un pointe, de C,. Bn ce cas K contient tous

les C,p. (R Z=1).

1} On voit sisdmont (ue cotte condition dtant ronlise pour un point de G,

elle le sern, aussi pour tout aulre point do Q.

3) On pout exprimor B) ot ) commo il suit: ysoiont ¢ cf ¢’ deux points de
Qe b Oy O ot oun 79’ dans lo ens of dans lo cas seulement oft M'un do ces
Sous cotto formo D) ot ) sont indé-
d’nilleurs, nulle part
qu'on trou-

points st ugrégé A Qs of Vaatre & @yt
pendantos do lu condition d'inddecomporabilité qui ne serd,
utilisée, ot pourrait dtro supprimde, Nous ne le faisons pas car les Cm
vern duns les applicutions, sont tous inddeomposablos,

% Hausdorlf, p. 24D, 111 ot p. 246, 1V.
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Démonstration. On voit tout d'abord qu'aucun des ensembles

K>< Qmj KX Qm+l)"'7 I{X(l)wa-’rh)--v

ne peut étre vide. On a en effet
meple =1

K= KX W=1IKX [2' G (Cou — Q,,,_‘_,,)] +

gml

+ I{ X Qm—{-h "I_ I{ >< ii( Cm-+~h+[ - (L)m»{-h) +‘2‘ (Ju + (l.] ’

Hooe = lie}-D)

Le premier et le troisiéme terme de cette somme ne sont pas
vides, car ils contiennent respectivement les points ¢, ') et a. Done,
K étant connexe, le deuxiéme terme ne pourrait &tre vide que si
le premier et le troisiéme ne satisfaisaient pas & la condition de
Lennes-Hausdorff, Or ils satisfont & cette condition car

sl =1 o
3 0+ Cp— == 3 G+l
[ESD At fdimf]
et , A
- ni-}-h
1 . Y
((’fn-i-h-{-l""" Qm—}-h) +2 + a= W — z Oa
‘= Triefeltfutl seal

sont des domaines (rel. W) sans points communs. L’ensemble
KX Quyn (h2=0) nest done pas vide; soit /., un point de cet
ensemble (point variable).

Je premier point établi, supposons qu'un certuin C,,, ne soit
pas enticrement contenu dans K (h>>1). Envisageons alors len-
semhle fermé K X C,.,. Il contient les paints k..., et ky,q.; or

Cyn €5l un /r,,,+,:, lcﬂ:, (condition 6)) et K X C,,,. =k C,, (d'aprés
notre supposition). Il en résulte que £, et k.., appartiennent i dif-
férents composants de K X C,p,; ¢ & d. que la fonction

@ (.'Icnl+lt~ 13 km-{-h; ]{ >< Om-}—h)
que M. Hausdorff appelle Distanz®), est positive. Or cette
1) Pour lo scul cus d'exception: h = 0, ¢, (" Q) la propridté quo KX Qmtn
n'est puas vide, est triviale, a '

*) Haunsdorff, p, 303. & (4, b; F) eat, par définition, la horne inféricure
des nomhres & tels que « ot 4 peuvent Gtre 16liés pur une S-chaine agrégéo i F.
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do K X Quin (jo rappelle pour éviter tout malentendu, qu'une
chaine peut étre composée d'un seul point; K X Quu fait done

Sur les multiplicités Cantoriennes 2b3

fonction est évidemment continue; K X @pn-y et K X 0, . Gtant
fermée, on voit que le minimum de @ est encore positif, Désignons

le par A

@ '(lcm»}wh-—lj /i:m.*mh; .[{ >< Cﬂl+7c) 2 /?, > 0

quels que soient le point Kppu-y de KX Qupy et le point X,
d@ I{X (L)mmi.,)‘-

Soit A Pensemble des points de K X C,., qui peuvent &tre

A . .
ég par une ~—§~chmne (agrégée & K X C,4,) & un point arbitraire

partie de A). KX Qoo o8t Gviderament étranger & A, c. & d. que
I{ >< (L) meph C K X Om»{*-h — A,

Désignons ce dernier ensemble par D on voit aisément que

A

A et D sont donc fermés,

Or on a
ol

k=KX 3 GHKX Ot EX| T Curfa| =

smei-hei-1
"

Hen'l

swmi=ph{-1

Aifebnee] o0 ’
- \Kix)‘ (),+A} - [I) - KX20.+4;
LR
et Yon voit, d'aprés les inclusions

.I{ >< (L)ﬂl+’l -1 C A, I{ >< Qm«{«h C 'D)

que nous avons obtenu une décomposition de K en deux parties
fermées sans points communs. K étant connexe, il en résulte que

notre supposition ne peut avoir liew, ¢. y d. que C.aCK (h 22 1),
. q f. d.

]

a so déplace sur Compy (F'y et b, sur |
ment comme fonction de deux

composants de F. Clest juste-

@ reste Gvidemmont Invariable quand
Comps (F); @ pout dune 8tre envisagde non seule
points de F, majs aussi comme fonetion de deux
ment ce que fait M, H ansdorff (I ¢)
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Corollaire. Tout continu KC W qui contient le
point a, contient aussi un cgrtain C,.

IL. W est un continu irréductible.

Soit, en effet, K un continu agrégé & W et contenant les points
a et b. Il contient, d'aprés I, tous les C, & indice m>2; or un
raisonnement parfaitement analogue au précédent nous montrerait
quon a aussi |

KC G

par conséquent

K Da +2‘ C, == WV,
1

e

W est done un- ab, | e. q. f. d.
IIL. Soit P un ensemble tel que
1) tous les €, — P sont connexes (et ==0) 1),

2) aucun ¢, n'est entidrement contenu dans P
alors W—P est encore connexe,

Soit, en effet, #, un point de @, — P; on a

W—P= 3 (C,—P)-(a — P)

mesl

(Cm - P) >< (O'm*}—l qu) :) tm ?F 0'
On voit done de proche en proche que tous les

k

' ‘Z(Om - ~P)

Me=]

sont connexes; il en est par suile de méme pour

oca -

2‘ (G, — P).

M)

~ Or Yensemble q— P, &'l n’est pas vide, est le point limite de
la suite {{,}; on a done toujours

a"-PCZ (Om'"“P)r

Nhem] .

d’ott il résulte que W — P est connexe.

'} La condition entre parenthdsés est une conséquence de 2),
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Corollaire. Sgit # le plus petit entier tel que @, C
C S(a,8), ot soit [ un ensemble esédparant le poixft a
de W. K co casn

ou hien 'un des ensembles C, — B n'est pas connexe;

ou bien l'un des ensembles ¢, (h2>0) est contenn
dans B. -

On voit dailleurs aisément que tous les ¢, i indice suffisam-
ment grand sont des ensembles g-séparant le point a de. W,

17. Nous allong econsidérer une application des propriétés des
continus W ci-dessus b un probléme relatif aux surfaces Cantoriennes.

duit 8 un continu de dimension 2; pour fixer les iddes, une
qurface Cantorienne. S eontient néeessairement des lignes Cantorien-
nes. Tout point = de S peut ttre, en effet, é-séparé par un ensem-
ble formé B de dimension 135 B west done pas punctiforme !} et
tout continu appartenant b B est une ligne Cantorienne. Or peut-
on affirmoer quil pusse de telles lignes par chague
point de 8¢ La réponso st négative, comme le montre exem-
ple suivant:

Soit @ un point queleonque de Ig; Ky, un polyédre convexe
entourant le point a, \

Désignons généralement par (¢ Pensemble” homothétique & len-
semble (' par rapport au point a, le rayou d’homothétie étant égal & o.

Soit o << 1 ¢t [, == K% I, est doncun polyddre intérieur & K.
Or les deux premiers polyddres [, et Ko, utilises dans la construe-
ion de la surface Cantorienne indécomposyble F
(8§ 5—8) étaient urbitraires (§ b), aux deux conditions sulvan-

tes prés:

1) I, est intérieur i K,

2) I, et K, sont de genre 0. \

Ces deux conditions ¢tant réulisées ici (la seconde en vertu de
la convexité de K,), nous pouvons supposer {que F est définie
A l'aide des polyédres [, et K, du présent 8. Rappelous les pro-
priétés suivantes de [/ dont nous aurons ) LOug Servir:

@) F est situé duns le solide limité par Iy ot K,

B) F contient toutes les arétes de I, et de Ki;

v) F'5¢ I, fait partie du sémicontinu I, C F; done, dun B (2; )3
de méme, I3 I, est agrégd o Wy, I);

Y Voir le § 14 «u Ch, 1,
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d) F est irréductible entre un point quelconque de I, et un
point arbitraire de K3 e, & d. que B (z, &) == P (y, F).

Posons maintenant

01 = F, 3 Cm = ngml = 1{ ’Q,'NM1

Toutes les conditions du§ 16 sont réalisées En effet,

1) 6(C) =" 0(F);

2) ¢(a, C) < (Cu);

3) 0, X O,y contient toutes les ardtes du polyédre K¢";

4), b) et 6) résultent respectivement de ), y) et 4).

~Le continu W ainsi obtenu est une surface Canto

rienne. En effet, tous les O, étant non denses dans Ky, W est de
premibre catégorie, done (étant fermé) également non dense, Il en

résulte que dim W=2. Or soit P un ensemble punctiforme quel-
conque, Les C, étant des surfaces Cantoriennes, tous les ¢, — P

sont connexes; et auneun @), — P n'est vide, car @, = C, X
X Cnys n'est pas punctiforme (il contient des segments). Il en ré-
sulte (§ 16, III) que W -— P est connexe, - eq. fd

Il n'existe néanmoins aucune ligne Cantorienne
agrégée & W et contenant le point a de . En effet, une
telle ligne contiendrait un G, (§ 16, I, corollaire), c. & d. un en-
semble -de dimension 2; ce qui est absurde !).

Le probléme posé au début de ce § est done résolu négativement.

£

Ch. IV. Les théorémes fondamentaux.

1. Nous établirons dans ce chapitre plusieurs théorémes concer-
nant la dimension des ensembles fermés, Les méthodes que nous
utilisons ne s'appliquent pas (4 une exception prés) aux ensem-
bles non fermés. La cause en est, parfois, que les théorémes

H1lya méme plus: quel que soit le continu K C W contenant le point o,
on a dim, £ =2 (et non seulement dim K ==2), Soit, en effet, m le plus petit

entier tel que K)( C, :i: 0; dans ce cas (§ 186, I) KD :)20 C, ._|__ a, Or ce der-
» , gram-}-1
nier ensemble. est évidemment identique & We", c¢. & d. & une surface Cantorienne;

donc dim, K > dim, We" =9,
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correspondants cossent '0tro vrais dans le cas des ensembles non

f
tenue par des
enfin, la questiol
pothéges moins rosty

srmés. Duns d'untres cus une généralisation partielle peut étre ob-
méthodes différentes dos présentes, Dans plusieurs ecas,
. de la validité des résultats obtenus pour des hy-
ictives, cetto guestion n'est pas résolue. Il en
d'ailleurs, de mdéme pour plusieurs problémes relatifs aux en-
sembles formus; cos problémes seront indigués b la fin du chapitre.

Je rappello que nous ne econgidérons que les ensembles de di-
mengion finie. L plupart des résultats de ce chapitre ne s'appliquent
o'a de tels ensembles, cornme lo montrent les exemples qu'on trou-
vera b 1o fin du chupitro suivant, |

Nous comengons par un lemme géndral relatif aux ensembles
satisfaisant b la condition de Lonnes-Hausdorff, lemme dont nous
aurons souvent L nous aervir dans la suite,

9 Soient 4 ot /) doux onsembles satisfaisant i la relation de
Lennes-Hausdor(l, On sait qu'on peut Jes enfermer dans deux do-
maines, G, et Gy, suns points communs 1):

G, 4, 6,00, (X ¢, =0.

Or on peut obtenir en modifiant légérement la démonstration,
une proposition bien plus préeise. |

Considérons lensemble (7, X @,
de warranger de fagon qu'il soit vide; on &,

Gi;t >< Gn :) 'A' >< D)
néeessairement vide. Mais nous al
anger de fagon quon ait

est,

Il vest pas toujours possible
en effet

ot le dernicr ensemble n'est pas
lons montrer qu'on peut toujours §'arr
G X (=4 X D.

On a done le |
Lemme. Soient A ¢t 1 deu ensembles tels que

H (A4, D)= ().‘
Il existe alors deux domaines, G4 e Go, tels que
1 | ¢4, @GDD,
O X a=AxDY
1) (ette proposition o &6 démontrde implicitement par ‘M. Mazurkiewicz
(,Bur un ensemble Gy punctiforme...*, Fund., Math. I, p 69). Voir aussi la dé-

monstration du lomme du § 8 (Ch, 1) du prégent mémoire.

%) T relgtion (F, X Gy==0 on régulte immédistoment, On 8, en offet,
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Démonstration a étant un point de 4, on a, d'aprés la con-
dition de Lennes-Hausdoxff, |

o (2, D) > 0,
de méme, ¢ (y, 4) > 0 si y(C D. Posons

‘ veo
Il est évident que ce sont des domaines, et que

(]!AD A, GD:)I);
Ces deux inclusions entrafnent la suivante
| Ga X G DA X D

il s'agit done de montrer qu'on & aussi

~Soit w un point quelconque de @, X Gyp: A un nombre positif
arbitraire. Choisissons un point £ de G4 et un point 4 de G, ces

deux points étant & une distance < —;3;; h du point . & fait partie

d’une certaine sphére § (z, ; g (%, D)); on a done

b0 <je(D) =CA4

On voit de méme qu'il existe un point y tel que

1
emy)<gze(d), yCD.
Remarquons encore que'

@ Doy oy, 4) <o @my).
G, X G, C@-: X _G“sz X E; or ce dernier ensemble est, d'aprés la con-
dition de Lennes-Hausdorff, non dense sur 4, done a fortiori dans E. G XGp
étant un domaine, .il est nécegsairoment vide,
O voit done sl que G, %@, + G X G, ==0; il on résulte que
4XD=@G, X Gn-"——"‘F"(GA) X Fr(@,). Cette relation nous sera utile

dans la suite,
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Alnsi
o)< o@E e w)t+ewn+emy <

1 . | 1 1 2 2
<gelm D) yht gt g0 A<gh+ ge@y);
9(939_?/) <2h.

I en résulte que
. 1
ol 4) < 0 1) < 0 0, 8) (6,9 < 3 A+ g o) <h

o(w, D)< o (wy) 0 (W, M) + ¢ (my) < %15 h -+ %Q(w, y) < .

7 étant arbitraire, on voit que
wC 4, wCD, c. q. f.d.

Remarque, Supposons quon ait donné davance deux

domaines H, et H, tels que
B4, HXH=0.

ors trouver deux domaines G¥ et Gi, sa-

On peut al
ot, de plus, & lasuivante: -

tigfaisant aux conditions (1),
(2) G?f C -HH ”1:}0{- D Ha

Soient, en effet, G, et Gy los domaines définis ci-dessus; posODE

GF = G, X H, 6=0Gs+He

Les inclusions G D 4, GF D D et (2) sont évidemment satis-

faites, et I'on &
. I xDC Gt X G CEX X @+ H) = |
LT XX E+ X EXECEXG=4XD
Gt X Gy =4 XD, | c. q. f. d.
(Yest sous cette forme que nous appliquerons presque toujouTs |
lo lemme ci-dessus. lei encore, lés deux relations suivantes qu'on
déduit immddiatement de la dernidre .(of. la note relative aux con-
ditions (1)), mous seront gouvent utiles:
®) HXE=0_
Fr (GY) X Fr (@5 =4 X D.
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3. Théoréme I. Un ensemble fermé F de dimension =n pe
peut élre dzfcomposé en une somme finic ok dénombrable d'ensembles
fermés Fy, Iy,... de dimension < n.

Il est a remarquer qu'on ne suppose nullement que les F, X F,
solent vides. |

On peut exprimer ce théorbme en disant que dans la elagge
des ensembles fermés on ne peut augmenter ladimen-
sion par une addition finie ou dénombrable 0,

Nous allons démontrer ee théordme par induction en méme

~ temps que le

Lemme fondamen tal Soient F et OC I deuw ensembles
fermés tels que

dim (F'— &) < n;
dans ce cas, si Von a
dim, ¥' = n,
on aura aussi

dim, @ > n

Le théoréme et le lemme sont évidemment vrais dans le cas
#n =0, le seul ensemble de dimension < 0 étant I'ensemble vide.
Supposons-les donc vrais tous les deux pour un nombre n quel-

conque, et montrons qu'il en gera encore de méme pour le nom-
bre n -4 1. |

4, Démonstratwn du lemme. Soitw un point tel qu’on ait
dim, F = n -1,

On voit tout d'abord que x (~ @. En effet, #'— @ étant un &
(rel. F), F et FF— @ coincident localement au voisinage de tout
point y de F— @; il en résulte que
4) dim, F = dim, ( F—-@)(n—-l—]

Il s'agit de déwontrer que

- dim, 0 > n+1

) La proposition (ch, II, § 15, 2)) affirmant qu'un continu somme d'un nom-
‘bre fini ou d'uns infinité dénombr&ble de lignes Cantoriennes, est Iui-méme une

ligne Cantorienns, cette proposition est une conséquemca 1mmé€iiate du théoréme
en question. _
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Cette relation est Gvidente quand @ est étranger & F—®, car
7 et @ sont alors localement identiques au voisinage de x. Soit

done & un point de

@ X I'— O;
il suffit de montrer que Vinégalité
(5) dim, P << n
ne peut subsister sans que Vindgalité
dim, F<n
soit elle aussi verifide.
Supposons done (D) vérifide; il existe alors une —_g-m'séparation 1)

du point de @ par un ongemble fermé B, de dimension <n:

(6) B = A, -+ By -+ Do
(7) B, e dim By < m;

(8) A, e @ (rol. §), Dye® (rel. P);
9) mjm.%+mcs@%y

On peut appliquer le lemme du § 2 aux ensembles 4, et Dy;
on obtient done en posaut |
,‘ A .
mmﬁ@ﬂ,mxo

(voir § 2, remarque) deux domuines, G¥ et G, tels que

§ £ v
mgam;ﬂ@J D, C GL,
- 'x' "Y'X‘ ——
GAU >< (J:f’u - 0‘)
S (- 4 D
G,q" >< G?Su — Aﬂ >< DO'
Posons
‘ Y o (1% 3 .
(;'! e J"'Ill e Bo,
c'est un domaine, et I'on a

(10) AN:GCS“&%

1) & ost un nombro positif arbitraire.
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AOCGX@MGX'AO”{"(IXBQ'F(‘TX'D CA0+G40>< Tz;o—on,
(11) G X D=4,

ensuite

GXO=CX 4y+ 6 X By + G X Dy,

G X Dy C 6% X G X Dy =4y X Dy =0;

”dvonc
(12) Fr()X O=GXP—GXPC B
5. Posons
0 = Jr (6) X F—5 (2,5),
3 'y 1 (3} & ¥ &
Qe =Fr(@) X F X5 (m: 2) — 8 (mn 3),
(13)]

0.=Fr@ X X8 (8.5) — 5 (o 1),

On voit immédiatement que les ¢, sont des ensembles fermés
et que lon a

(14) Qm CHrGXF—OCF—B (m=12.)
On vmt aussi que tout point de /r(G) X F qui est & “une di-

‘stance >0 de O, appartient & I'un au moins des ¢,; @ étant ferms,

on-en déduit, en tenant compte de (12), que

Fr(@) X F—8C 3 ¢,

M=a}

(18) Br(6) X FC Y Qi+ B,

]

Soit maintenant y un point achitraire de (). Il résulte des for-
mules (14) et (4) que

: -y
dim, F'<C n;
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on peut done déecomposor lensemble F en trois parties, 4,

B, et Dy, telles que
A, X B,=A, X D,=DB, X D,=0;

(16) B, &,  dim B, < n;
(17) A,je® (el F), D,e® (rel. F);
yCA'U? Av_}"BvCS(?/:g)

Effectuons une telle décomposition relativement & chaque point

de @, 1)y on aura alors
Y
0: C 34

v

o
fry
Q0
—
—

0, éant un ensemble fermé contenu dans F, on voit d’aprés (17)
~ que le théoréme de Borel-Lobesgue est appliquable. Il existe
par conséquent une suite finie

Yir Y2reery Yu
de points de @, telle que

’(191). &, CS Ay,-

g ),

Nous effectuons la méme opération sur chacun des @), en rem-
plagant seulement la deuxiéme formule (18,) par la suivante:

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

. |
(18m) 4,+B,C8 (y, m:-]-) e Q)
On’ obtient ainsi pour chaque m une suite finie
Ay"m-—-‘ I'H" Avk e 1"{"‘1’ " Ay r"m, .
telle que |
: ko
(19m) Qm CZ A‘lia'
psk 1+l

ant pas univoquement déterminde, on voit

1) Cotte décomposition n'ét vo
¢ l'axiome de Zormelo, Voir d'ail-

que nous sommes obligdés de nous appuyer su
leurs le chapitre suivant,
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Voiei quelques propriéiés de ces A4, of des B, correspondunts

6=1,2..., k..., kuy...) dont nous aurons besoin dans la suite:
1) Il résulte de (16), (17) et de I'dgulité

A, 4B, =l'—1D),

que
(20) 4,80 (el )y, B, &%, A, B, ¢ F;
(21) dim B, <Zn (s=1,2,,..).

2) On a d'aprés (18m), y, étant un point de ¢

‘ 2¢ , s
é (1{11/, —l— '?U..) < ,'n:_i:ﬁl’ (,]‘“wn S | o O % ]‘“m)

ne

done

(22) 6 (4, 4 B,)—0 quand s —> oo,
Je dis qu'on a.‘ aussi

(28) ¢(By, 4, +B,)—=>0 (s—o0)

En effet. ‘
Q ('BO'\ Aya _"" By,) < Q ("B()ﬂ Y );

done si la formule (23) était inexacte, 'un au moins des points li-
mites 7 de la suite |

3/1) 3/21"'7 g/ua-w

serait élranger A l'ensemble fermé B,.
D'autre part les formules (13) nous montrent que le point y,
(bwy <<s<Ck.) est agrégé 4 lensemble fermé Fr(G) et situé

N . 8 ) .
& une distance g;ﬁ de l'ensemble fermé @; il en résulte que

nC Fr(G) X @,

n( By.

Nous sommes arrivés & une contradiction, ce qui montre que la
formule (283) est exacte. .

3) Soit z un point queleonque de 4, + B, , y, C Q...
On a |
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Or Y. appurtiont W (. il est done, daprés (13), étranger
S, - E ). Le point 2 Stant agrégé b @ il en césulte qu
V-1 S sulte que

&

) (e, 17,) == D,y oy
elep) e (b= p
L @ = 2
x X (4, 4 B,)= 0, (s=12..)

(4); il résulte done de la formule (10) que

~—~
fa
LN
pa—

D’autre part g, C Hr
¢ (X' Y u) 2,

pax conséquum

0 (2 2) <0 (2 0) 0 (a,®) < ;;?,H-t-z\ ,

(25) A 4B, CSae.  (=12%")
4) On obtient enfin, en comparant (16), (19,) et (19 m),
(26) W@ﬂngBthMW
g}

6. Pozons maintenant

B=B,+ 3 B,

wm ]

AW{GXF+£SAJW”

fem .

D=F—(4-+B)

Les 4, et B, dtant agréges b F, on voit immédiatement que

nous AVOnS rlehm ane décomposition de £
points communs deux b deux.
Je dis que c'est une &:—aépuratm
En effet,
~ 1) On voit d’nprw (9) et (24)
mul@ (11))

en trois ensembles sans
n du point @ de I

que z est dtranger h B; or (for»

GXEDEX D=4
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il en résulte que

4D

2b) Les formules (7), (20), (22), (23) montrent qu'on peut ap-
pliquer le lemme du § 14 du ch. III aux ensembles B,.; done

B e .

2a) On voit immédiatement, en combinant la formule touteh
I'heure obtenue avee (20), que

Ae® (rel. I").
2'd) Il g'agit de montrer que
| De@® (rel. I,
ou bien, ce qui revient au méme, que

(4 B) e
Or

A+ B= (G“x F—l—jAy,) +B=GX F+ 3, +‘§(Ay, + B,),

fom] ﬂml

ce qui entraine, .d’aprés (26),

Fr(6) X FC A+ B,
A~+B=(4+B)+ Fr(G) X F= G X F]+ [Bo+,2' (A,,..+B.,.>]:

Le premier terme du dernier membre étant fermé, il suffit de
démontrer qu'il en est de méme pour le second; or c'est en effet le
cas, car on peut, d'aprés (7), (20), (22) et (23), appliquer le lemme

du § 14 (ch. III) aux ensembles |

By, 4,+B,, 4,,+ B,,..., 4, +'B, ,...
3) Enfin, I'inclusion ‘
A+BC 8w, e
est une ‘co‘nSéquence immédiate de (9), (10) et (26). :
Ainsi, B est un ensemble &-séparant le point # de F. Or nous

avons supposé que le théordme I (§ 8) est wrai pour le nombre n;
il résulte donc des formules (7) et (21) que

dim B < n.
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¢ otant arbitraire, il en résulte que
dim, 1<, . q. f d. |

Le lomme fondamental est done démontré pour le

pombre n - 1.
7. Nous en déduisons sans peine la démonstration du thé-

ordme I pour le nombre n— 1.
Soit, en effet, /' un ensemble fermé de dimension >=n- 1, et

SUpPOSODS qu'on alt
Iﬂm !’1] + 14'72 + DN
(somme finie ou dénombrable), tous les Fy élant des ensembles fex-

més de dimension < n - 1.
Soit M Vensemble des points » de J tels que

dim, F 2= n - 1,
et soit @ = M. Chaque point y de F-— @ est donc de dimension
< n--1 par rapport & F, et, a fortiori, de dimension <71
par rapport b 7~ @ pur couséquent, . .

dim (f'— @) < n- 1.

On voit done d’aprés le lemme tout-h-I'beure démontré que I'in-

clusion
x(C M
entraine l'indgalité |

dim, ® >0 -+ 1.

Je dis que tous los onsembles K, X @ sont non denses
sur @. En effet, il existe 'dans tout voisinage d'un point quelcon-
que 2 do @ des points » de M: et dans tout voisinage de z, des
points de @ étrangers i I, X @, Ce dernier point résulte ‘des iné-

galités \
dim, (F} X @) << dim, [ < dim F, < n 1 << dim, d

@ et O ne peuvent Gtre localement identi-

qui montrent que f,
ques au voisinage du point .
On obtient done 'que I'ensemble

ﬂxw+mxw+mmmxwpwm%q:@xF=@

est de premidre catégorie par rapport i lui-méme, co qui est ab-
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Notre supposition était done fausse; lo théordme 1 ost

La transition de n - n -1 étant complétement effectuée, le

théoréme I et le lemme fondamental sont démontrés tous les deux.

8., Sur les généralisations possibles du théoreme L
1) Ce théoréme n'est vrai quintégralement, ¢, & d. pour les en-

sembles eux-mémes et uon pour les potuts; cn cffet, un point
a peut 8tre de dimension <{m par rapport & chacun

des ensembles fermés Fy, Fy,..., et, en méme temps,
de dimension >>n par rapport d leur somme; et cela
méme dans Je cas d’une somme finie,

Exemple Soit (dans [))

8

! " 1 1
o= (0) I{‘mam{mz [2'm-»«~”1j’ 2?’)2}’

]

. o[ 1 |
| P [zm 2m+1]

Ty

on a
B, Fy=[0,1]; dim, F, =dim, F, =0, dim, (, - F)=1.

2) Soit I un ensemble fermé de dimension n. Sl n'a qu'un
nombre fini ou une infinité dénombrable de composunts, le théo-
ydme I nous permet d’affirmer que 'un au moins do ces com-
pusants est lui aussi de dimension n. Mais J' peut avoir ¢
composants; cela nous améne a poser 1@

Probléme 9. Peut-on affirmer gue tout ensemble fermé posséde
un composant de méme dimension que Uensemble total? ).

Il est d’ailleurs & remarquer que-la dimension dun pownd
par rapport & un composant peut étre inférienre b sa
dimension par rapport d Vensemble total (supposé ferme);
et cela méme dans le cas- d’une infinité dénombrable de compo-
sants 2), et méme pour tous les points d’un certain composant.

1} La réponse uffirmative so déduit facilemont dans lo cas d'un ensemble
de "dimension 1, ‘

2 Une telle circonstance no pent dvidemment avoir licu dans le cus d'un
nombre fini de composunts,
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Exemple. Soit (dans 1i,)
fo— (o =0, 0y <1} K(ah={a<o<h 0<y< 1)

[+ )
v K 1 1
r= Kot 3 K g g

ien1
K, est un composant de I, or on s, quel que soit le point x de K.
dim, F==2, dim, Koy=17).
3) Le théorémo I ne peut 6tre généralisé au cas des ensembles
non fermdas, Il suffit, en offet, d’examiner I'ensemble R des points
rationnels d'un segment S, ob J'onsemble [ des points irrationnels

de ce méme segment; on a |
dima It = dim [==0, dim (R4 [)=dim §=1."

Des géndralisations de nature plus spéciule sont, néanmoins,
possibles; nous verrous, cn offot, au ch, VI que le théoréme I sub-
siste pour les ensombles 7, Nous y verrons aussi quun théo-
rome daddition de forwe différente est applicable & tous les

engembles.
~ On voit aussi aisément que la réponse au probléme y ci-dessus

serait négative si on le posait pour les ensembles non fermés: il

suffit, en offet, d’examiner un ensemble dispersé de dimension >0
(voir le ch. I). | |

9. Soit C un ensemble quelcongue de dimension n. Ses points
se répartissent d’une fagon naturelle en # -1 classes, la (k4 1)
classe étant formée des points de ‘dimension k& par rapport a C.
Iétude des ensembles qu'on obtient ainsi, ‘constitue un des problémes
les plus importants de toute lu théorie; nous verrons que cetf®
étude peunt etre poussée assez loin dans le cas des ensembles fermés.
Il est d’silleurs plus commode d'envisager &n lieu des classes défi-
nies ci-dessus, les ensembles formés des points de dimension- 2> k;

nous posons done la
Définition. Nous désignerons par T
x de O qui sont de dimension 2>k par rappor

(C) Uensemble des points
t o C.

‘ \ 1
N, L'égnlité dim, f'==2 résulte do co que tout ensemble B a-‘sépm'mnt (8<’2‘)

1 1
la“_point @ do I, découpe nécessairement J'un des rectangles K ('2'“ m—1 'i;ﬁ)’
on 8 done dim B > 0,
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On a évidemment

0= (C)DM(C) D . DR(C)D . DMAC) D Ry () = 05
nous supposerons dailleurs toujours que 1<k,

Les classes définies au début de ce § peuvent 8tre représentées
par les différences

C—M(0), M (O)—Ny(C)ye.vy Ry (C) =R (O, Mo (O),

Dans le cas d’un ensemble fermé F, nous envisagerons encore
les ensembles 9, (F'); on a

@) FORED.. O ED .. D% )

Le dernier de ces ensembles, N, (F), sera appelé le
noyau, dimensionnel de F.

10. Les ensembles 3, (F) possédént‘ la propriété remarquable
suivante:

‘Théordme L. Tout point « de N, (F') a méme dimension par
rapport & F et & I, (F).
Soit, en effet, s la dimension de x par rapport & F; x étant un

point de %, (F), on a s >% Or lensemble 5, (F) est fermé; tout
point de |

F—R, (F)CF—R, (F)
est deo dimension < s par rapport & F, done
dim (P—, (7)) < 5.
I en résulte, d'aprés le lemme fondamental du § 3, que
| dim, %, (F) = s;
done, en vertu des inclusions (27),
s << dim, R, (F) << dim, N, (F) << dim, F=g; |
dim, 9N, (F) = dim, F, e q.f.d

Corollaires. L’erzseavglzgé des points de N, (F ) qui somt de dimen-
ston 2=k par rapport & N, (F), cet ensemble est dense sur Ny (F).

En particulier 3%, () est dimensionnellement homogéne: le noyau
dimensionnel d'un ensemble fermé F esi dimensionnellement homogene

et de méme dimension que F. Tous les 3, (£) sont d'ailleurs de méme
dimension que .JF. |
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1l gensuit de ce qui précddo que la dimension d’un ensernble
par due, pour ainsi dire, i la superposition de parties
inférieuro, mais quelle est due & la présence d’un
omble formé dimensionnellement homogéne et de. méme di-

que Ponsemble total. ¢, (F) étant le plus grand 8OUE-en-

noyau dimensionnel de ¢,
Remsrque. Lia co ndition a ("N, (I) de Vénoncé du thé
oréme I ent cssentiollo; e & d. Pégalité

dim, 9, (F) == dim, I
n'a pas nécessairemoent Jicu pour un point // de
90, (1) = R ()
Exemple (dans 1), Hoit

4 |
y == (0, 0,0); == (2'.7 0, O) 2 (n=12,...)

(== j s (xna "2};;);

o]

st ensuite K un dercle (fermé) de centre (— 1,0,0) et de rayon

S S S G S G D i Do
RSB O@f f:*" -~ Tl

2 Weun

Fig. 12.

F est un continu de dimension 8, et I'on a
Ny (') == C} Ny (M= C+ o ?
| dim, f' == 2; dim, Ny (Fy=1
11, L'étude des ensobles 0, (F) est beaucoup plus intéressante,
mais sussi bien plus diffieile. Un premier résultat (qui sera beau-
coup préeisé dans la suite) est le suivant: |
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Théoreme L1, Tous les W, (I') sont denses en eux-mémes,

Remarquons tout d’'abord qu’un point isolé # d'un ensemble ¢
queleonque est de dimension O par rapport b cet ensemble. Si done

x était un point isolé de 9, (F"), il serait aussi un point isolé de

‘Eif,; (41, ot Ton aurait
dim, W, (I = 0 < k< dim, I,

ce qui est en contradietion avec lo théoréame IL 9, (J") ne posside
done ancun point isolé.

Corollaire Les 98,(F) sont des ensembles parfaits.

Le théortme III pourrait peut-8tre, contrairement au théur. I, se
généraliser aun cas des envembles non fermés:

Probléme & C dant wn ensemble queleonque, I (C) est-il né-
cessairement dense en lui-méme?

La réponse cst affirmativo dane le cas k==1, comme le mon-
trent les considérations suivintes:

Lemme, Soit @ un ensemble de dimension O; L et M, deux ensembles fer-

més par rapport & @ et sang point commun. Ll existe alors une décomposition
Q= A4 D tele que

ADL DDM H(A D) == .
I)emonstmmon. Q Stnnt homéomorphe A un emsemble linéaire punctiforme

(Ch, X, § 16), il suffit Q’examiner des. ensembles de cette dernidre sorte, Suppo-
sous donc ¢ lindaire. L et M étant dos & (vel. @), on a

LXUX Q=L X QX MUX Q=LX M=
il en résulte que ¢ est situé dans les intervalles
e —

PGy P Qaseeey Py Quse -

contigus & 'ensemble fermé I X M (il y o parmi ces intervalles contigus deux
demi-droites). Soit u un indice quelconque; le domaine lindaire

o~ -

Py gu — (L4 M)
se compose d'un nombre fini ou d’une infinité d(’,ncvmbrable d'intervalles dont les
extrémitds appartiennent & L+ M. Soient

(28) i e e g “  gH
veny GH o Moas Mo gigm_l_i,.,., _hf‘_]gﬁl, gﬁoh §yee ey g iﬂm,- 'y

ceux-1i de ces intorvalles dont les deux axtrémités ne font pas partie d’un méme

ensemble I ou 3. On voit aisément, d’aprés 19 T4 X L X M==0, que les inter-

~valles (28) ne peuvent s'accumuler que vers los pomts Py g, done que 1'énumé-

ration (28) peut é&tre sapposde faite dans 1'ordre na,tural (da gauche b droite);
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que les i appartiennent tous 4 1'un des doux enserables L ou M, M p. ex., tandis
que tous les gi font partie de I.; enfin que tout segment m ne contiont
gricun point de L, et chaquo gﬁ';nj:” git., aucun point de ¥ Choisistons dans
chaque g%, hit, un point {# Stranger & ¢ (ce qui est possible, @ étant punctiforme);

M

dans tout hi‘jm-i-'l gé‘v‘n-&dﬂ

: T oy w—
O X P C ) i F ikt thas,
m an

un point ¢4 étranger 4 @. On a évidemment

) " ‘ p—
LXﬁMQ&LC 2; u,ﬁ,‘,tg‘,‘;.*,“
m

o~ W
MX 5,0, C Y ol

il en résulte immédintement quoe les enserables

O e
4=QX Y Y it

‘u,w'.l m
o0
. ‘ Y /‘-N
D=2¢ X 22 th i
‘u,—l M

sntisfont i toutes les conditions de l'énones.
Ce lemme &tant Stabli, supposons que @ soit un point isolé de 9, (C). Il en

résulte, g Gtant suffisammoent petit, quo tout point de

s 2 &
t
Q"‘""M GX b(.’ﬂ, 38) - S(ﬂ’), ";"3)

ost do dimension O par rapport & C; done dim @ ==0, Les ensembles C X F’ (m, 75,8)

ot CX F (m, 3 a) étant des G (rol. @), I'application du lemme ci-dessus nous
fournit une cI'écon;position Q == 4 -+ D telle que |
1 2
H(4,D)=0, 4DOXF (s 5¢) DDOXF (2 5e)
et I'on voit sans peine (uo | . ,
o 8[a ) 44l [p+ (0—F(aze))|
C=[CX 8|uy| + 4|+ + '3
est une a-séparation du point a de C par 'ensemble vide, & étant arbitrairement

petit, il on rdsulterait que dim, C==0, co qui est en contradietion avec I'hypo-

thése wtgtl (). 9, (C) ne pout done avoir des points isolés; N (C)
ot dense en luisméme, | | ‘ , e q. £ d
18

Fundaments Mathematicae VIIL
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12. On voit immédiatement d’aprés la remarque faite an déhut
de la démonstration du théordme III, que ce théoréme n'est qu'une
conséquence du suivant:

Théoréme ITI. Tout point dun N, (F') est de dimension > ©
par rapport & cet ensemble.

- Supposons qu'on ait, par contre,

dim, N, (I')== 0.
T existerait alors, ¢ étant arbitraire, une décomposition

N (F) = 4+ D,
telle que

2 4, C 8 (m ;), H (4o, Dy) == 0.

Appliquons aux ensembles 4, et [, le lemme du § 2, remar-
que, en y posant H,= § (m, %), on obtient deux domaines, @, et
Gy, tels que -

G40>< Gf)u = 0? GﬂaD "DOJ
(29)  4C6.C8 ()

Nous voyons que |

Fr(G.) X R (F) =Fr(6,) X (4g4 D) C Fr(6) X (Gay+ G) =0
Fr(G) X FCF—, (F);

tout point y de l’ensemb]e fermé Fr(G,) X F est done de dimen-
sion <Ck—1 par rapport & F:

(30) . | dim, F'< “k— 1.

Soit o le plus petit des deux nombres positifs - -]i g et - (a: F—Gu);
on a. pour tout y (C Fr(¢,) X F,
(31) | 0z, y) =20

Or oo peut, daprés (30), déterminer relativement & tout polﬂt
yCFr(G,) X F une décompnmtmn

) F=A4,+B4+D,
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de maniére que

(88) A, &G (vel. F), D,e® (vel. F),
(34) B,&F, dimB <k—1,
(35) 4, Dy, 4,4+ B,C S(y, 0)1

ot le théordme de Borel-Lehbes gue nous permet alors d’obtenir
upe suite finie

yl'! ?/a;‘-- ym)
telle gue
(86) Fr () X FC 2‘ 4,
Posons -

&men
AmPMXMfZMJWa

el
) = F— (4 -+ B).
On voit immédiatement d’aprés ces définitions que
= 4 + B+ D |
est une décompasition de F' en trois ensembles sans points eom-
muns deux & deux; et il résulte de (34) et (33) que

BeF, Ae (55 (el F).
Or on a d'aprés (36)
A4 B=G, X F+ 3 (4,+B,) =X F+Zv w"l"Bw

{ea] Y]

done

. (A+ B e, De® (rel. F).

D'autre part, il résulte de (29) que

€

| 0 NSy
si'yCF‘r (@) X F; et lon obtient en comparant cette inégalité

avee (80), |

R CS(w,2+o)CS<x,)
donc en vertu de (29),
A4 B(C 8 ().

18*
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Rapprochons enfin les relations (31) ot (30); il s'ensuit
g XX B,e=20, X B ==
done, 2 étant un point de G/, X I,
&£ C A,
Nous voyous ainsi que l'ensemble B gsépare le point x de 7
Or on a, daprés (34) et le théordme I,

dim B k- 13
doune, & dtant arbitraire.

A, F < fe 1.

Cette intgulité est incompatible avee I'hypothése (O, (F); il
n’existe done aucun point x tel que

dim, N, (F') == 0. e q. f. d.

Remarque. Lie théorime 1Y ne pout 6tre étendu aux onsombles
non fermés, méme duns 16 cas b =1. En offct, soit C l'ensemble P -} () que
M. Sierpidski a construit dans sons travail ,Sur les ensembles connexes et non
connexes® 1); on voit aisément que

@ étant un cnsemble ddnombrable. Il en résulte (ch, I, § 19) yue

dim 9, (C) = 0.

Il est & remarquer que le théortme III' ne nous apprend rien
sur la connexité des 9% (¥)%). Pour pouvoir résoudre cette question,
il faut étudier les M, (F) d'un point de vue tout différent, il gagit
notamment de déierminer la place qu'ils occupent dans la classifi-

‘cation de Baire$8),

Le théortme que nous obtiendrons s'applique & fous les en-
sembles; I'hypothase que les ensembles considérés sont fermés n'en-
trainerait méme pas une simplification de la démonstration,

') Fund. Math. II, pp. 82—88. M. Sierpitiski désigne cet ensemble par K.

%) Voir ch. I, § 13, o ‘

3) Le terme ,classes de Borel« qu'on trouve parfois, me semble asses peu
motivé; on doit, en effet, & M. Borel sculement la définition do la fofalitd des
ensembles (B), tandis que l'idée de la dlassifloation est due & M. Baire, Clest
Q'aillears M, Loebesgue qui appliqua, pour la premidre fois, cette idde aux
ensembles, et non sevlement aux fonetions, Les notations que nous employons sont
dues & M Hausdorff (§ et %ﬁ*’a) et & M. Bierpidski (%‘"9)
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Relations avec les notions dordre deseriptif.

18. Théeordme 1V. Soit C un ensemble quelconque de dimen-
sion > Iy Uensemble dex points 2 de O qui -sont de dimension Kk—1
par rappors & O, cet ensemble est un &, (rel. 0)-1).

Démonstration Soit

d'l, da1oq|,dm’-§-

un ensemble dénombrable dense dans B, Déterminons relativement
5, toute triade (m, p, ¢) de nombres naturels, les trois ensembles

_ 1
A'm., — U S (d'nn .MM)
o= O X p+g/
.,B:?.qmo X g- (d'm) 1) — 8 (dﬂl, M'lm“)‘
p P4

pﬁmmwmsﬁwa.
o MR

1l est évident que A3, B, et Dj, sont sans point commun
deux b deux, et que l'on.a | |
= 4y, B+ Dy
A6 G (rel. @), Dy, ® (rel.
Br, e % (rel. O).

Soit (m,p, ¢) une triade queleonque. Deunx cas sont possibles:
1) ou bien il existe au moins une décomposition de € |

Ce=A-+B+D

en trois ensembles sans point commun deux & deux, telle que

@) Ade®(rel. C), De®(rel 0),
(done B ¢ F (rel. C));
8) A DAL, D D) qua'
(done B C By,
y) dim B<k—1;

1 kb est, commo ¢i~lesrus, on entler positif guolconque.
%) Nous désignons cot ensemble inddpendant de g par Dy purce (ue les

brois : mo g o ont jamais envisagds séparément.
ensernblos A7 | B ])m , e goront jamais o g p
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nous dirons alors que (m,p,q) est une triade canonique et nous
poserons
= 435,

2) ou bien il n'existe aucune déc(,)mpcmtion de Pespace indiquée.
Nous dirons dans ce cas que (i, p,q) n'est pas canonique, et nous
poserons

e () 2
G;:l.a =0 )

On voit que G™, est toujours un & (rel. €); Yensemble

0= ]]2’2 G,

pal el oneend
est donc un @ (rel. C).

14. Je dis que @ cotncide avec l'ensemble des points |
x de € qui sont de dimension <k - 1 par rapport s C
‘En effet, nous verrons que la relution dim, O<{k~——1 entraine

z( ¢, et vice versa.
4) Soit dim, O<Cx%— 1, et soit p un entier positif arbitraire. Tl

existe alors une -;ﬁ-sépar&tion
=A+B+D
du point z de C par un ensemble B de dimension <k

) Ae® (rel. 0), De © (rel. C)
¥) | dim B <k —1

1
37) AD =z A I @, =,
(37) DX '+BC:S('”>2P)

1) 1l est i remarquer que Pexistence soule d'une telle décomposition nous est
essentielle; ¢. & d. que nous ne sommes pas obligés de choisir une décomposition
déterminée relativement & chaque triade canonique, 1'cnsemble Gy, étant indé-

. 1 .

pendant d'un tel choix. L'axiome de Zermelo n'intervient donc pas dans nos rai-
sonnements, contrairement 4 co qui a Jien dans la démonstration du théorime I
(voir la note du § 5). Quant an théoréme 1II’, on pourrait par un artifice conve-
nable débarrusser sa ddémonstration de I'emploi direct do l'axiome de Yermelo.
Je n'ai pas cru utile de le fuire, car un emploi indireet subsisterait quand-méme,
ce théortme étant husd sur le théoreme 1, '

%) G;}:g peut d'aillenra Gtre vide mdmoe dans le cas d'une triande canonique.

C'est ce qui u lieu, p. ex,, quand ¢ (d., C) > p“ll‘q alors (m,p,q) est canonique
(car il suffit do poser A==B==0, D= (], et lon a G = Ay =0,
. | 1 yq
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4 étant un domaind relatif, on a
¢ (@ B+ 1) >0;
désignons par & le plus petit des deux nombres positifs «2%0 ot

B + D). Choisissons ensuite les entiers posmfs m et q de ma-

o (%

mére qu'on ait

(38) 1 | 1 2
| 38 <pgg s

an tel choix est évidemment possible, {d..}

stant dense dans E,

et p étant =1, tandis que ;;4 2 e.

La triade (m, p, ¢) posséde alors les
B.) Soit y un point de Aj .5 on &

propriétés suivantes:

Q(-% m) <m< &

(m:?/)gQ(wadm)""‘Q Y d) <ES Q(:L‘,B-—]—D),

- done, y étant agrége & =4+ B+ D,
yC4, 4,C4

Ba) Soit 2 C Dy 3 il vient
, | i

2y dm > -

| 0 (# dn) > o
' - 1 e 1
. Q(w')z)> e(z, dﬂt)'"'"()(wadm) >'?5”"”5>§"§1

et il résulte de 2 C C et de (37) que

2 C 'D DP» 1 C ‘D

une riade canomque et L'on obtlent

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

(m,p, q) est dono
. G;: = Pr(l OXS( m7p+q)

on voit ainsi d’aprés les i’négalités (38) que
| 2 C Ghe |
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Il existe done pour tout p une triade (m,p,q) telle que x est
agrégé b G,; il en résulte que
xC q)? . q. f. d.

2) Soit maintenant # un point de ¢, et soit ¢ un nombre po-

sitif arbitraire. Tous les G, faisant partie de (), 2 est, bien en-
9
tendu, un point de C. Or soit p un entier > R étant agrégé i ¢,

il existe deux entiers positifs, m et g, tels que
% C G;:: u*
(m, p, ¢) est une trinde canonique: (car G, == 0); il existe donc une

décomposition

(39) C=d4+4 B+ D
satisfaisant aux conditions @), B), y) du § 13. Or remarquons que
474, = Ghg D @

et que la relation D ) Dj, entraine

A BC 45,4 B C 8 (dar ),

2
6(Ad+B)<< ’ <
done, x étant un point de 4 - B,
A~ B(C 8(z,e)

Nous voyons ainsi que la décomposition (39) est une e-séparation
du point « de C par l'ensemble B de dimension <k-—1. & étant
arbitraire, il en résulte que - |

dim, C<Ck — 1, e. q. f. d.
Le théoréme IV est complétement démontré. |

156. Corollaire L. Tous les N, (C) sont des F, (rel. C)

Corollaire IL. Lensemble des points de C qui sont de dimen-
sion k(1 <k <dim C) par rapport & C, est un F,, (rel. C).

Cet ensemble est, en effet, 6gal & N, (C) — Niya (C). L'énoncé sub-
siste d'ailleurs lorsque %#==0 et k== dim C: les ensembles corres-
pondants sont des ©; (rel. C) et des F, (rel. C), done des Fy, (rel. C).
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Appliquons les résultats acquis & un ensemble fermé 7. 11 est
gvident qu'un , (vel. /) est un F, (absolu); de méme, un F,, (rel. F)
est un Fpor Or I ost un (1) il en résulte que tout ¢ (re(i. F) est
un @ (car ¢'est lo produit de F et d'un domaine), et il en est en-
core de mémeo pour tout (5 (rel £7), le produit d'une infinité dénom-
brable de (§; étant un &, lui aussi. Nous obtenons ainsi le

Corollaire ILL Soit F un ensemble fermé. Les ensembles des
points de F qui sont

1) de dimension <Kk par rapport & F,

2) n ) ==k, bW o

3) » " =k mooon m
ces ensembles sont regpectivement

1) un (b, 2) un Fopy  B) un e )

Corollaire IV. 8i N (F) et F - N (F) sont tous les deux
denses sur I, ils seront respectivement de 1" ef de & catégorie par rap-
port & I Y).

1) Hausdorff, p. 806, | _
% ] est & noter que cod classes d'ensembles sont des invariants topolo-
giques, et qu'il en est de méme pour la classe %m} dont nous aurons besoin dans

la seconde partie de ce mémoire. L'invariance de la classe §f  est évidente; quant

aux antres, leur invariance est démontrée dans les mémoires suivants: 1) 8. Ma-
surkiewics Uber Borelsche Mongon, Bull, Ao, Cracovie, 1916 (les (,; 2) W.
Sierpinski, Sur quelques invuariants d’Analysis’ Situs, Fund. Math. 111, p. 120
(les %"9);' 8) 8, Mazurkiewicz, Sur l'invariance de la notion d’ensemble 5% .,

Fund. Math, 11, p. 104.

Toutes ces démonstrations s'appliquent sans aucune modification 4 des espaces
métriques compacts queleonques; il en est oncore de méme du. théoréme fonda-
mental de M. Siorpinski sur l'invariance des clagses de Baire (C. R, t. 171
(1920), p. 24), théordme qui nous apprend linvariance des ®yes 65606:'“ et de
toutes Jes classes 2 w de la classification de Lebesguo. Enfin, M. Lavren-
tieff n démontrs (Fund. Math, VI) invariance de toutes los classes de Baire.

Notons qu'on peut démontrer en répétant wob pour mob la démonstration de
M. Sierpiniski, Vinvarinneo des ensembles (d), | |

Toutes ces classes d'onsembloes sont done, pour ainsi dire, des nvariants abgolus,
contrairemont aux domaines, dont Dlinvariance ne subsiste que lorsque les deux
ensembles envisugds sont situds dans deux espaces Ruclidiens & un méme nom-
bre de dimenaions (invariance relative & un espace ddierming).

) En effot, un (3, donse swr un onsemnhle fermé est de 2de catégorie sur cet

'ensembia, tandis quo son complémentaire est de 1% catégorie (Hmisdorff, p. 328).
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C'est done l'ensemble des pomts de dimension supdrigure qui
est de 1™ catégorie; nous voyons ainsi que la circonstance notde au
début du § 47 du ch. II est générale 1). '

~ 16. Démontrons maintenant quon ne peut préciser dau-
cune maniére les résultats que nous avons acquis re
lativement & la place des ensembles N, () ete. dans Ia
classification de Baire (Théoréme IV et corollaires I, II, III),
Il suffit évidemment de montrer que

1) 9N, (') (qui est un §F,) n'est pus nécessairement un @,
(done, a fortiori, un §, un &, un F, ete);

2) F—,(F) (qui est un @) v'est pas nécesairement
un ol A o

8) My (F)— N,y (F) (qui est un Fyp, ou bien, ce qui revient
au méme, un Oy,) peut dtre étranger aux classes §, et @,

La demonstratmn de 1) ot 2) est immédiate. Envisageons, en
effet, la surface Cantorienne généralisée S des §§ 43—46 du ch. IT;
nous avons vu (ch. IL § 45) que T, (S) et S - N, (S) sont tous
les deux denses sur S. Il en résulte, d'aprés le corollaire IV du
§ précédent, que ces ensembles sont respectivement de 1™ et de 2%
catégorie par rapport & S; done le premler n'est pas un @, et le
second n’est pas up K ?),

La démonstration de la proposition 8) exige la construction d’un nouvel exem-
ple, Nous obtiendrons cet exemple en modifiant légérement la construction des §§ 48—
~~46 du ch IL. Conservons tout:s les nomuons des §§ cités. La modification con-
siste en ce que

a) le cercle Kot (myig,dg,... im—-l $tant des ontiers positifs arbitra-

ires) n'a aucun point commun avec le cercla K, . (K, i
. 'y L LI,
[1%1‘0‘”1)1

b) Te ,polyédret p n'a auean point commun avee

tyigeeaiy, 41 _
:ﬂ, i +}' i, 11 51 %-_-'z 1, on aura, comme auparavant: .P%__,,m__limX

X Ky .

-l Py, . (T X ng.. by 1o bllil...im_lwn)-_

) Cette circonstance est moins inattendue que I'on serait peut-étre tenté de le
croire. On voit, en effet, qu'un ensemble H de 200 catégorie par rapport 4 un
ensemble fermé F' quelconque ne peut aucunement &tre regardé comme la partie
la plus massive de' F: ainsi, F' peut contenir un segment, tandis que H estdé-
nombrable (Hausdorff, p 255, Fig. 8); F peut étre un continu contenant
un carré, tandis que H est composd d'une infinité dénombrable de aeg-
ments (Janiszewski, thése, p, 88--39), '

) Hausdorff, p, 328 |
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Duns lo cpw nctuel los enwombles 8 K™ JT* ne sont plus des contimus; co

gont d'aillours toujours des onsembles fermés dim 8§ ==2, On voit aisément, en
repronant la demonstration du § 46 (ch, II), que les points de S sont de dimen-
gion 2 on < 2 wolon qu'ile appurtionnent & o ou 4 § . F®, Or un point z de co

dernier ensemblo ont univoquement déterminé par la suite des ensembles

. |
E I( 'l)5 ]( ll‘&) '[("Dﬁlg 11)1),
3 anxquels il ost agrégd, ot l'or voit sans peine que sera de dimension 1 ou 0
(4o} golon qu'il y surw un nombre fini ou une infinité dénombrable d'indices égaux & 1
dans la suite ('indicos
g iliiﬁ?“')iu!
o] relative & co point. II on rdsulte que lqs .ensombles My (S), N (8)—Ny (), S—,(8)
E gont tous lew trols donses sur S, Lo dernier de ces ensembles est done de 2de ca-
tgorie; M, (8) My () ost de 1% eatégorio, Fitant denss, il ne peut done
(O stroun (.
E Or conpidérons les vnsemblos
© |
Y
E l‘ 0= I‘K + ‘ y J"’I‘t! im’
- . 1 1y 1,,,w‘2

=

m»:i M"T‘-ﬁ.';"‘
S = K°,
AR v m: .
R z= § e N9
lea indicos égaux i 1 dtant exclus, ces ensombles ont év xdomment des plopllétés

analoguoa aux onsomblon Jf° “, H I} des §% 4D 40 (ch, 1I). I n'est donc pas un %
il en résulte quo “)l,(ﬁ') %} (,};) ‘me poeut, lui non plus, étre un %, En

offet, tout point do 7 étanl déterming par uno suite dindices supérienrs i 1, on o

=8 3¢ [ () — 0 ()]

la relation [9}1 (8) == Yy (5)] & Ty enteninerait done, S étant fermé, la consé-
quence inexucte [P g W(r' ‘

9}, (8)-‘»‘..,..3){% (b") ot uimi‘ni un @d ‘ni un %a»' e. q f d

ICM Biblioteka W

17. Application du théordme IV d l'étude des pro;
pridétés to lmlngiq nes des N, (F). Soit # un point de I, (F);
on u (thdortme [II’, & 12) |

“dim, N, () > 0,

done aussi |
| dim | N, (F) X S(we)] >0,
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e étant un nombre positif arbitraire. Or S (x, &) étant un & (done
un -§,), il résulte du théoréme IV que

40) N (F) X 8 (2, ¢)

est un §,. Nous pouvons appliquer & cet ensemble le théoréme de
M. Mazurkiewicz, d'aprés lequel tout 3, punctiforme est homé.
omorphe & un ensemble linéaire !). Un engemble punctiforme liné-
aire étant de dimension 0, il en résulte que l'ensemble (40) n'est
pas punctiforme, Nous voyons ainsi que M, (F) contient un con-
tinu dans tout voisinage de chacun de 8568 points;
. A d.

Théoréme LI N, (F) est nulle part pmwtz/orme.

Voici un probléme qui s'y rattache immédiatement:

Probléme e Un point » de N, (F) est-il nﬁcesmwement agrégé
& un continu contenu dans W, (F)?

La réponse affirmative (qui me semble trés probable) préciserait
de beaucoup le théoréme IIT". Il est d'ailleurs & remarquer que la mé-
thode que nous avons suivie, ne nous apprend rien li-dessus, car
un 3§, dont tous les points sont de dimension >>0, ne posséde pas
toujours la propriété en question, C. & d. que L étant un tel §,

(L="N, (L)), et x, I'un de ses points, il peut arriver que

| Const, L == =,
et méme que ‘

| Comp, L =g,
‘Exe‘mple (dahs Ey). Soit '

Tout point de L est de dimension 1 par rapport a L; L est
un 3¥,; cependant

- Const, L == Comp, L = g,

"| Fund. Math. 111, p. 70, théor. II, Ce théorémo sera obtenu dans 16 ch. VI
comme cas particulier du théoréme général suivant: nin (%, de dimonsion 2 con-
tient un ensemble fermé do méme dimension®,

*



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les multiplicités Canloriennes 285

18, Problémen Lien résultats concernant la structure (topo-
Jogique) des N, (F) que nous avons obtenus, sont bien loin d'étre
dsfinitifs. Ainsi, nous savons seulement que

dim N, (F) > 0;
il est cependant bion probuble gque
dim M, (F) = dim. F

quel que soit Je 1), L résolution de cette question parait étre trés
difficiles b plus forte vaison, il en est de méme des deux problé-

mes suivints: | i
Probleme £ Tout point d'un V() est-il néeessairement de
dimension =k par rapport & W, (£)7 .

Problome g Peut-on démontrer que bout ensemble fermé de di-
mension 0 conbient wne multiplicité Cantorienne de méme dimension?

Ces deux problémes sont droitement liés entre eux (la gues-
ion ci~dessus p. ex. n'ost gqu'un cas particulier de chacun d’eux);
leur résolution constitue b mon avis Jo but principal de la pré-
sente branche de la théorie. , | Y

On pourrait déecomposer le probléme # en plusienrs problé-
mes partiels; je me dispense de le faire, en remarquant seulerent
quon trouverait parmi ces problémes partiels le probléme y du § 8;
et cols méme duns le cas ol lon aurait remplace préalablement
dans Iénoncé du probléme n les mots ensemble fermé“ pdr le
mot ,continu %) |

Notons enfin que la réponse au probléme 7 serait en tout cas
négitive si l'on exigesit que la multiplicité dont il y est questiop,
contint un point de dimension n douné d'avance; e. & d. que F
étant un ensemble fermé de dimension n, et @, un
point de N,(4), il n'existe pas foujours une multipli-
0ité Cantorienne K telle que

dim K =n, «C KCF

1) Remarquons qu'on u (d'uprés le théordme 11, § 10)
dim ¢, (F) = dim F, | 2
%) La cause en ost gue Ja continuité do K n'eniraine pullement celle de m—u (K),
tandis que la multiplicité en question (supposée existante) doit 8tre agrégés &

R (K).
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et cela médme lorsque F est un continu dont tous leg
points sont de dimension n
Exemple (dans F,). Désignons par

T (a, b)
le domaine (fermé) limité par le triangle aux gommets
(a, 0), (4, 0), (b, 1)

et posons

K= {w=0, 0<Cy=C1}
Pkt 37 (1 1)

m-1" m
FTEY |
" est un continu ne possédant que des points de dimension 2. Or
soit ¢ un point queleonque de K,, je dis quil n'existe aucune

surface Cantorienne X telle que

(41) cCKCF

Soit, en effet, K un continu satisfaisant & la relation (41); deux
cas sont alors possibles; |

1) ou bien K(C K,, ce qui entraine dim K = 1;
. . ' ' | 1 1
2) ou bien K a un point commun avee Pun des T(WT’ E);
dans ce cas K cesse d'8tre connexe aprés la suppression de Punique

oint( L
P e )

Dans les deux eas K n'est pas une surface Cantorienne, c.qf.d.

Ch. V. Les espaces Euclidiens.

1. Revenons & l'étude de la dimension des ensembles situés
dans des espaces Euclidiens Z, % wun nombre quelconque de
dimensions Nous avons seulement effleuré V'étude du ocas géné-
ral au ch. IT; seul le cas n=38 y & été considéré d’une manidre
détaillée, et ce n'est que dans ce cas particulier que nous avons
obtenu des résultats en quelque sorte définitifs. Dans le présent
chapitre nous nous proposons de généraliser au cas de » quelcon-
que les principaux résultats (velatifs & n==8) du ch, II. La mé-
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thode que nous suivrons est tout b fait différente de celle du ch II:
clle cst basée sur le remarquable théordme de M. Lebesgue, ths.
oréme qui g'énonce comme il suit 1):

oS chaque point d'wn ,domaing® G & n dimensions appartient
o l’zm an moing des ensembles fermds Fy, Fy,..., F, en nombre fini
ot 86 0¢8 ensembles sont guf/wammenf petzts, il y a des points communs
au moins & w41 de ces “ensembles,

- D'ailleurs, quel que 80it, G et quel que soit le degré de petitesse
augquel on assujettit les I, il est towjours possible de décomposer
G en cnsembles fermés Fy tels qilaucun point ne soit commun & plus

de n--1 dentre cux.

Nous démontrerons notamment que tout ensemble fermé de dimen-
gion possdde une propriété annlogue; il en résultera que tout domai-
ne (fermé) de Ju, oul un ensemble de dimension 2; et tous les théo-
rdmes (UG NOUS NOUS Proposons d’élablir so déduisent de ce résul-
tat sans aucunc difficultd,

2, Nous introduisond pour faciliter le langage les définitions
guivantos: | |
Déf, 1. Soit © un systéme (fini), d'ensembles fermés

nl 1 '
J’H 1429*“1 FM 2)
ot supposons qu'il exdste une suite de n indices dijférents

Zl, Za,nul’ Z,”

Hr.+o

kx@$1

telle que

) . Lebesgue, Sur les correspondances entro les points de deux espaces,
Fund, Math. 11, p, 287, Lo théoréme fut d'ailleurs énoncé par M. Lebosgue
des 1911 (voir Math. Annalen, t. 70, p. 166—168). La démonstration du théoreme
s tronve pour lo promidro fois dans lo mémoire de M. Brouwer du Journ.
de Crells (5. 142 (1918), p. 160-~152), | |

11 ost a rmquum' quo Tes »domuines« G dont il ost questian dans Péndned

ci-dessus, sont des domaines fermds.
f) Cos ensembles ne sont pus néoossniroment différents; quelquea-uus d'entro

‘oux (on méme toun) peuvent 8tre vides.
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tandis qu'il wexiste aucune swite analogue de n -1 indices 1); nous
dirons alors que & est un systéme dordre n )

Il est évident qua tout systbme de p cnsembles fermés posside
un ordre déterminé, cet ordre étant = p ).

Déf. 2. Nous dirons que l'ensemblé fermé @ cst d'ordre n par
rapport & & #il existe un systéme

S = (I, by, i)

d'ordre n tel que

1) jﬁ-‘i = (P,

fnl x
2) d(F) <<e (i==1,2,..., p)

On voit d'ailleurs que Yordre d’'un cnscmble fermé (par rapport
A un & déterming) n'est pas univoquement défini.

Déf. 3. n sera dit le vrai ordre de D si les deux’ conditions sui-
vantes sont verifides:

1) @ est d'ordre n par rapport & & quel que soit & > 0;

2) Li existe un certain nombre posilif & tel que D west pas

d'ordre inférieur & n par rapport & & *).

Ces définitions posées, lo théoréme de M. Licbesgue s'énonce
“comme il suit:

nLe vrai ordre d'un domaine fermd de B, est égal & n—1%

3. Voiei quelques propositions (dont nous aurons besoin dans
la guite) relatives & Tordee des systémos ot des onscmbles.

n-}-1 '
HC b d.quona JTF I"‘ =={ pour toute de suite n-}-1 indices différents
k-1

A4y 0gy0ee. tnga (Cetto Temarquo est d'aillenrs illusoire lors(ue 7 ==1p).

?) Voici un énoncd Gquivalent: »D ésignons par ord 2z le nombre dos
Fiaindicos djfférents (ces F; no sont pas nécessairement différents sux-mémes)
auxquels le point  est agrégé; le maximum (dans H) de la fonction ord  sera
appelé Pordre du systéme Ge, :

%) L'ordre d'un systéme est égal & 0 dane le cas et dans le cas sculement olt
tous scs ensomblos sont vides; l'ordre est ==1 lorsque les F; sont sans points
communs deux & deux,

4) Ou bien, co qui rovient au méme: s»8i le nombre positif s ast suf-
fisamment potit, & n'est pas d'ordre < s par rapport i &, L'6quiva-
lence. des deux dnomcés vésulte de la remarque évidente gque @ étant d'ordre »
par rapport & &, il le sera encore par rapport & tout nombre > &.
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o

stimes tels que
g P FtCFH | (t=1,2,.,9)
dans ce cas Dordre de ©, ne surpasse pas celui de ©.

La démonstration ost immédiate.

Lemme L. Soit @=={F,,., F,} un systtme dordren, e s0it S,

le systéme o o
Sy, 8y S(Fy, &)y 8(1@)‘5{)3

pour tout E suffisamment petit le systtme ©, sera encore Jordre
Démonstration - Daprés lo lemmé I, lordre de ®&, est

ot no peut quo dimibuer quand e diminue, Il g'agit donc de

Zh
démontrer quo cet ordre est &K n pour une valeur de & (d'ailleurs
queleonque). -
Or soit
(1) ?"’1 ? 'j’ﬁ"") iw{-] (‘;ls ::i: ils 1 ~<\?:k<20) 2')
une suite queleonque de n -1 indices différonts; ensemble fermé
-1 | |
‘,‘,1 .
¥ ﬁ‘ﬂ-'-‘u-w — _II S (Fim £)
kel _
diminue avee & ot l'on a | |
(Ve oo s 1
L * 'Jm’l ——n oy " ok .+ s——
75— ITHT 515 )=
[T B 1 He1
= [T s\45)= I +=°
| kenl

kem]  Jwal

d'aprés la définition d'un systéme d’ordre 7. 1l existe done un nom-
bre positif (inverse d'un cnticr) | , -

(2) - & (ii: (PITRY ‘i,..H)

tel que IJ‘ﬁ,a,‘,"_Mm() pour tout <& (4, iy yees Baga) 2.

1) On trouvern un Jemmo i peu prés équivalent dans le mémoire cité de

M. Lobesguo (p. 269--261),
3 Jo laisdo do cdbé lo cus trivial n=Dp. S
#) D'aprés lo théoréme de Cantor (wDurchschnittasatg; voir p. ex. Hans
dorff p, ¥H0, 1),

Fundamenias Mnthematicna t. VIIIL 19
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Comme il 'n'y a qu'un nombre fini de suitos telles que (1), 1a
borne inférieure des nombros (2) sera positive ;

désignons -1,
par &. Dans ce cas

a

& G .
F'{"'”I”"n.*'} m”b (lith’ 6‘O) e O

kel

pour toute suite de #-|-1 indices différents; ¢, & d. que Vordre du
systéme &, est < n--1, ¢ q. f. d,
Lemme IIL Suit {£,, F,,..., I} un systtme dordre n, o
{Fopiy o By un systime dordre mi Vordre du systéme {(F,,...
By By ooy Foply est alory N+ m.
Ce lemme est une conséquence immédiate do la deuxidéme défi-

. mition de l'ordre d'un systbme (§ 2, note),

4. Lemme TV. 8 Pensemble Jermé @ est d’ordre n par rap-
port @ & il sera aussi dordre n=-h par rapport o e )

Soit, en effet, {#,,..., F'} un systéme d’ordre n satisfaisant anx
conditions de la définition 2, et soit

tiytgyeey 2

"

~une suite do » ‘ndices différents tello que

ﬁ F, =0,

kv
Posons

2 . --....... 9 —T .
Fp-i‘]hﬁp-}.sé—-'.'"—-'Ifrl’i—"mﬁ.“f’

on voit aisément que le systéme {F,,

systeme d'ordre n - j, qui

finition 2. -
Lemme V. Soit @ up o

stéme d'ordre n tel Gque

¥ A T
R .l{p, y,‘.{,‘l’-qv’ Fp_l_n} eSt un
satisfait encore aux con ditions de la dé-

nsemble fermé, et {I,.. . FY, un sy-

oC 3

i

4
:
3,

Y} Ce lemme et en défaunt quand n==0 (g, i d == ),
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é (1) < e (i=1,2,..., p)

dans re cas @ est dordre w par rapport & &),
l.e systémeo

X @y Fy X D,..., F, X @)

est dordre <o (lemme I) ct il satisfait aux conditions de la dé-
finition 24 il ne reste done qu'a appliquer le lemme préeédent,

Lemmo VI Soit @ ensemble fermd dordre n par rapport & &
dans e¢ cas tout ensenible fermé @y contenu dcms D est aussi d’ordre n
par rapport & &£ %), _

Vest une conséquence immédiate du lemme précédent,

_ Lemme VII. @ dant d'ordre n par rapport & & Uensemble
S(®,9) sera encore dordre n pur rapport 4 e & condition que 9
sott suffisamament petit.

Démonstration. Soit @={F,,..., F,} un systéme d’ordre n
vérifiant les conditions de la définition 2, et svit &, un nombre po-
sitif tel que le systduie

Sy == {8 (Fy, 9),..., ST, M}

soit d'ordre 2 quand & <9, (lemme TI\ Désirnou par 9, le plus
petit des p-f-1 nombres posilifs |

l 1
9oy L6 — OUF)orrs le— OB

dans ce cas S (P,d) sera d'ordre m par rapport & & pour toute valeur
dg & inférieure d ¥,. En effet, le systéme ©, est alors d’ordre

n, ot Pon a

P

1) 2 S (F,9)= (21 - ) = 8(@,9),

L) im]
2) 8 (S(F, )< ST+ 29 <HF) +2h<e
(i=1.2,...,p)

1) Ce lemme est en défaut quand (=0,
%) A condition quo (§, ne solt pus vide,
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Lemme VIII. @ et @, dlant vespectivement d'ordre n et n par rap-
port & & Uensemble D= By sera d'ordre - par yapport & g,
- On w'a qud rapprocher les lemmes II1 ot IV 1), |

b. Ces lemmes formels d¢tablis, nous arrivons & la démonstration dy

Théoréme. Quels que svient lensentble fermé ' de dimension n
et le nombre positif & I est tonjours d'ordre -1 par rapport i g,

Le théoréme est évidemment vrai lorsque no== - 1, Supposons
quil en soit de méme pour tous les entiers inféricurs & un certain
entier 2 (non négatif); il s'agit de démontrer que le théoréme sub-
siste pour les ensembles fermés de dimension ». Soit done F un
tel ensemble; & un nombre positif quelconque, ® édiant un
point arbitraire de £ il existe une décomposition de /' en trois en-
sembles sans points communs deux & doux

Foe==d, 4 B,-+ D,

telle qu'on aif,

(3) d,6® (vel. F), D,e((rel. ),
(4) : B,&%, dim B, <<n—1,
(5) o | AwaJ Ax+ -BxC S (wJ;S);

et il résulte du théortme de Borel-Lebesgue qu’ill existe une
suite finie de points

Liy Zygee, &y

. IJ
telle que ¥ :-:;EA%.

fom]
- Posons
»

© - 2B.=0

ima]
le théordme I du chapitre préeédent nous apprend, en vertu de (4),
que D est un ensemble fermé de dimension << — 1; d’aprés notre
supposition Pordre de @ par rapport & & est done <Cn: et
il en est encore de méme (lemmes VII ot VI) des ensembles

) Ce lemme est valable dans tous les cas, La chose est évidemte quand

n==m==0; or si I'un au moins des entiers noou mest >0, P~} P, n'est pas
vide, et le lemme 1V peut &tre appliqusé, ‘ |
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5(2,9) et I'X S(®,9), & étant un nombre positif convenablement
choisi 1), |
Ceci fait, posons

L= 4, —[I'X 5(0,9))],
RS , o, |
,L;mAml““"[Ax{"]""‘+Aw¢."1+111><S((pa'&)]; (&=2a3::p)

Les ensembles entre crochets étant des & (rel. /'), les I, sont
des ensembles fermds Ils possédent les propriétés suivantes:

1) 6 (L)< 8(d,) = 8(4,) << (4, + B,);
or daprés (B),
6 (y+B.) <&

) b(Ly<e (i=12..p

2) Ils sont sans points communs deux & deux, En
effet, soit 4 < by on a

LoX Ly C Ay X L= A, X Ay~ [ 4, A 4, 4 F X S(@.9)],
Ly X Ly C Ao, — [4a+ F X 8(9,9)).
Or il résulte de (6) et de l’inclﬁaioxl B, C F que
oy C (A B,) = A, + ByC A+ FX S(8,9;
par conséquent, on vertu de (7)
LX Iy=0, e. q £ d.

On voit en rapprochant ce dernier résultat de llnégahte (8) que
Pensemble fermé

est dordro sC1 par rapport & %), Le ]eﬁme VIII nous ap-

4 Lo conclusion subsinte évidemamont dans lo cus ot le lemme VI cesso d’dtre

appliquabloe, & wavoir lorsquoe J*M 8 (@, ) == (0
) Cet ovdro sorn < 1 dand lo ens ol tous les Ly sont vides, et dans ce cas
seulemant,
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prend alors que 'ensemble

p
©9) | 2‘L,+ (B X 8 (D, 9))
fen] .
est dordre sgn--1 par rapport & & Orje dis qu'il coineide
avee F. Il est, en effel, évident qu'il fait partie de /. Soit d'au-
tre part y un point queleconque de F. F Gtant égal i la somme des
ensembles |
Am: A:r,;:"'1 Aﬁ,)

soit A, le premier de ces ensembles qui econtient y. Il résulte
alors de la définition de L, que y appartient soit & L,, soit
b X S (B,9) CFXS(P,9; done ee point appartient en tout cas
& l'ensemble (9).

Ce dernier ensemble cotncide done avee IV il en résulte que
Foest dordre sKn-+1 par rapport & & [l ne reste qu'd con-
sulter le lemme IV 1) pour voir que notre théoréme est complste-
ment . démontré, l

Remarque. Le théoréme que nous venons détablir, suffit, b lui
seul (sans sa. réciproque), pour pouvoir faire I'dtude de la dimen-
sion des ensembles situés dans un E,. On obtient, en effet, en le
combinant avee lo théoréme de M. Lebesgue ot le théoréme du
§ 3 duch. II, le résultat annoncé auw § 1, & savoir: tout domai-
ne fermé de E, est de dimension #; et tous les théorémes
relatifs aux espaccs Buclidiens qu'on trouvera dans ce chapitre, ne
sont que de simples conséquences de ce résultat. Le théoréme récipro-
que n'est done nullemenl ndcessaire au but que nous avions
en vue; J'en donne néanmoins une démonstration dans les-§§ sui-

vants, car ce théordme présente, & mon avis, un certain intérét in-
trinséque. |

6. Théoréme inverse Soit ' un ensemble Jermé qui est
@ordre n par rvapport & tout nombre positif n. Dans ce cas

dim F'<Cn —1.

La démonstration est basée sur lc

1) F étant de %\aimension =0, done non vide, ce lemme ne pout &ire en
défuut, ‘
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Lemme. Sotb B un ensemble fermé gui ést dordw nopur rap-
pord @ towt nombre posilif; svib ensuile

fle=A-4B4-D
une e-séparation d'un point x de I’ telle que
¢ (4,1)> -0 1),
Quel que sott le nombre positif ©, il existe alors une &-séparation

e A‘l "‘I“ 131 + 1)1
de ce min 7)0(’%' X qui satisfait aux conditions suivantes:
1) By e (A, et D, sout done des (‘fi (rel. F'));
2) A, ) A, D, :)I) (done B, C B
8) o{Ay, D)) >
4) By est d urdw << n—1 par rapport & %),

Désignous par o lcs plus petit des deux nombres positifs: v et
o (4, D). Il existe d’apreés l’hypoth@me fuite sur F, un systéme d’ox-
dre »
© = {Ly,..., L}
tel que

o
ELimF’ (S(L,)<0’ (i=1,2,..., p)
© o]

Envisageons ceux des I, qui ont des points communs avee A,
Nous pouvons évidemment numéroter les L, de manitre que ce

goient

Ll, Lﬁ""} Lm

(et eeux-la seulement) qui possédent de tels points. Posons

L=,
dwenl

on & évidemment

ACQCF.

1) Cotte s-séparution ost done, en général, d’une nature toute différente de
celle des g-aéparntions délinissunt la dimension,
%) Nous supposons dans ce lemme gue % 2> 0,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

296 Paul Urysohn:

Or il résulte de la relation

8(L) < o< o(4, D)
que l'on a

(10) o oLy, 1)> 0

pour tout indice ¢ ne surpassant pas m. Désignons par u le plus
petit des m nombres positifs (10) (i==1,2,..., m). 1 vient alors

(11) ¢ (¢, D) 2= u.

Envisageons le systéme

@om{QKLmM'ﬂ Qxl;’rnnlkﬁr"-a QX Lp};
je dis que ¢'est un systédme dordre et~ 13 en effet, ol était

d’ordre Z>n, on aurait |
111 Q >< '[J"'”Hh) ":Zi:" 0

Koa
pour une certaine suite

ilaiﬂtrz"'viﬂ :
de n indices différents; done, d’aprés la définition de @,
| Ly X Zinps, X+ X Ly, 5 0
pour une suite de # -1 indices différents (4 tant <Tm); ce qui est
en contradiction avee la définition du systéme &.

Tous les ensembles constituant le systéme &9 ayant des diame-
tres inférieurs & o, il en résulte que Pensemble

: RmZ(QXLQmQX}L‘

4-7)1"}'-1 imm-{‘-l

est dordre SSn—1 par rapport & o ‘donc aussi par rapport

8 T (qui est > o). Choisissons (lemme VII) un nombre positif & in-
férieur & » de maniére que lensemble
| S8, %)

soit encore dordre Cn—1 par rapport & % Il en sera
de méme (lemme VI) de l'ensemble fermé

p
tam-1 ‘

qui fait partie de §(R,9).
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Posons |
=0+5(k3)x 3,
T
»
D, = 2‘ L— S(R,9)
twn:»H
On a |

» »
A.j "““ 1:;1 "+‘ 01 === (")+2‘]Jim21}imﬁ1;

Tt 1]

B, ot D, sont évidemment sans points communs, tandis que

(By-Dy) X d, = [2 Li— H(R )JXA -

et l—]
. o O
[ 3, mh(]f, )] . ()WQXZLMb( 2)
Temmefs] femamif-1
=R~ s(ﬁ, g) =0,

On voit done que o
(12) F= 4, + B, + D,

constitue une décomposition en trois ensemhles sans points communs
deux & deux. Je dis que ¢'est une gsédparation du point 2
de I satisfaisant & toutes les conditions de I'énoncé

de notre lemme,

Nous avons déjd vu que la condition 4) est réah,sée 1.
Condition 3). On a -

== ) - BT(R, %) X ZLH

- N B, étant fermé, on seralt tenté de croire qu'il en est de méme de la con-
dition 1), X1 n'en est xion: en effet, nous n'avons pas encore démontré que (12)

‘68t une s-séparption; par conséquoent, il ne résulte pas de B a;} que 4 a@j(relF)

ot D s (rel F'); or cos relations forment une partie eaaentialle de la condmon 1).
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done

- 1
'Al >‘< ])l o (t) >< ’ 2‘ j;;' S(/I’., s .)] o e N (]iv’~ : ,) - 0,

Bawl
¢l4,, D) >0,
(13) oAy, D)) >0,
Con ‘ditiu no1). By est fermé; il résulte done de (12) que
(Ay 4 In) e ® (rel. I,
et I'on volt, en vertu de (13), que
Aye® (el I, Dye@® (rol. i),
Condition 2) On u
4, QD 4;

il s'agit done de montrer que D, D) 0. Or

DC Fe= D+ (4,4 B,) C D, + 10482, ‘9)] C D+
+5(€,9) C D+ 8(Q, ),

It étant contenu dans ¢), et & étant <C u. On n'a qu'd consulter l'iné-
galité (11) pour voir que L D,.

Reste done & montrer que (12) est une eséparation du
point 2 Or F=4 - B-[) étant une telle séparation, on a

AD @, A4+BC 8(x,e);

il résulte done de la condition 2) que
Al 3 A D.Z', .Al"‘l"B]mﬁT - 'Dl C F e Dz A-‘J[“BCS((E,E).

La relation H (4,, D,)=0 élant une conééquence immaédiate de
(13), nous voyons que notre lemme est complélement démontré.

7. Revenons & la démonstration du théoréme énoncéd au début
du § précédent. Le senl ensemble d'ordre O &tant I’ensemble vide,
ce théoréme est vrai quand n=0, Supposons qulil en soit de
‘méme pour tous les entiers inférieurs & un certain entier positif 2.
Il gigit de démontrer que tout point # dun ensemble F sa-
tisfaisant & 'énoncé du théordme, peut étre, quel que

soit &, &sépard par un ensemble B, de dimension
=n—2, -
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Soit
[e=A4B-4+D
une e-séparation queleonque du point & de F satisfaisant & la relstion
(14) ¢(4,D) > 0;

p. ex. la suivante:
i / 1 A ra) 2
sl Borxslldoalady
v w2\
[)mﬁmﬁ(ib,“g&‘).

Appliquons lg lemme du § précédent 1), et remarquons que I'e-8é-
paration (12) ainsi obtenue satisfait & la relation (18) analogue & (14)
ou peut done appliquer le méme lemme & la séparation (12), e
ainsi de suite. L'application répétée de ce lemme nous fournit une
guite d'e-séparations

(16,) B dy+B,4+D, (b =1,2,..)
du point % de /% la séparation (1b,) sobtient de la préce-

dente quand on applique & cette dernidre le lemme

oité en y posant 'pm-?z;.
On a done les relations:
1) BieF, 4die® (rel. 1), D,e® (rel. F');
NACAC...CAC...,
BB, D...OB. ...,
pCn,C..cb.C...y
3’) ¢(4,, D) > 0;

4) B, est d'ordre <{n —1 par rapport b~ (lc =1,2...)

Posons maintenaut

ZA .._AQ,ZD =D,

Jiom]
=
kool

Y Co qui oat perinis, n étant > 0.
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Les ensembles 4,, B, et D, font dévidemment partie de B, et
I'on a ' '

(16) A, X D=0
car

Ak >< l)l C A-lg-M x -thp..zm ();
puis

By = .= JI 17—~ (44 D))= ¥ — 3440 =
k=l k=] ke |
= f— (Aw+ Dm)’

done
(') ' Ap X By==B, X D, ==0,
(18) Ay B, 4D, ==F.

Il résulte, d'auntre part, des relations 1) et 2) ci-dessus que
B,eF, A,e@ (el F), D, e (rol, )

4,04, D4 Dx; |
st Bo=F—D,CF~D,CF—D=FXS[n, 5¢) C 5 (m
et 'on voit en combinant ces formules avec (16), (17) et (18) que
Pensemble B, esépare lo point z de F.

Or soit % un nombre positif arbitrairement petit, et & un entier

1 | ‘ 1 .
. B, est d'ordre S #— 1 par rupport i o done aussi

par rapport & 7> /i--; et il en cst de méme (lemme VI) de B, (" B,

Il résulte donc de la supposition faite au début de ce § que

dim B, <{n — 2, e. q. f. d.

Corollaires. Le théoréme du § 6 que nous venons de dé
montrer par induetion, peut étre énoncé comme il snit:

F étant un ensemble formd de dimension n, il existe un & positif,
tel que F' west pas d'ordre % par rapport & e

Rapprochons cet énoneé du théordme du § 5 et de Ja définition 3
(§ 2); il vient: |

Le vrui ordre d'wun ensemble fermé de dimenston n est dgal & n--1.

Le vrai ordre étant univoquement déterming, il en résulte que



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les multiplicités Cantoriennes 301

La condition nécessaire ob suffisante pour quwun ensemble fermé
soit de dimension n, est que son vrai ordre soit dgal & n--1 1),

Nous terminerons ee paragraphe en donnant une application des
résultats précédents au cas trés important des continus localement
connexes (au sons bien eonnu de M, M. Hahn et Mazurkiewicz).

A cet effet nous devons légérement modifier les définitions pré-
eédentes,

Déf 2. Nous dirons que ensemble fermé @ est d’ordre continy n
par rapport i € Wil existe un systotme © formé de comtinus et vé-
rifiant toutes los conditions de la définition 2.

Il g'ensuit une ddfinition du vrai ordre continu tout & fait ana-
logue ¥ la détinition 3. |

Nous allons déwmontrer le théordme suivant:

Pour qu'un continu O g0it en méme temps localement connere et
n-dimengionnel, il faub et il suffit gue n -1 soit son vrai ordre continu.

19, Lo condition est nécessaire. Soit, en effet, C un con-
tinu m-dimensionnel et localement connexe. Son vrai ordre coniinu
ne saursit Otre inférieur & »-f-1, car évidemment il n’est pas infé-
rieur au vrai ordre (général). Reste done & montrer qu'on peut trou-

“ver, pour tout &>>0, un systéme d'ordre n--1 de continus

'(""l.ﬁ OE'J"" Ur:
tel que d(C) <Ce (i==1, 2,....7) et

j@,m C.

Soit & ={F,, I';,..., F,} un systéme d’ordre n--1 d’ensembles
fermés recouvrant (' et tel que ¢ (F)<e (i=1,2,...,p). |

1) On pourrait donc définir la dimension des ensembles fermés 4 I'aide de
Pordre. Uno telle définition aurait I'avantage do me pas bive inductive, ‘mais elle
présenternit 1'inconvénient de no wappliquer qu'aux ensembles fermés,

On pourrait, d'aillewrs, do ce dernier point de ddpart, définir la dimension
des points, comme eci-davant, & 'aide des ensemblos g-aéparants (ce qui n'est pas
un retour § la définition primitive: en offet, la dimension des ensembles s-sépa-
rants ayant été définie indépondumment, on & encore une définition non indue-
tive). Bi l'on proeéduit de ln sorte, ce sorait le thdordms suivant gu'on aurait
déraontrd dups los 4§ préeédents: lu dimension dun ensemble fermé est
égale au maximum de 1y dimension de ses points
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On peut déterminer le nombre positif ¥ de facon que les con-
ditions suivantes soient vérifides:

10, 28 < & — max 0 (F));

20 Les G, =C.S(F. ) (i=1,2,..., p) forment un systéme d'or-

dre #» -1 '

Considérons I'ensemble (non nécessairement fini) de eeux-li parmi
les composants des ensembles G,, qui contiennment plus d'un
point. Les ensembles G, gtant fermés, ces composants sont néces-
sarement des contrnus de diamétre < (S (F;, MM 0(F)+ 29 <e

Je dis qu'il existe un nombre fini de ces composants recouvrant
Yensemble: C tout eutier.

En effet, considérons les composants I des domaines (rel. C)
G,= C.S(F,, §). Le continu C étanl localement connexe, les ensem-
bles I' sont, d'aprés un résultat bievw connu de M. Hahn, des do-
maines (rel C) néeessairement connexes (et contenant, évidemment,
chacun plus d’un point) (' est recouvert par les domaines I'; on
peut done trouver un nombre fini de ces domaines, & savoir

I, T,., T

recouvrant encore le continu C,
Un composant de (4 fait néeessairement partie d'un composant

4

de .. En désignant par {K} lenscinhin de ces derniers composants

(de tous les @), on voit que' tout 1% (j==1,2,,..,¢) est agrégé
A un K déterminé. Nous avous (1011(‘ un enseruble fini de continus K,
& savolr

K]) Kﬂv"' Ir’

recouvrant C et possédant des diametres inférieurs & & Nous sup-
poserons de plus que parmi les K, les ensembles coincidant ne

figurent qu'une senle fois, de sorte que les continus K, K,,..., K

sont -deux & deux différents.

Reste & montrer-que lesystéme de tous les l(,, (=1, 2,...,7) est
dordre <z 1. §'l y avait un point = appurtenant én plus de
n—+1 parmi les ensembles K, tous ces K, ne pourraient appartenir
a des @, différents (car les (J, forment un systéme d'ordre n -4 1);
le point z serait done agrégé b deux composants nou identiques d'un

méme ensemble Gy, ce qui est évxdemment absurde,
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90, La condition est suffisante. Supposons, en effer,

quelle soit vérifiée, D'aprés un théordme de M. Sierpidski 1),

O est alors localement connexe; d'aprés les résultats du présent
chapitre, la dimension de C est non supérieure & n. Si dim C était
inférieure & #, le vrai ordre continu de C' serait, d’aprés ce que nous
venons de montrer, non supérienr i 2 — 1, ¢e. q. f d.

Corollaire. Pour guun continu C soit en méme temps une
courbe Cantorienne et une courbe Jordanienne, il faut et il suffit que
le vras ovdre contini de C soit égal & 2.

8. Los développements des 8§ b—~7 nous fournissent un moyen d’affranchir de
'emploi de I'axiome de Zoermelo les démonstrations de tous les théorémes des
deux derniers chapitres, .’ indicque bridvement la marche & suivre.

Nous commenqons par lo lemme suivant gui peut 8tre énoncé (en enivant le
langage do M, Bierpindski) comme il suit:

Tout ensemble fermé dordre n par rapport & & est effective-
ment Aordre n# par rapport & s

C. & d. qu'on peut indiquer une loi gui fait correspondre & tout ensemble fermé
dordre n par rapport 4 &, un systdme wndque satisfaisant aux conditions de la dé-
finition 2 (§ 2).

Démonstration, Soit

dyy dyvoony Ay,
un ensemble dénombrable dense dans K, et

7‘1’ ra)-u', rj,'1l|

Pensemble des nombres rationnels positifs. Les onsembles
‘]‘ﬂq ‘k . , “ ‘—‘"
Mu g ys d‘c‘ ”t (]‘7 ?‘7'71“1’21-")
twﬂ '

sont dvidemment cn infinité d¢nombrable; rangeons les donc en unme suite simple

Ly Tyyeooy Loy

Envigagoons maintenant un ensomble fmmé L quelconquo Jo dis quil existe
un 7, tel quo . '
LC T C Sy 9, |
§ étant un nombre pusitilf arbitraire donué d’avance. En effct, chaquo point. de L

_ 3 ‘ o
o8t ugréyé & uno sphive 8 (d;, ) do rayon r; << 3 et le théoréme do B,orel~

Lobosguo nous fournit une suite finie de cos sphéms tolle quo leur somine re-
couvre I comph‘»lmncnt La sommo (]08 sphéres forméon correspondantes est le T,
en quostion,

Y Fund. Math., t. I, p, 44. .
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doit F un ensemble d'ordre » par rapport & & Il oxiste un systéme
{L, L,...., L} satisfaisant anx conditions suivantes:

1) il est d'ordre n;
P
v
(19) 2) 2 Ly=F;
(=1
3) 6(Ly) < e, (P==1,2,.., )

Soit alors ¥ une constante positive telle que. le systbme {F XS (Ly,d,...
FX 8 (Lp,®) satisfasse encore i cos conditions (lemmes IL et X); si l'on choisit,
les Ts‘ de fagon qu'on ait _
L, C T, Cig* (Ly, D)
le systéme
(20) {FX Thy.oey I'X T,.p}
satisfers, lui aussi, nux conditions (19), |

L'existence d'un tel systhme ayant été établie, le systémo unique oxigé pout
gtre obtenu comme il suit:

Designons par
nl., 71'3,.... nzjnau||

la suite des nombres premiers, Il existe (nous venons de le voir) dos systi-
mes de la forme (20) qui satisfont aux conditions (19); nous choi-
gissons celui d’entre eux qui donmno au produis

ﬂl;l n;ﬂ. - 377;1':'1' ‘ »

sa valeur minimum,

’
*

9. Le seul choix arbitraire qu'on trouve dans les §§ 6 et 7, ost celui du sy-
sttme < (au début de lu démonstration du lemme du § 6)?). Si l'on choisit ce
syStéme d'apres la loi tout-i-I'heure énoncde, on obtient le résultat suivant:

Soit F' un ensemble fermé qui est dordre s-}1 par rapport
4 tout nombre positif; soient ensuitex un point de /|, ot £ un nom-
bre positif;

" on peut indiquer une loi qui fait correspondre & F, o ot ¢ un
ensemble'unique
B (I, x, &)

de dimonsion g{n—1 ot &-séparant le point zsde F

On n's qu'dh suivre ld construction effectude dans les §§ 6 ot 7.

Ceci fuit, nous allons indiquer un moyen de démentror lo théoréme 1 du
chap, 1V, le lemmeo fondamental qui &'y rattache ot lo thdordmo du § & du
présent chupitre, sans faire usage de Vaxiome de Zermolo,

') Ce choix étant unique, le lemme avaii done été démontré sans faire appel
al'axiome dc Zermelo; il n'en dtait pas ainsl de la démonstration du théoréme,
ol l‘upplic]ution du lemme avait été répétée une infinité dénombrable de fois.
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L démonstration ost inductive et gimultands, Désignons par T, L., S, ces
L] Yy Py

trois propositions (sous lu forme quo nous leur avons donnde au § 3 du ch, IV etan

§ b du présent chapitre). Le caa initial (X Ly, S_1) pe présentant aucune difficultd,
supposons que los propositions X%, Ly, H,,....l nient déjh été démontrées; il s'ngit
de démontrer Sy, Lupa ot Zha,

10, Démonstration de 8,, Ln démonstration du & b est basée sur St

ot A%; on y faif, d'aillenrs, une infinité indénombrable de choix a,rbltlalres quand

on choiait les ddéeomporitions
(21) F s -‘*1:11 -I»-.b’c..l..l)z

Nous allong romplacer cette infinit§ par un nombre fint de choix en nous
gorvant de 'artifice suivant, Rangeons en une suite simple ‘

(22) Sy Syveens By,

los sphéres M (diyrydy i of 7y ayant méme signilicution qu'an § 8, w étant un point
de J, soit Sue la promidre sphbre de (22) qui contient le point « et telle qu'il
existe qu motng wie dédeomposition (21) satisfainant aux conditions (3), (4), (5) du

g H et & la suivante:
Iﬁx Su(w) C Ag '

1l est h vemarquer qu'il peut existor plusienrs décompositions de cette espéce:
dang ce ens nous no sommes nullemoent obligds d'en choisix wue. 1l est, d'ailleurs,

dvident que Sywy oxiste,
o somme do toutes les Sy recouvre complétement F'; on peut done, d'aprés
1o théoréme de Heine-Borel, indiguer (d'ane manidre el‘tectwe\ wne snite ‘finie

AJ ¥ t
bu,‘, h,l:‘“v 4y bu"

do telles sphéros de fagon que P'on ait

"
Z‘"’CZS.,,‘;

{m]

Cooi fuit nous choisissons p décompositions
(21{) ' Il’m Ami"l’"fjgr""’}"' l);r‘; (?:m l’2-u' 1))

la décomposition (21;) wsatisfaisant & des conditions unalogues a (3 (4), (3) et
i 1inclusion
jf'x b“uiC Ax',,
on
H

=1

{ ot |

Cer p choix nrhitrnires effoctuds, ln démonstration fuchéve tout comme

au § b, ‘
" . 20
Fundarmenta Mathematicas VI
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11. En rapprochant la proposition §, démontrée tout-d-Pheure du résuliat
énoncé an début du § 9, on obtient le corollaire suivant: .

On peut indiquer une loi faisant coxrespondre 4 tout ensom-
ble fermé F de diménsion n, & tout point & de F, et & tous & positif,
un ensemble unique \

B (F, x, 1)

dedimension gn—1 qui esépare le point 2 de F,

Ou hien, dans le langage de M, Sierpidslki

Tout point d'un ensemble fermé de dimension n est effectivement

de dimension <)

Ce résultat s'étend immédiatement aux .’&9, un %0 dtant, comme il est facile

LY

i voir, localement identique & un ensemble fermé au voisinage do chacnn do ses
points 2, :

On remarquers, d'ailleurs, que la loi en guestion, dtant baste sur les dévelop-
pemonts des §§ 6-~8, fournit non seulement 1'ensemble s-séparant B (F, 2,8), maig
aussi les ensembles A (F, @, ¢) et D(F,x,8) correspondants,

12, Revenons 4 la démonstration do L. Repronons cslle du Chap. IV
(88 4—6). Ello est husde sur T, et les seuls choix arbitraires qu'on y trouve sont

(-]
les choix des séparations relatives aux différents points de 3 ¢, (Ch, 1V, § 5) 3),
. , mual
Or je dis gu'on peut choisir ces séparations d'aprés la loi” mentionnde ci-dessus,
On ne peut I'appliquer directement, la dimension de F &tant >n; mais i

00
suffit de remarquer qu'an voisinage de tout point y de 3 ¢, les ensembles F et
mes 1

F—@ sont localement identlyues, ot que Fe(p est un %9 de dimension <.

On ohtient de la sorte une démonstration do Lint1 no faigant aucun appel & I'a-

Cxiome de Zermelo,

Quant & la démonsgtration de Tiug1y on n'a qu'd remarquer que celle
qa'on trouve dans le chapitre 1V (§ 7) convient parfaitement i notre but. Elle ast,
en effet, hasde sur L,y et l'on n'y fait aucun choix arbitraive,

La démonstration - désiréo est done terminéo.

Notons cnfin qu'on rend effoctive la démonstrution. du théortme LI du (*h, 1V
(§ 12) & Vaide d'un artifice analogue & celni du § 10 1)

.

Y 1l est d'ailleurs & remarquer que la mdéthode smployée ici ne nous permet
pas d'affirmer qu’un point de dimension k< dim I" est effoctivement de dimonsion k.

?) Cette propriété des ;}0 i été indiquée par M, M, Kuratowski'et Sier-
pifiski (,Sur les difiérences de deux enseinbles foxmds“ T'6hokw Math, Journ,
1921).

3 11'y a-encore un. seul choix arbitraire: celui de la décomponition (6) du
§ 4 (Ch. 1V); ce qui cst, hien entendu, sans importance,

‘) Cest cet artifice (ue nous avions en vuo dans Pavant-derniire note du § 13

(Ch. IV); le théordmo I da Ch. 1V ayant ét6 démontrs d'uno fagon effoctive, cot

artifice atteint maintenant son hut,
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18, Appliquons muintenant les résultats précédents aux ensem.
bles situés dans un £, 1), |

In comparant le dernier corollaire du § 6 avec le théordme de
Lebesgue (sous lao. forme que nous lui avons donnée & la fin du
§ 2), on obtient immddiaterent le résultat suivant;

Tout domaine fermé de B, est.un ensemble de dimension n ?),

Je résultut subsiste pour tous les ensemhbles possédant
dey points intérieurs; en effet, un tel ensemble contient tou-
jours un domaino formé (une sphére ferméoe suffisamment petite), et
il ne peut Gtre de dimeusion >n daprés le théoréme du § 8 du
Oh. IT. En particulier, tout domaine de B, est de dimen-
gion =,

Or il résulte do Videntité locule des ensembles (dans E) au voi-
sinage de leurs points intériours que

1) tous los points d'un domaine sont de méme dimension, done
de dimension » par rapport b ce domaine;

2) ce résultal subsiste pour les points inlérieurs d'un epsem-
ble queleconque: \

Tout point intérvicur o d'un ensemble C (dans E,) est de dimen-
sion n (par rapport ¢ C). |

Il en résulte que [l'espace I, ne peut ére dicoupé par un en-
semble fermd I de dimension <Cn—1; ou bien, ce qui revient au
méme, K, — /" o8t connexe quand dim F<n—18%). Soit, en
offet, /' un ensembhlo fermé tel que E,— F ne soit pas connexe !);
z étant un point queleconque de f,, ot & un nombre positif arbi-
traire, on obtiont par une contraction homothétique convenable de
lensemble F/, un ensemble F) gséparant le point z de E,. Il ré-

sulte done de

dim, /i, ==n
(1116 -
dim F' = dim /), Zn —1, c. q f. d.

1) Nous supposons, dans tout ce qui suit, w>1 (le cas m=1 présente
certuines anomalien). '
3 (e rdsultnt pout, 'ailleurs, dtre obtenu d'unme fagon plus directe (voir & B,

- remarqgue),

3 L'identits dos deux énoncés ot une conséquence de ln propriété bien connue
suivante des dowmaines connoxes Kuelidiens; tout couple do points d’un tel domaine
peut dtro rolid pur une ligne polygonale situo dans ce domaine.

) Nous supposons, comuo toujours, que I est borné, Le résultat subsiste,

d'ailleurs, sung cetto restriction,
. 20kk
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1-1. Nous terminons ces préliminaires par le

Lemme. Une splére fermée de I, est une multiplicité Canto-
rienne de dimension n. -

C, 4 d que B étant un ensemble fermé et S, 8) -~ B n'dtant
pas eonnexe, on aura

dim B> n-- 1.

Démonstration. Nous pouvons supposer que le eentre x de
la sphére coneidérée soit étranger b B.

En effet. 8'il n'en ¢tait pas aingi, nous serions ramends & ce cas par
une transformation biunivoque et bicontinue de N(z,&) en elle-méme
(une telle transformation faisant correspondre & B un ensemble de
la méme dimension). Soit done

(23) S@e)=A+B+D, AXB=AXD=BX D=0

(24) | ADw, H(4, D)=0.

Effectuons maintenant une transformation par rayons-vecteurs ré-
eiproques; cette transformation laisse invariables tous les points de
F(xz,¢); elle transforme S(x,¢)-—az en E,,-—-g'(w,a_), et vice versa.
Elle est d’ailleurs biunivoque et bicontinue dans le domaine ol 'elle
est définie (e. & d. dans B, — x).

Désignons 1espectivement par A4,, B, et D, les transformés de
A—ux, B, D. 11 résulte des propriétés indiquées de la transforma-
tion que |

1) B, est fermé et borné, dim B, =dim B; on a donc aussi
(théordme T du Ch. IV)

(25) ~ dim (B4 B,) = dim B;

(26)’.. 2) A, +B,+D,=E,—S(z, ), A, X By=A4, X D;==B, X D,=0;
@7 3) H(4,, D,)=0. | _

~ Or solent M et N deux quelconques des ensembles 4, B, D; M,
et Ny, leurs transformés 1), F'(z,¢) étant invariable, il vient ?):

MX F (&) = M; X F(,¢);

1) Cest, bienlentendu, le transformé 4, de .A—x que nous appelons iei ,trans-
formé de 44,

%} On ¢'appuie dans les caleuls qui suivent sur les relations (28) et (26).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les multiplicités Cantoriennes 309

My X N = (M X (Fy— 8, €)] X [N X § (2, )] =
== My X 4 (%,8) X N=M X F (e &) X N=0;

" de méme,

M X N, =0;
(M~ M) X (NA= N =M X N+ My X N, + M, X N+M X Ny=0.

Ta formule

représente done une décompom‘rlon de ,l"b,t en trois ensembles sans
points communs deux & deux.

Or les leansformés de A — a2 ot ) otant; respectivement éga,ux

b A, ot 1), on démontre de lu méme fagon (en s'appuyant sur les
relamoxm (24) et (27) 1) que

[J (;’“l“‘i‘fllj D+1)1 WO

Nous voyons ainsi que l'ensemble fermé B-~B, découpe E;
il en résulte, d’aprés lo dernier résultat du § précédent, que

dim (B~ B)) = n—1,

done aussi (formule (26))

dim B =z n 1, e q fod

Corollaire. Zbut point d'une sphére fermée (dans E,) est de
dzmenswn n (par mpporL L cette sphére).

15 Théordme 4,, Soit C un ensemble de E,. Tout point in-
tériewr dé (O est de dimension n (par rapport & C); un poini-fron-
tidre ‘mon limite de points intérieurs, de dimension 0, 1,..., n—2 ou
n—1; enfin, un point-frontitre limite de points intérieurs peut étre
dune dimension quelconque sIN.

Nous avons déji obtenu deux cas particuliers (4, et d,) de ce

~théordme dauns le Ch, IIj le but privcipal du présent chapitre con-

siste b démoutrer lo théordme géudral. Or sa démonstration est & peu
prés contonue duns low développements préeédents:

1) La partie relative aux po:nts intérieurs a été démontrée
an § 18, |

N On remurquern quo H (d, D) == 4 X D+ 4 D, etc.
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2) Cas des pointsfrontiére non limites de points in.
térieurs. L'impossibilité de la dimension » résulte d'un théoréme
du Ch, II (§ 4); on obtient un point de dimension 0 en considérant
un ensemble C composé d'un seul point; on obtient, enfin, un point
de dimension % (1<{h<K{n—1) comme il suit: Envisageons un
E, situ¢ dans lespace F, donné et un domaine G, de cet E,; ¢,
est, par rapport & fk,, un ensen'lble-fmntiére, et tous les points de
G, sont de dimension & (§ 13).

3) Cas des pnlnts-frcntlére limites de points intéri-
éurs. Un paint-frontiére d’une sphere fermée est de dimension =
($ 14, corolluire); on obtient un point # de dimension O en consi-
dérant un ensemble C composé de ce point et d'une suite dénom-’
hrable de sphires, ces sphéres étant sans points communs deux
b deux et convergeant vers le point x qui n’appartienl & aucune
d’elles 1).

On obtient, enfin, un point de dimension k(1<<hks<n 1) en
ajoutant & l’ensemblc ¢ construit tout-h-lheure, un @G, (domaine
d'un B, contenu dans ) passant par le point x de C; on a,
en effet, .
dim, (C+ G,) =F.

Jomets la démonstration qui ne présente aucune difficulté.

16. Nous allons maintenant généraliser les autres résultats éta-
blis au chapitre TI dans le cas particulier »==3. '
~ Lemme. Toute sphire de B, reste connexe quand on en sup
prime les points d'un ensemble fermé guelcongue de dimension sn—2.

Soit S(x,e) une sphére de E,, T, un ensemble fermé de di-
mension K7 —2. On a

sta9=r= 3 [5[575) -7

or les termes du second membre étant des ensembles connexes
(§ 14) formant unpe suite crmssante, leur somme est elle aussi
connexe, c. q. f. d

Ce lemme établi, on obtient en répétant mot pour mot la dé-
monstration du § 49 du Ch. II, le

1) Voir un exemple du Ch, 11 (§ 14).
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Théordme. Soit G un domaine connexe (dans k,); F, un en-
semble formd de dimension <n— 2. Dans ce cas G — F est encore
connexe. .

Corollaire. @ édtant un domaine connexe de E., G est une
multiplicité Canlorienne de dimension n. |

On eonsultera, pour la démonstration, le Ch. IT (§ 50, corollaire 1I).

Théoréme B, La frontitre d'un domaine (borné) de K, ést un
ensemble de dimension n— 1.

Une telle fronlidre ne posséde, en effet, aucun point de dimen-
gion n (théoréme A,), et ne saurait Gtre, d'aprés le dernier résultat
du § 13, de dimension <n-—1. |

Théoréme B,. Toute frontiére double de E, est un ensemble
dimensionnellement homogéne (de dimension n— 1),

La démonstration est tout-h-fait analogue i celle du théoréme B;
(Ch. II, § H1). x

Gorollaire. Tout continu de B, qui est la frontidre commune
de dewr domaines (non néeessairement connexes) est une multiplicité

tantorienne géniralisée de dimension n—1.

17, Ainsi, le seul résultat du Ch. II que nous n'avons pas généralisé, est le

théorémo B, (Ch. 11, § 41). 1l semble d'aillewrs que le théoréme . correspon-

dant ne peut étre obtenu par les méthodes du présent chapitre.- Ces méthodes
sont, en cifet, baséos sur lo théorémo de Lebesgue; or c'est 1a un théoréme de
nature intégrale, ne s¢ rapportant qu'anx ensembles et non aux poinis de ces en-
sembles, tandis que le théoréme B! comprend, comme corollaire, ce résultat que
tout point d'une frontiére regulidre de By, est un point de dimension n —1. En
d’autres termes, on peut esperer de démontrer en s'appuyant sur le théoréme de
Lebesgue qu'un engemble ¥ de E, posséde p, ex, un gous-ensemble dense de
points do dimension n—1 (par rapport & F}, c. 4 d. que toute portion de F
est de dimension n—1: c'est lo cas du théoréme B3 mais on ne peut espérer
de démontrer en sappuyant sur ce théoréme, que fous les points de F sont de
dimension #—11). Nous avons la un gxemple de la différence, trop souvent (et
b tort) mécounune, qui existe entre deux espéces de propriétés locales: les propriétés
en un point ‘et les propristés autour d'un point 2); il n'y & gque ces derniéres qu'on
puisse étudier & l'aide d'un théoréme de nature 'intégrale; les premiéres exigent

des considérations plus subtiles.

1) Pour la dimensionn i1y aune exception: Ja cause en est que les points
intérieurs sont localement identiques entre eux; ou bien encore que la propriétd
d'un point d'8tre intérieur A un ensemble, est une propriété autour de ce point
(voir la note suivante). :

%) Les propriébéa‘ autqur d'un point sont celles ‘qui ne sont vérifiées en un
"point % que si elles le sont dans un certain voisinage ds . Il en résulte que l'en-
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18. C’est par une généralisation convenable de la méthode du Ch, 1I qu'on
peut obtenir la démonstration du théoréme B"" (qui s'énonce comma il suit; »toute:
frontidre régulidre de K, est une multiplicité Cantorienne de di-
mension n—1«). En effet, les raisonnements des §§ 26—387 du Ch, II peuvent
dtre répétés presque sans modification dans le cas d'un K, quelconque: on n'a
qua remplacer l'ensemble punctiforme fermé B, par un ensemble fermé de di-
mension n—3, et la propriété des ensembles punctiformes formés envisagéo au
§ 33 du Ch, II (premiére note) 1), par la propriété des ensembles fermés de di-
mension 1—3 d'gtre d'ordre n-—2 par rapport & tout nombre positif, On obtient
ainsi le résultat suivant: Pour démontrer le théoréme B;' il suffit de démontrer le

Lemiwne 2), Soit I .une multiplicité polyédrvale {4 n-—1 dimen-
sions %) formdée de cubes (w—3)-dimensionnels appartenant & un
certain réseau dyadique?), Supposons que Il divise B, en doux
domaines connexes: le domaine intérieur Gy et le domaine exté-

rieur (,. Soit H un »domaine fermée« (rel, IT), non nécossairemeant
connexe, constitud de certaine des cubes dyadiques (n--1)-diman-
sionnels formant II. Désignons par P, P,,..., Py los multiplicités

4

polyédrales &4 n—2 dimensions ?) formaat la frontiére de I et sup-
posons choisi un nombre positif ¢ tel que chacun des ensemhles
fermés P, P, ..., Fy soit d'ordre  #—2 par rapport & a,
Hoit enfin o
A=Tanh ah

semble des points vérifiant une telle piopriété, est toujours un dom‘aine (om, du
moins, un domaine relatif), Par centre, la plupart des propriétés en un point sont
telles que I'ensemble des points possédant la méine propriété est de la premiére
ou de la seconde classe de Bai.e (un @jé, un % sy ete). En voici quolques
exemples:

1), Propriétés en un point: convergencé d'une série; continuité, continuitd
asymptotique (ou approximative: Khintchine, Denjoy), dérivabilité etc. d'une
fonction; dimension d'un point par rapport 4 un ensemble; propriété d'dtre un
point-frontidre d'on cnsemble.

2) Propriétés autour d’un point: converg‘.e'nce uniforme d’une série; somma-
bilité d'une fonetion; continuité d’'une fonction autour d'un point (c. & d, dans un
certain intervalle entourant ce point); propriété d'ane fonction d’étre de 1¥e classe
putour d'un point (M. Lebesgue, qui a introduit cette notion, dit: peN un
point"); propriété d'un ensemble d'Stre épais autour d'un point (Denjoy); pro-
priété d'un point d'étre intérieur & un ensemble,

1) Cette propriété &quivaut & celle d’&tre dordre 1 par rapport & tout nom-
bre positif,

?) En formulant ce lemme, nous tenons compte de la Remarque faite an
§ 24 du Ch. II (Fzmcl Muth, V11, p. 102), -

%) »geschlossene zweiseitige (polyedrale) Psendomannigfaltigheit« au sens de
M. Brouwer (voir p, ex, Math, 4dnn. 71, pp, 805~3808), .

*) Voir Ch, 11,-§ 26 (Fund. Math. VII, p, 104).
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un polygone tol que Za potnt h appartienne & lintdrieur d'un des cubes (n—1)-
dimensionnels formant H, tandis que '

AN S
2) hahy C Gy hah (G,

9i toutes ces hypothéses sont vérifides, on aura

k .

(8 3m)<en *
) im]

19. Si I'on veut démontrer ce lomme par les méthodes du Ch. II, on devra

généruliser convenablement l'intégrale de Gauss (Ch, 1, § 20). Pour les détails

de cette généralisation je renvoie au mémoire de M. Brouwer sur les ,coéffi-

cients d’enlacement® ). .
La généralisation se rapporte, dans E,, 4 deux multiplicités fermées bilaté-

rales, respectivement i p et a
g=n—p—1
dimensions ¥); on suppose de plus qu‘elles‘n'ont aucun point commun, C'est le cas
p=n-—2, g=1 gu'on ulilisera pour démontrer le' lemme du § précédent.
Car on voit facilement (en sc servant des raéthodes des §§ 24, 25 du Ch. lI)
que, dans les conditions du lemme, le polygone A est enlacé (an sens dn mémoire

¢ité de M. Brouwer) avec l'une au moins des multiplicités P,. Tout revient done

5 démontrer la proposition suivante, assez intuitive :

Soit P une multiplicité poly*édra.vle 4 n—2 dimensions, formée
de cubes dyadiques et située dans H; soit A mn polygone simple
formé enlacé avee P. Soit enfin« un nombre positif tel yue P soit
d'ordre gn-—z par rapport & o Sous ces conditionsw_g(P,A) est né-
cessaivement inférieur & a*) ‘

20. Nous terminons ce chapitre par quelques considérations relatives aux

espaces et aux eosembles de dimension. infinie. Il s'agit, en premier lieu, de se
infinité dénombrable de dimensions. L'espace

procurer un espace compact i une
mais il contient des parties possédant toutes

Hilbertien 5 n'est pas compact;
les propriétés requises. ‘

1) Le lemme du § 23 du Ch, II n'est qu'un cas particulier de ce lemme.

%) Voir Procsedings de PAcadémie Royale d’Amsterdam, t. 15 (1912), p. 118,

Y oZosSn—1 L peut donc 8tre un couple de points (p=0), une ligne
simple fermde (p==1), une surface fermée (p==2), ete.

) Je ne prétends nullement avoir démontré le théoréme B’ par les bréves
indications des deux derniers §§: je no les considére que comme un plan de dé-

~ monstration,
5 Voir p. ex. Hausdorff, p. 287, 1V.
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Envisageons, en effot, 'ensemble’ des suites
.1"-‘-‘»‘-‘:((701,.'192,..., .'l!",...)
de nombres réels telles quo

\ , 1, ‘
(26) lw,.|\‘<\ n’ {’Ilm],‘z,...)

Iespace F, qu'on obtient en posant

ost une partie compacte en elle-mdéme de Vespace Hilbertien.
Sa compacticité se démontre comme il suit, Soit

m,, (L'a,..,, wi,.-.
I O B
[lﬂ""‘(w.‘, mg,”.) ”’lll) (z"““l 2,1:&)]

une suite de points de K. L'application du proeédd bien connu de Cantor.
(y Diagonaleerfubren®) nous permet d'en extraire une suite partiells

T S 8
(29) ‘ x,-lrj..., m"unu
possédant la propriété suivante:

quel que soit n, ln suite des nombres

' o i
(304) Ty Bivoony Tk .
est convergente, Disignons par pw la limite de la suite (30,),
Je dis que Ju suite de points (29) converge vers le point
:rw == (m]’ :L&),-nn’ x",...)
{ce qui démontre I compacticité de E,), Soit, en effet, & un nombre positif arhi-

traire. Choisissons un entier N supérisur & o et des entiors

(31) ‘ . ‘2'1’ ’Zb:"" "LN
tels q'on ait |

2 . ‘k — w ! ‘mwi__-
(32) | |, x| < V5w

guand Ic>/% (n=1,2,..., N). Désignons enfin par lle plus grand des entiers
(31), et soit & un entier >Z on a - |

[0 (z' 2v)] Z(Kr‘k—--w“’ )2+ Z(W‘kmxw

done, d’aprés (28) ot (32}, ne

[0 (e, 2] ;22M+ ¢ﬂ<~4w*<ﬂ

n= | Hm N1

o)<y, 0 eqfd
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91, Nous allons maintenant construire denx exemples d'ensembles de dimen-
sion infinie possédant des propriétés qui ne peuvent se présenter dans lo cas des
ensembles de dimension finie.

1) Exemple d'un ensemble ferm¢ de dimension infinie ne pos-

sédant aucun point de dimension infinie!)

Désignons par I, la partie de B, définie par les égalités
Loy = Ly g == ...==.’L'”+k=,.,=0;
cest un continu homdéomorphe & un cube n-dimensionnel. Il en résulte que
dim K, =n %,
ot Von voit sans peine que _
I, X S (0, 8)
ost lni aussi un emsomble formd de dimension n (quels que soient le point « de

E, ot le nombre positif &).
" Désignons par a, lo point ’

O = (”:21“’,’,'1 0,0,..., 0"")"

‘ (n=1,2,..)
at par do, le point

ceei fait, posons

V= a,4+ 2 [K,,X §(a,,‘ 97,1;;_,)]

n=1 ‘

F et un eusemble fermé (Ch, I, § 14, lemme) de dimension intinie: il contient,

en eftet, 'cnsemnble
‘ . | . I
(33) ’ K x S (aIH W)

de dimension n. Or tout point § de F est de dimension finie (par rapport & F):
il ost do dimonsion m &'l appaitient & Densemble (33), et il est de dimension O
g'il coincide avee a,. : '
2) Exemple d'un ensemble form¢ me posséd
Qo dimonsion infinie 3),

Tel ost 1'ensemble : : ‘
o T Y
o= 3 [K..>< 8 (“oa 2)]

tml

ant quun seul point

on voit, on cffet, uisément quo a, ost le seul point de § qui soit de dimension

infinie (par rapport & @).
) Voir le § 2 du Ch. T, 5
%) 1l résulte done de l'inclusion E'(,,DK,, (vérifide pour tout n) quo dim E,=o0.
3, Voir lo Chap. IV, §§ 1 et 11 (théoréme I11),
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22, Problémes. Soit
2= (00, @yees)

un point de K,; les nombres x,,,,... sont les coordlonnées de. ce point, Diési-
gnons par M, Densemble des points x de K, tels que » au plus de leurs coor-
donndes soient rationnelles. On a

MCMC..CHC...,

et il est facile de montrer que ‘
di[n .Zp.lu == (7?: — 0’ 1, 2, e n)

(M, contiont des ensembles homdomorphes & des cubes n-dimensionnels, et tout
point de M, pout &ire e-sépard par un ensemble localemont homdéomorphe & M,
au voisinage de chacun de ses points). M, est d'ailleurs homdomorphe & l'espace
de Baire (,4 0 dimensions*).

Prohléme & Tout ensemble situé dansg un espace mélrique conpact, est-il
nécessairenent homéomorfaha @ un ensemble uppartenant & Ii,# 1)

Probléme 4 [n particulier, si cet ensemile est de dimension n, est-il né.
cessairement homéomorphs & une purtie de M,?

La rdponse est affirmative quand n=0: c’est une conséquence immddiste d'un
théovéme de M, Sierpineki (voir le § 16 du Ch, I),

Ces deux problémes penvent étre géndralisds au cas d'un espace mdétriquo
guelcongue admettant un sous-cnsemble démombrable denge.

Le probléme ¢ est encore rdésolu dans le cas partienlior n==0: on voit
en effet sans peine que la seule propridté des espaces mdétriques compacts que
nous avons utilisée dans la démonstration da théoréme tout-i-I'heure cité (Ch I,
8§ 17—18), est celle qu'ils admottent des sous-ensembles dénombrables densos ).

Ch. VI. La.décomposition des ensembles en ensembles
de dimension 0.

1. Le probléme de la décomposition des ensembles en ensem-
bles de dimension 0 que nous nous proposens d’étudier. dans ce der-
nier chapitre de la premiére partie, est dtroitement 1ié aux théo-
rémes d’addition plus généraux que celui du Ch. IV (Théor. I, § 3);
c¢'est donc par ces derniers que nous commencgons le présent chapitre.

1) Aprés 'achévement de ce mémoire j'ai donné unc solution affirmative du
probléme ci-dessus dans ma Note: ,Les classes (%) sdparables et I'espace Hilber-
tien®, Comptes Rendus, t. 178 (1924). Voir aussi: ,Dor Hiihertsche Raum als Ur-
bild der metrischen Riume*, Math. 4Annalen, t. 92 (1924). Dans ces travaux je dé-
montre le théoréme plus général que tout espace métriquo admettant un sous-
ensemble dénombrable dense, ost homéomorphe & un ensemble situd dans K.

%) Cette propriété est équivalente, dans le cas des ospaces métriquos, an second
axiomo de dénombrabilité (,XI. Abzithlbarkcitsaxiom*) de M. Hausdorff
(- 262, (4)).
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Théordme. Quels que soicnl les ensembles L et M, on a toujours
(1) dim (L - M) << dim L+~ dim M-} 1.
Démonstration, Nous procédons par induetion. Le théoréme
est dvidemment vrai lorsque | »
dim L= dim M= —2;
en effet, la dimension de tout ensemble non vide étant >0 tandis
que celle de Vensemble vide est égale & —1, on a dans ce cas
dim L=dimM=—~—1, L=M==0;
L M==0, dim (L + M) = — 1 = dim L 4 dim M1,
Suit maintenant 7 un entier quelconque >>—1; supposons que
la formule (1) est réalisée dans tous les cas olt
dim L + dim M <n.
Il g'agic de montrer quil en sera encore de méme lorsque
(2) dim L -} dim M = n.

Soient done L et M deux ensembles vérifiant la relation (2).

Soit ensuite # un point queleconque de L -+ M; & un nombre po-
sitif arbitraive, Supposons que x fait partie de L (le cas aC M

étant symétrique ). Il existe alors une décomposition

L=A+B+D

en ‘trois ensembles sans points communs deux & deux, telle que

(3) »C 4,
) H(4, D)=,

® | A+BCS(w, 5-)

(6)  dim B<dim,L—1<{dimL—1..

" On peut, en vertu de (4) et (3, appliquer aux ensembles A et [

£
‘le lemme du Ch. IV, § 2 (remarque) en y posant H,= S (93, 5),
H,= E._,,;S‘- (m,gs); Qo obtient ainsi deux domaines, GF et G3,

1) Les é.eux cas peuvent, d’ailleurs, avoir lieu en méme temps (wCLX M),
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vérifiant les relations (Ch. IV, § 2. formules (1), (2) et (3)):

(7) ACGsz(m,S),
(8) DC Gy, Gy DOl — 0N (w: 4 8),
) | G X G =0,

Ceci fait, posons
A = (I'A X (]J -—1«- ,IU),
Dy = G X (L4 M),
By = (L4 M)-~ (4, 4 1);

il est évident que ces ensembles sont sans points communs deux
A deux, et que l'on a

(10) L+ M= 4,+ B, + D,.

Je dis que (10) est une eséparation du pointax de LM
On a, en effet,

1) aCACGEE (dapres (3) et (7));
done, x étant un point de L - A,
| xz(C 4.
) H(dy, D)C H(GE, G =0,
car GF et (7} sont des domaines sans points communs (fbrmule (9)).
5) On a |
A, + By = (L + M) — D, = (L + M)— GZ;

N e ) \ ‘ s 1< 3
or G5 contient, d'apres (8), tous les points étrangers & § (:z:,-_;i—e);

par conséquent, ,
o f 3 o
4, 4B, C S (”’48)C S (x, &).

Quant & la dim ension de B,, nous allons montrer qu'elle
ne peut surpasser n, En effet,
| | By=B, X L+ B, X M,
dim (B, X M) << dim .
Or i) résulte de la définition de B, et des relations (7) et (8) que
By X L= L~ (d; + D))= L — (G + G#)C L — (4 + D)= B;
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done, en vertu de (6) et (2),
dim (B, X L) << din B<C dim L — 1,
dim (B, X L)+ dim (B, X M)<C dim L 4 dim M—1=n—1.

Tl en résulte, d’apris notre supposition, quon peut appliquer
la formule (1) aux ensembles B, X L et B, X M; il vient

dim B, = dim (B, X L -+ B, X ¥)<dim (B, X L)+
o dim (B, X M) 41 < dim L4 dim M=

Nous voyons ainsi que le point x de L - M_peut étre e-séparé
par un ensemble B, de dimension' <Kn. 2 et & étant arbitraires, il

en résults que |
dim (I + M) < n -+ 1 =dim L+ dim M1,
e. q. £ d.

Remarque 1. On serait peut-étre tenté de croire que la for-
mule (1) ne donne qu'un résultat trés incomplet, et que la borne
supérieure qu'elle assigne i l'ensemble L + M, n'est atteinte que
dans des cas triviaux. Il n’en est rien: nous verrons, en effet, dans
ce chapitre que tout eusemble fermé de dimension I-}m -1 peut
ttre décomposé en deux cnsembles, L et M, tels que

dim [, =1, dim M =m,

Remarque IL On voit sans peine, en reprenant la démonsgra-
tion ci-dessus, que le théordme de ce § peut étre préeisé conime
il suit : | \

Quels que soient les ensendbles L, M et le point x de L, on a
towjours
(1) dim, (L + M) < dim, L + dim M1

Par contre, Iinégaliteé ?)

dim, (L 4+ M) < dim, L + dim, M41
peul étre en défaut méme dans le cas des ensembles

fermés,
Exemple. Soit, dans B,

L= —{—j [5 (x *2'”,;1:‘:;1) — 5w "lu)]

pasl

) On y auppdse, bien entendu, que 2z ( LX M.
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, m‘ el 1 Y 1

7o)
L en M sont des ensembles fermés, et 'on a
dim, L == dim, M == 0,
dim, (L 4~ M) = dim, S('L‘, 1) == .

2, Le théorbme du § précédent uous permet d'obtenir facilement des exem-
ples d'ensembles punctiformes dodimension arbitrairoment grande.
I} suffit, en eifet, de décomposer un cnsemble de dimension 2n, un cube ¢, de
Ea, p. ex, en deux ensembles punctiformes L et M: I'un de ces ensembles sora

L] N . \ " ( .‘Q ]I (;
de dimension Z># en vertu de l'inégalit

20 == dim ¢y, <  dim L ~+ dim M - 1,

Or si l'on a dim L > n, L contiendra nécessuirement un ensemble L, de dimen-
sion n, et cot ensemble sera encore punctiforme,

Quant & la décomposition d'un cube n-dimensionnel ¢, en deux onsembles
punctiformes, on l'ohtient immédiatement en utilisant le théoréme de Zormelo 1),
On peut d'ailleurs obtenir des exomples effecti/s d’une telle décomposition 2); celui
gque nous allons construire est hasé sur un procédé utilisé, duns d’autres huts,
par M. M, Mazurkiewicz3), Knastor et Kuratowskid)

La décomposition désirée de ¢, est immddiate (points rationnels et irration-
nels). Sopposons done que nous avons déji obtenu une décomposition (effective)
de @— cn deux ensembles punctiformes, L,y et M,.y, sang points cominuns,

Désignons par B

2, Iy, f._!,--», Tn—i

les coordonnées d'un point de H,. (), est défini par Jes inégalités
0oL OChiCl (=120, 0 1)

Désignons censuite par X Puxe Ox; par IT%, lo »plan« (A »# -—1 dimensions)

{x=ua}. L'ensemble
Qi——] == Qn >< ]Iﬁ

est un cube (n — 1)-dimensionnel; nous pouvons donc poser

x J—
(, n=-1 = I":—-] + : :’-——1 b}

1) Voir la notc de M. Sierpinski »Bur un ensemble punctiforme connexes,
Fund. Math, 1, p. 7.

%) Lo cas d'un carré u Gt6 traitd dans los traveux suivants; Mazurkie-
wicz. Bull, Acad, Cracovie, janv, 1918; Sierpirnski, ibid. févr. 1913; Ma-
zurkiewics, Fund, Math, 111, p. 65; Kuratowski ot Sierpidaki, ibid.
p. 309. : '
®) »Bur Pexistence d'wn ensemble,..«, fund, Math, 11, p. 96,

Y Fund Math, 11, p, 245,
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les deux derniers ensembles étant punectiformes et sans points communs, On s'ar-
rangera p. ox, de facon que la projec_tion de tout Lz_, sur II° coincide avec [0

Knvisageons maintenant un continu quelconque K faisant partie de @,, ;é-
signons par K, sa projection sur X: deux cas sewement sont possibles:

1) A, se réduit & un point @x; nous dirons alors que A fait partie de la
famille SB: Keq_‘g;

2) Ou bien K, est un segment [bx, ex]; les continus de cette sorte forment
1o famille &.

On voit aisdément d'apris le théoréme de Cantor-Bernstein que la famille &
a la puissance du continuj; et il résulte d'une remarque de M. Bierpinski?)
qu'on peut obtenir ¢ffectivement une correspondance biunivoque entre les éléments
de & ot les nombros réels; ou bien, ce gui revient au méme, entre les ¢léments

o’
de © ot los suites ('entiers (positifs)?). Soit done

,‘ " A'
(L) MYy Mayaery Myyens
1o snite d’entiors qui correspond au continu K (K &)

Désignons onsuite par
I[Si-, Sz’l'lsj] (J" 81,4~-1 S,=1, 2,«-.)

I'ensemble dos points de X dont I'abscisse est de la forme

1), 1 1)
o=

51 (% 5

et rangcons en une suite simple

(12) , L, 1.y dny. ..

los diftérents cnsembles de cette sorte,

K étant tonjours un continu de la famille &, soit

r — S S 4 i
'Ih(fl'\ — I[ﬁl ’ 82 LR SJLI\)]

le premier ensemblo de la suite (12) qui vérifie 'inclusion

]"(,()C ’I(x _ l’b;‘r’ Gh’]'

Cos convontions faites, posons *)

| 1) 1], 4, 1 1
pe= e T, T T T T
1| 1], 1, 1] 1)
eyt g T T T T

Nous désignerons par ces mémes symboles (i ct z,) les points de X d'ab-
seisses g et .
1) »Les oxemples offectifs ot Paxiome du choixe, Fund. Math, 11, p. 113.

3 1l n'est pas difticile, en effet, d'indiquer une correspondancs biunivoque
entre los nombres réols et les snites d’cnbiers.

3) fraction continio ordinaire. ‘

i) m{", o m{", ... est la suite (11) tout-:'t-[‘heure‘ définic,

Fandamenta Mathematicae VILL 21
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On a évidemment

(13 JA+zKCIlma Yx *|=sz

et I'on démontre sans peine (ue

(14) . JK:‘:JM:FZIH ?/K#zlf*z’:”lu

K#* gtant un continu (de la famille &) distinet de K. Nous désignons par ¥ l'en-
semble de tous les points y, (relatifs & tous les K appartenant & &):

Y= 2 Y
Ke&
Zm 2 zﬂ.

Ke2
Y Z=0, l’—}— ZC XX Qe

Nous allons maintenant décomposer chague ()%, en doux cnsembles puneti-

nous posons de méme

On a

formes, [/ et ™ Cette décomposition sera ddduite de cello que nous connaissons

(L) —1 La-—'l + ﬂ[ﬂ—'i )

et ccla de la maniére smivante:
Promier cas: (T V. On a done g =y, K étant un continu de & uni-

déja, & savoir

voquement déterming par le point @ ¥). 4 ==y, étant, d'aprés (18), agrégé i la
projection J_ de K sur X, on a K % [I”—_—i: 0; or

KX ]Im"“jt >< Q >< ]I _— K>< Qu«-l - (]{XLrl-ml)_l— (‘I(X ]llﬂ-"-'i)

on_a donc l'une des deux inégalitds

(1) KX Liy=0
ou
(18,) O EX M, 0.
Nous allons déterminer [J* de fagon qu'on ait
(16) | KX 1*=K?¥ U”Kf:iz 0;,
nous posons 4 cot ctfet ‘
7) = Lr, Ve M
lorsque (16,) ost vérifide, et .
(172) U M:—l’ V ""Ln-—‘]

dans lo cas contraire 2),

1) Cela résulte des indgalitds (1 4). ‘
*) La rclation (15,) est done ndeessairemont vérifide dans ce dermer cas; elle

peat, dailleurs, &tre vérifide on méme temps que (15,), auquel cas nous aurons,
par ddfinition, les dgalités (17,).
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Douxitmo cis: O!JC /0t gp=z, (I{(z G), nous prociédons de la méme

lew réles de (/% ot de Y= On aura done toujours

Troisieme cas: o X X Q,— (Y 2). Nous posons alors
A L': -3 | ﬂ]:‘l_l ,

La ddécomposition

( 1.):--1 J— )ru': + &

et ninsi ddlinie dans tous leg cas, Posons

on u ¢videmment

(19) Q, = L, + M, Lu X M, =0.
Reste donc 4 montrer (ue les ensembles [ et M, ainsi définis sont, tous les

jent au méme (d'aprés (19)), que touar

tiform c§ ou bhien, co qui rev
ec chacun d'eux.

Q, o des points communs av
(18), pour tous les continus de la famille =,

deux, punc
continu situd¢ dans

La chose est ¢vidente, d'aprés (16) et
Soit donc K un continu de N oon o' K==uy, done

] 3 — TR T
KC Qy=U+T"
Or, les deux derniers ensembles ¢tant punctiformes, K a des points commuis

avee chacun (eux; par suite,

KX L0, KX M, 50, e gt
Nous obtenons ainsi par induetion 1a décomposition désirde de tout

Q, en deux ensembles punctiformes.

mbles punctiformes de dimension

8. On obtient aisdment des ense
#ini dans le chapitre précédent -

infinie. On posera p. ex., dans 1'espace B, ¢

(5 20),
=30

noal

les J, dtant des ensembles punctiformes satisfaisant les relations:

dim Ly, == 7,

Ln W Ly=0. (n=Fm; i, m== 1,2,...)
21%
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Par contre, 1o mdéthode ci-dessus ne nous donne aucun moyon do rusoudw

- les denx problémos suivants:

Probléme n Friste-l-il des ensembles dispersés de dimension arbitraire-
ment grande?

Probléme A 8l y en a, peuvent-ils iétre sépards entre tout couple de
leurs points?

La réponse est aflirmative dans le cas de la dimension 1, comms lo prou-
vent les oxemples citds an Ch, I (§ 13). La quostion resto ouverte dans tous les
autres cas,

4. Revenons au théuréme du § 1. Une application répétée de
la formule (1) nous permet d'obtenir le résultat suivant:
On a towjours

(1%) dim_( y L,) ¥ (dim L) 4 n— 1.
fsm]

i-ﬂ

En particulier, si tous les L, sont de dimension 0, il
vient

"

dim (2' L,) <n—1;

A i=1
par conséquent,

Théoreme I St wn ensemble (quelconque) de dimension n est
décomposé en une somme d'ensembles de dimension 0, cette somme est
constitude d'au moins n—1 termes.

Il serait intéressant d'établir le théoréme dinverse, i savoir que
n—1 termes suffisent; c¢. & d. que tout ensemble de di-
mension »n peut 8tre décomposé en une somme de
n-+1 ensembles de dimensiou 0.

Je me suis arrivé A démontrer ce théordme inverse dans le cas
géuéral; je l'établirai dans le cas particulier des ensembles fer-
mes ') et, plus généralement, des ensembles §,. La démonstration _
repose sur la généralisation du théordme I du Ch. IV au cas des

efisembles §,; c’est done par cette généralisation que nous allons
- ecommencer,

') Clest, bien entendu, I'ensemble somme (et non les ensembles composant
cette somme| qui est fermd: si, en effet, les termes de la somme (qui sont de
dimension 0) étajent formds, 'ensemble somme serait, lui aussi, de dimension 0
(Théor, I, (h. 1V),

Nous traiterons & Ja fin de co chapitre un autre cas parhculmr & savoir ce-
lui de tous les ensembles plans,
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Jo tiens, d'ailleurs, & noter que la généralisation indiquée est in-
diapmmable méme pour le théoréme inverse relatif aux ensembles
fermés: on offet, lo oy des ensembles fermés de dimension » se
réduit, eomme nous allong voir, au cas des §, (et non des )
n—1. (Pest done pour les ensembles fermés que nous

de dimension
énible généralisation qui va suivre.

entreprenons la longue et
5 Loemme 1. Soit I' un ensemble fermé de dimension < n3
Pt Q, deux parvties fermées de I sans points communs:
Pef, Qe
P QCE PX Q=0

g ddcomposer F en trois ensembles, A, B et D, sans

On peut alor
deww, de manidre qu'on ait:

points comInuns dewe &

(20) Ae® (rel. ), De®(rel. F)
(21) ADP, DD
(22) Bef, dimB<n—1.

On peut donc séparer V'evsemble P de lensemble @ par Ten-

semble fermé B de dimension Kn— 1.
Démonstration. Désignons par ¢

o (P, @)

la dimension de F' étant, par hypothése,
point 2 de [' .peut étre o-séparé par un ens
mension << n-—1. Hffectuons une telle o-8
b tout point x du sous-ensemble P de 7).

le nombre positif

< ilen résulte que tout
emble fermé B, de di-
éparation relativement

»

- (28) F=A,-+B.+D.
(24) A c® (el ), D.e® (rel ),
(25) | B, e, dim B, <n —1,
(26) | A Dz 4,4 B.C 80

On a \
P 2 Ay
wl I .

3 Lo choix do ces sépurations pout &tre fait Q'uno maniére effectiver voIr fo

§ 11 du Ch, V.
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on peut done, d'aprés le théoréme de Borel-liehesgue, choisir
une suite finie |

Xy Tgyeoey &y
de points de P, de fagon qu'on ait

k
(27) PC Y 4y

i

Posons

A mjw Ay

faes]
k
Y
B= 3B, —4,
Tea]

D= F— (4 + B).

Nous obtenons ainsi une déeomposition de # en trois ensem-
hles sans points communs deux & deux; je dis quelle satisfait
a toutes les conditions désirédes.

Le premiére formule (20) et la premidre des relations (22) ré-
sultent immédiatement de (24), (25) et de la définition des ensem-
bles 4 et B. Le premitre formule (21) est une conséquence de (27).

Quant uux trois autres relations, elles se démonlrent comme il suit:
1) On a

k ‘ k
D= F— (4 -+ B) = ﬁT"’j"_Z (Aw""l"'Baq) = Fm2j (F _'— D"i);

iwm] isml

il vient done, daprés (24),
| | De®(rel Iy,
2) 1l résulte de (26) ot des inclusions

o C P (i=1,2,.. k)
que

4+ 5= 3(4,+B,) C Y 8@, ) C 81 0);

Tua]

done, o Gtant par définition ¢gal a ¢ (D) Q)
QX (A+B)C QX S8(P0)=0,
- QC D
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3) Lo théoréme I du Ch. IV nous apprend, en vertu de (25),

que
k B
. "'5:;;;‘,_
dim ( Bx‘) sn—1;
o
& fortiort
dim B n—1, e q. f d.
Remarque L On pent s'arvanger de fucon que la décomposition
F=A4-4B+4+D
satisfusse @ la condition supplémentaire
@) 44+ BCS(E

(¢ étant un nombre positif arbitraire donné d’avance).
En offet, les deux ensembles fermés

P et ¢ = Q-+ |F—S(Pe)

pont aucun point commun; on peut done leur appliquer le lemme
que nous venons de démontrer. La décomposition F= A+ B+ D
qwon obtient ainsi, satisfait évidemment aux conditions (20), (21),
(22); ot L'on a, de plus, |

DD QD F—S8(Be),

AA-B=F—DC8(Pe),

e. & d. la relation (28).

Remarque IT. Notre lemme peut étre interverti comme il suit:

Soit F un ensemble formé telquetout couple deses
parties fermées (sans pointscommuns) puisse &tre sé-
paré par un ensemble fermé de dimension Kn—11);
dans ce cas la dimension de Fest 7.

Il suffit, en effet, d’appliquer I'énoncé aux ensembles fermés

z et F'— 5 (x,€)

done

pour obtenir un ensemble de dimension <n—1 qui esépare le
point & de K.

On voit ainsi qu'on pout définir comme il suit par induction la
dimengion des ensembles fermis: | |

) Lo senw préeis de cette vxpression résulte de I'énoneé du lemme,
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D&F Lu dimension de Uenscmble vide es* dgale & — 1. Les en-
sembles (fermés) de dimension <n ayani déja été ddfinis, soit I un
ensemble fermé qui w'est pas ac ditaension <y & lont couple de ses
parties formdées {sans poin! communsy peut élre separé par wn ersém-
ble fermé de dimensiom Zm, B sera dit vn cicanble de dimension n,

Autrement dit, powr le car des ensemoles fermds uctrs définition
locale de le dimensica est équivalenls & ia ddinition infégrale due
A M. Brouwer!); dans cette dernitre la dimension des points ne
jone ancun rile,

6. Nous aurons besoin de la générulissiion suivente du leiime
précélent: :

Lemmao IL Soit I un enseinble ‘ermé e demension < n; soient
ensuite P, Q) et By trois warties fermdes de F savwfaisant ave relations:

(29) - PXQC B,
(3) diin By <Cn — 1,

1l existe alors une decomposition de If

F=A+4 B4 D

en trois ensembles (sams points comwnuns deuw & dewx) telle que
(31) Ae@ (el F), De® (rel. I,
(32) - BeS,
(83) A)P—B,, DDQ—B,
54 3B, '
(35) dim B<Ln—12),

Démonstration. Il résulte de l'inclusion (29) que
P—By=P—(B,+ Q);

By 4 @ étant fermé, nous voyons que tout point de P—B, est
h-une listance >0 de l'ensemble B, 4 ¢ Par conséquent

(86) ~ P—-B,=JP,
fom]

) Voir le mémoire citéd du Journ, de Crelle (t, 142 (1913), . 146—152).
% Le lemmo précédent correspond au car B, =)
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ol
Py = P—4(B,+ 0, 1),
67 | n=Px3 (Bo-}- 0 ;1_—1—) — 3 (BU + 0, .})
l (=23,

Tous les P, sont fermés, et 'on a
PiX (By+ @) =0;
nou” pouvons done appliquer ls lemme précédent aux deux ensem-
ples P, et By + @. Nous nous arrangeons de fagcn que la décom-
penition Fe==A,~+ B, 4 D, qu'on obtient ainsi, satisfasse & la con-
dition supplémentaire (28) (premiére remarque du § préeédent)

1
lorsqu’on y pose & == 3

Nous obtenons, en définitive, une suite de décompositions
Ji1=Ai+ Bi+'Di ('i:l, 2,...)

satisfaisant aux conditions suivantes:

20) A,e® (el F), Die @ (rel F),

(21) -~ ADE, DDBH 6

(22) Bef, dimB < n—1,
(1

(28) A4+BCS (R, ;).

Ceci frit, posons

(38) ; | A .~_—in,

iml

(39) ' B= (5 +S B,)—4,

{em]
(40) D=F—(4+B)

Qa o évidemment
F=A-4 B+ D,

AX B=AXIL=BXD=0;

nous allons voir que cetie décompssition posséde toutes
les propriédtés requiser,
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Envisageons tout d’abord l'ensemble

(1) A} B=B, _1_2"" (4 -} B);
| -

montrons qu'il vst fermé. Il résulte de la denxitme formule

(20)) que

(d4: + B)) 3,
par consequent,
(42,)  (A-FB) =By + > (4B { (4;-+ B) !
fom el :
CU+B)+| 3 (4t B
G k1 '

k étant un entier positif quelconque.
Or soit ¢ un entier >>%; on a, daprés (28) et (36),

A, By WS(PM’)CS( “k)c*bl( 1)

et Pon obtient en vertu de (37),
P8 (Bt Q5o )CS(BO+(J,k)

A—I—BCS( i,-/)Cb(B +Q,k)

done
crncsfed)xolated)
‘. (A B) C S (P’ 2:) X g(Bo“*‘ @, ;i)
@ | Jusm|cs(ni)xs(atay)

I'al
~ La formule (42,) devient

AFHCat+B+5(R 7)< s(z +o.2);
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ainsl

(4B~ (A+B) CS (7, 1) x5(B+0 7]

quel que soit f; par suite

=t I (5 ) < [+ 05)

Or les ensembles P et B,-- @ sont fermés; on a done

e

1575 ) =+

fesar]

i 9 |
I 5B+ 7) =50
ko 1
ot I'on obtient en tenant compte de (29),
(A4B)—(A+BCLXB+ACBCA + B,
(A+B)CA+B |
(44 (A4 BT

Oun démontre de ln mdme manidre que Pensemble

%Y
Bo —l'—iz Bi
=1
. on a, daprés (22)

est formé, Désignonsle, en effet, par By ;
et (43), B

B(,,_-Bo-{—z B, +(2 B),

j=1 k41

B,—B,C (2‘ isi) [ S‘(A +B,,)}C S (P, k) X S(BH" &, k)

tomkelsl { h—l -1

et l'on obtient comme ci-dessus,
,[3m — .Bm C -BO C. Bm’ 'Bto € 8“

w) (7 + f‘ B)e
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Ces préliminaires terminés, nous allons montrer que les con-
dition (81) — (85) sont réalisdes

1) La premitre relation (31) résulte immédiatement de (38) et
(20,); la deuxiéme, de (44).

On obtient (32) en rapprochant entre elles les relations (89),
(4D) et ¢31).

2) On a, d’aprés (38), (21)) et (36),

4 —..:-..j' 4,70 j‘ Pi=P—B,:

1= im]

c’est la premidre formule (33). Nous établissons la seconde comme
il suit: on a d’aprés (41),

D= F—(4-+ .B).—.::-—;..F [Bo +Z(4 —l—B,J -

iral

[ Z(A-{-Bi]—-—B.._Hﬁ (4y+ B —

fon] {ma]

mﬂ”—Dd ~ By;

ina]

done, en vertu de la seconde inclusion (21,),

D) (By Q) — By = Q— B, e. q. f. d.

3) 4, et D, n'ayant aucun point commun, il résulte de (21,)
et (38) que

A X By==0, 4X B,=0;
la relation (34) est donc une conséquence immédiate de (39). |
4) Appliquons le théoréme I du Ch. IV a Vensemble Bo—]L-.g'oBi;
il vient en vertu de (30), (22)) ot (45), -

dim (B —}-213) n—1.

A fortiori
dim B n—1,

Le lemme II est complétement démontré,
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7. Llospace [i Stant un ensemble fermé, tout point x de E peut
ttre e-séparé par un easemble fermé L. '
Convenons de dire gue I'e-séparation correspondante

B=G+R+H

est une e-séparation compléte du point ». Une telle séparation est
done définie par les relations

(46) (X B=GXH=RXH=0,
(47) Ge®, ke, He®)
(48) ¢ D,

(49) G+ RC S (e

Lemme IIL. Shient K, et Fy deux ensembles fermés de dimen-
sion << n dont le second contient le premier: ‘

(501) F C F27
(bl,) dim F, < dim Fy <53
et s0it

E:G1+R1+H1

une e-séparation compléte d'un point x de Fy qui satisfait aux con-
ditions
(52,) G X B, CH,
(63,) dim (B, X ) <<n—1.
.Il cviste alors une e-séparation complete du point x

E= G, +‘R2 + H,

qui satisfait & des conditions analogues

(52,) | G X H,CFy,
(58,) : dim (B, X Fs)<n—1,
et, de plus. aux suivantes:

(54,) G, C Gy, HCH;
(55,) | R, X Fy C By X Fa.

5 Ch, 1, § 10.
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Démonstration. Posons

IF=F, X R,

(56) P=G, XF Q==HXIF

B, =F, X I,.

Ces ensembles satisfont & toutes les conditions
du lemme précédent: ils sout, en effet, fermés (en vertu de
Rien); P et By sont des sous-ensembles de I, la derniére de
ces inclusions résultant immédiatement de (50,). Puis, la relation (30)
coincide avee (53,), et (29) résulte do (52,):

PX Q=06 X H XFCFXHIC Iy X 8y = By;

on a enfin, en vertu de (b1,),

dim F < n,
Il existe done, d’aprés le lemme II une décomposition
(57) Fe=d4+ B+ D,
(®8) - AXB=BXD=d4X D=0,
satisfaisant aux relations (31) — (35):
(31) Ae®(rel. F), De@ (rel. 1),
(32) Bs,
(83) 4JP—B,, DDQ—B,
6y BB,
(35) dim B n—1,

Démontrons maintenant que les deux en sembles G -4

et H, -+ D satisfont a la condition de Lennes-Haus-
dorff On a E

m@+4a+m;ﬂmﬁm+mmm+HmM»+mm@;
le premier terme du second nombre est vide en vertu de (46,) et

(47,) %); le second terme, en verta de (58) et (31). Il s'agit done

1} Je désigne géngralement par (46) — (49)) les formules analogues 3 (46) —
— (49) et relatives & I's-séparation |

E::(;"‘ + .[f‘ + Ht-
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de montrer qu'il en est de méme des deux autres termes, c. & d. |
qu’on & ‘
G X D+ Gy X D=0,
Hl >< ‘A‘+.H1 >< Axo.
Or il vient, d'aprés (57) et (56),
ACFCH,
DCPCEy
on obtient done, en vertu de (46,) et (56), les identités |
G X DAty X D= G X By X D+ G X FX D=P X D,
H X A+ H X Ad=HXBE X4+ HXFX4=0X4
Il résulte, d’autre part, de (33) et (34) que
PCA+B,C4A+ 3B,
QCD+ B,CD+ B,
et les formules (58) nous montrent alors que
PXD=@X A=0.

Nous voyons ainsi que les égalités (59) sont vérifiées, et que
l'on a | |
(60) H(G,+A4, Hy+D)==0.
La relation (60) nous permet d'appliquer aux ensembles (7,4
et H,-+ D le lemme du Ch IV, § 2. Nous obtenons ainsi deux
domaines, ¢, et G, tels que

(59)

(61) ¢, G4, G, DH+D,
(62) G X G=0,
(63) Gy X =G+ 4) X (H, D) 1)
Ceci fait, posons -
 Gy=G,— B,
(64) . H,=@&,—B,

: 1) Voir Ch, 1V, formules (1) et la note qui sy rattache,
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je dis que la décomposition

B =, + R, -4 H,

est le-séparation compléte que nous nous étiong pro-
posé dobtenir. En dautres termes, nous allons montrer que
les ensembles (f,, By et H, satisfontaux relations (464)—
—(49;) 1), (52y), (B3,), (54,) et (B5,).

1) (46;) est une conséquence immédiate des définitions (64) et
de la formule (62); (47,), de la relation (32).

2) On a, d'aprés (46,), (b8) et (66),

BX(Gi+4)=BXGCFX G Ch X =0,
B X (H, 4 D) == 0;
done, en vertu de (61),
6p) | G=U0i—BD(Gh+A)—B=06+ 4,
' [:{2 = G, — B D (1{1 +])) — B = ]I1 _I_ D.
Les relations (54,) en résultent comme cas particulier.

8) On ohtient (48,) et (49,) en sappuyant sur (48,), (49,) et les
formules (54,) que nous venons de démontrer:

(48,) 4D 6 Da,

(49) Gt By =E—H,CE— H =06, 4} C S 2)
4) II résulte de (63) que |
Gy X HyC UL X Gy = G XCH, + G X D4 H, X A+ 4 X U

or tous les termes du dernier membre sont contenus dans Fy: le
premier en vertu de (52)) et (D0,), les autres, d’apres

ACFCUF, DCFCUF,
Pur conséquent

iy X H, C Fy;

cest la formule (2,).
5) On 4, en vertu de (56), (57) et (65),

ﬂ:ﬁwum+mxﬂddgxmcaﬁqﬂ+ﬁm
:le"}‘Hl‘}"fi"}'B"I‘])C Gy + H, -- B,

By X By=F, — (t; + H,) C B

done

') Voir l'uvant-dernitre note.
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il résulte, d’autre part, de (64) que
By X By DF X By DB X By =B~ (Gy 4 H,) =B.

Par conséquent _
‘ :Fﬁ >< Rz = B,

et Von voit en tenant compte de (56), que les relations (53,) et (55,)
coincident avee (35) et (34).

Notre lemme est complétement démontré.

Jo tiens & noter que le lemme III fournit (nous le verrons dans
un momant) un résultat immédiatement utilisable: cest ce qui jus-
tifie, ‘& mon avis, I'emploi de ce lemme dont I'énoncé est telle-
ment compliqué.

8. Lemme IV. L'ensemble-somme d'une infinité dénombrable d’en--
sembles fermés de dimension < n, est lui-méme de dimension < n.

Ce lemme est, d’aprés son énoncé ), une généralisation immé-
diate du théoréme I du Ch. IV qui correspond au cas ol I'ensem-
ble-sorame est fermé lui aussi, Cette restriction n'intervient plus
dans le cas actuel: l'ensemble-somme sera done en général un .
- Nous. allons démontrer ce lemme par induction. Sa validité est
évidente lorsque n = — 1; supposons done que I'énoncé est exact
pour. tous les entiers 1nfémeurs b un entier (non néganf) n donné,
Il s'agit de montrer, qu'il en'sera encore de méme pour cet entier .

Soit done

(66) ¢, Dy,..., Doy...
une sulte infinie d’ensembles fermés de dlmenmon <ne
@,eF, dim P, <<n (m=1 2....)

Nous désignerons par @ lensemble-somme:
- | [an]

b— 8S'D .
D - "

w1

[l $agit de montrer que dim (T)<<n, . b d. que tout point x
de @ peut Ctre, quel que soit g e-séparé par un ensem-

ble B, de dimension <n— L

1) La démonstration ost, pux contre, toute ilNérente.
Fundamon(a Mulhamntwno L. VIIL. 22
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Soit done v un point queleunque de ¢: & un nombre pogitis
arbitraire. Solt engnite @, le premier cnsemble de la suite (66) qui
contient ., Posong

I =g, '

| A=t O 0,4 g,
| (k=23 )

sont fermés et que l'on

KCHRC..CFRC..,

d m‘zvlfk

(57)‘

il est évident que les [
(HO)

(68)
e
Il résulte, de plus, du théoréme I du Ch, IV que
(b1,) dmFoSn, (k=1,2,.
Posons ensuite N
(fy==§ (&[:, :1“ e),

ga)wé’(w,;e), |

(697) | ﬁ@:S@

| M:EWS@J;
on voit immédiatement que
(69) | b=g

Ry By 6, 1y, H,

sutisfont & toutes leg conditions du lemme précédent. On obtient
done, en verty dd ee lemme, une £€-8éparation compléte

(69,) RS (7, —+ £y + H,

satisfaisant anx relations (52;) (53;), (54,), (55,); et Fon voit sans
peine qu’on peu maintenant appliquer e méme lemme IIT aux
ensembles '

o
FE: 5 Gz: RL’: H2

On obtient aing; Ve-séparation compléte

(69;) B = G,,—[—R,,—[—Ha (
satisfaisant 3 des conditiong

nissons de proche en proc
lemme IIT, upe suite d'e.gé

analogues, et aingi de suite: nous déf-

he en nous appuyant toujours sur le
parations complétes ‘
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(69,) “~®+M+H(L42 )
vérifiant les relatious
(62, G xHCH,
(63, dim (B, X F}) <n—1,
(54,) . C Gy, H.C Hypy,
(B5,) Ry X F,C Regy X oy
Notons encore que l'on a, (69,) étant une e-séparation cdmplété,
(46,) Gy X By= G X H =B, X H, =0,
(47,) Ge®, Bel He®
(49,) G+ B, C Sz, ¢).

Ces préliminaires terminés, envisageons la décomposition de F,

= (G, X Fy) '+ (£ X F) + (I{k X Fk)

en (rois ensembles sans points communs deux & deux. Chaque terme

"du seeond memhre est un ensemble croissant avec & (formules (50),

(64,), (BH,)); nous voyons done que la décomposition

Qmjﬁ’kz[‘ki; (G4 X F) ] [2(1@ xﬁ‘} {Z(HXFJ]

K
nous fournit, elle aussi, trois ensembles sans points communs deux
b deux, 4 savoir les ensembles

Aw =S(G1¢ X Fk):

k-ﬂl

(70) ‘ MZ(RkXFk'J

k== f

D, =2 (% P )

k=]

1) Nous nous appuyons sur la proposmon générale snivante: »8i l'on a
L, C Ly, M, My, L, X M,=0 quel qus goit Ic les ensembles

[em] [= <]
E_L ot E’M n'‘ont aucun point communs,
Fewal kel

La démonstration est immédiate:

$1,) % ($m)=3@xmC, 3 (g X Hig) =0, |
20%
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Je dis que cette décomposition
$—A,-+B,+ D,

est une s—aéparatmn du pmnt xz de O.
On a, en effet, h
AmDGl >< 'Fl:x':'
(formules (70), (69), (67));
puis, en vertu de (49,),

4,4 B, C Y (G4+B)C S(a o)

. ‘km']_
reste done & montrer que

H(4,, D,)=0,
Or on a, dapres (70),

4,C M6, D,C QY B,
el Jees ]

et les ensembles b Gy et 3 H,‘ sont, en vertu de (46,) et ( 47,,), des

LED k=1
domaines sans points communs 1); il satisfont done & la condltlon
de Lennes-Hausdorff, et il en est de- méme pour les ensembles
A, et D, | |
Nous voyons ainsi que l'ensemble

B, _Z(R X )

e-sépare le point # de @, Or, les ensembles R, XX F, étant fer-
més, ii résulte de (53,) et de 'hypothése fuite au début de ce § que

dlmB <n--—1

cest Cé que nous nous dtions proposé de -démontrer.

Corollaires. Zout §, de dimension n contient un  ensemible
fermé de méme dimension.

Il suffit, en eftet, de décomposer cet {Sq en une infinité dénom-

- brable d’ensembles fermés %) et d'appliquer le lemme que nous ve-

nons de démontrer.

1) Voir la note précédente.
%) Ces ensembles-l4 peuvent, bien entendu, avoir des points communs. .
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En particulier, tout 9, de dimension > 0 contient un §§ de di-
mension >> 03 il contient done un eontinu 1), Ainsi, tout 5, puncti-
forme est de dimension 0; il est donc homéomorphe & un ensemble
linéaire #): c’est un résultat dii & M. Mazurkiewicz B).

0. Nous arrivons maintenant & la généralisation définitive du
théoréme I du Ch. IV que nous avions en vue (§ 4):

Théoréme 1L Lensemble-somme d'un nombre fini ouw d'une in-
finité  dénombrable d'ensembles §, de dimension <, est, lui aussi,
wie [, de dimension < n, o

D émonsgtration. Désignons par @ l'ensemble-somme en ques-
tion; on a, par hypothése,

D= + b, ...,
DeF,, dimP<n (i=1,2,..)

@, étant un F,, on a
(71) . O= 'k, (i=1,2.)
k=],

les F,, étant des ensembles fermés 4); par conséquent

| (D :'*ZSYFW
i k=1

est. un 9%,. Or il résulte de linclusion F,, C @; que
dim I, < dim @, << 5 (i, k=1, 2,..))
on obtient done, d’aprés le lemme du § précédent;

dim @ < #, c.q. f. d

1y Ch. I, § 14,

3 Ch. I, § 16. .

%) Fund. Math, 1I, p. 70, Nous avons déjh utilisé ce résultat dans le § 1
du Ch, IV,

4) La décomposition (71;) n'dtant pas unigue, nous sommes obligés, en gind-
ral, d'avoir recours & I'axiome de Zermolo: cf. lo mdémoire de M. Sierpid-
ski ,L'axiome de M. Zermelo.,.“ (Bull. dead. So. Cracovie; 1918). L'emploi
de cot axiome devient superflu lorsque nous connaissons & preori une décompo-
sition déterminée de chaque @ en ensembles fermés; ce sera le cas, p. ex, dans
tous les développements du § suivant,
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Remarqu e. Désignons par T la classe des §, de dimengion
n. Notre théoréme s'énonce alors comme il suit:

La classe des ensembles " est invariante par mpport & la som-
mation finie ou dénombrable;

ou bien, en termes de M. Hausdorff,

la classe I} est un osystéme 1),

Elle est, d’ailleurs, un o-Ring % car le produit d’un nombre
fing, denscmbles de cette classe, apparlient évidemment encore i la
méme classe.

6. Nous revenons maintenant au théoréme inverse mentionné au § 4.
Soit @ un §, de dimension n:

(12) | @:Zﬁ;, Fe5 o).

kw1
m étent un entier positif arbitraire, tout point 2 de @ peut é&tre
1 : .
;’—i-séparé par un ensemble B de dimension < # fermé par rap-

port & @; e. & d. qu'il existe une décomposition de &

= A7 -+ Br-} D
en trois énsembles gans points communs »deux A deux, telle que
(78) A7 e® (rel. D), Dre® (rel. @),
(74) Br e (rel. @), dim Bi<<n—1,
(75) AP, Ar+BrC S (m ) 3,

Remarquons qu'on a, d’aprés (74),
By =Br X 0 %);

) Hausdorff, p, 23,

% Ibid,, p. 14 et 23. ‘

3 Le choxx de la décomposition (72) est arbitraire; par contre, les décom-
positions de tous les autres ¥ que nous rencontrerons dans ce §, seront déduites
univoquement de cette décomposition (72).

4) On obtient cette décomposition d’'une manidre univoque en se servant du

131océdé indiqué au § 8 (construotmn des e‘nsembles Aw, B, et D )
) Hausdorff, p. 240, (2)
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-done
(16) ' B = 3'(BI X F),
k=]
(74%) B &5,

© On a, d’autre part,

par suite

FC Y (MrXE).  (b=12.)

eCd .

Or l'ensemble 47 X F, est évidemment un domaine relatif (par
rapport & F); il résulte done du théoréme de Borel-Lebesgue

quil existe une guite finie de points
z (k, 1)9 2 (k,2),..., 2 (kji)

telle que
chz’ (40 X )
te=l
A fortiori
Jg
FkCZA:‘(k,i):
im] ’
done |
‘ o Tk '
am  eCy D4
 kem) iwl

La formule (77) est valable quel que soit l'entier positif .
Posons maintenant: |

o o
(18) 0,=3 3 3 B

m=] k=1 1=k

Ql — @'—"‘@1;

la. décomposition

P=0,+Q, DX &=0

ainsi obtenue posséde les propriétés suivantes:
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1) @, 'est un §, de dimension <<n—1. Cola résulte du

)
2) @, est un ensemble de dimension O. Montrons, en
effet, que tout point y de @, peut &tre, quel que soit ¢ &-séparé par

I'ensemble vide.
Suit m un entier supérieur i -:?; le point y appartient, en vertu
de @, C @ et de (77), & un certain Agp,
(79) | &1 X Ay D y.
Jo dis que
O = (0 X i) 4 (O X Biwy) + (@) ¥ Dy

est l'e-séparation exigée. Fn effet, le premier terme contient le
point y; le second est vide en vertn de (78); il résulte de (78)

que le premier et le troisidme satisfont A la condition de Lennes-
-Hausdorff; enfin on a, d’aprés (75)

.‘ 1
@ X AZEI:,{) C S(my 77;)’

56 X ABn) < 2 <
done, en vertu de (79),
& X A%y C 8 (y, ¢).
Ainsgi, dim ¢ =0. Remarquons encore que la dimension de @,
ne peut &re <z -— 1, car on a, d'aprés le théoréme du § 1,
n=dim O < dim &+ dim @, +1 = dim &, 41

On voit de méme que ¢, ne peut &re vide.
Nous avons done obtenu le résuliat suivant:
Tout F, de dimension n peut étre décomposd en

deux ensembles dont un est de dimension 0
menston n—1 2),

une somme de
b " ‘_
, et Uautre, un F, de di

') Cette conclusion est indépendante de axiome de Zermelo, car les ,décom-
positions (76) des B2 ne dépendent que d'un chojx arbitraire unique, 4 savoir celui
de la décomposition (72). On remarquera, d'ailleurs, qu'on 6btient sans peine une
décomposition déterminde de @, en rapprochant (76) et (78).

?) On remarquera que le socond ensemble (@) est un &, (et non un 7§ méme
lorsque I'ensemble primitif (@) était fermé (of. le § 49,
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Nous pouvons appliquer ce méme résultat 4 'ensemble @, ainsi
obtenuy il vient

@1:@2 +_Qz; -(DEX 02:——"0,
DyeF,, dim @y ==n—2,
dim Q =0

et ains1 de suite. Nous obtenons, en définitive, une decompos1t1on

de @
(80) P=0,+Q+..+ 0+ &,

en n--1 ensembles de dimension 0 (sans points communs deux
b deux); le dernier de ces ensembles est un §, ?). Par conséquent,

Théoréme IIL Towt §F, de dimension n est la somme de nt1
ensembles de dimension 0.

C’est bien le théoréme inverse que nous avions en vue,

Corollaire. Rapprochons les théorémes'I (§ 4) et III; il vient:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble fermé
(on un [,) soit de dimension n, consiste en ce ju’an puisse le décom-
poser en n—1 ensembles de dimension 0 et qu'on ne puisse pas le
décomposer en n ensembles de cette sorte. '

Ce résultat nous permet (tout comme celui du Ch. V, § 7, co-
rollaire) d'obtenir une définition non-inductive de la dimension
des ensembles fermés (et des ,) ).

11. Relations avec les classes de Baire. Un 3 de dimension # peut
8tre ddcomposd (nous venons de le voir) en #-}-1 ensembles de dimension 0; quelle
place ocoupent ces ensembles composants ¥ dans la classification de Baire?

Dans la décomposition (80) obtenue ci-dessus, les ensembles composants sont
des ‘3"09: on le voit immédiatement d'aprés les deux formules (78) et les formules

analogues
Qi (D‘_i 0 (i::?, 3,...,")
@, est, d'aillevrs, un §F_.

1) Cette décomposition dépend d’un choix arbitraire (celui de (72));' nous n'a-
vone besoin d'amcun choix arbitraire lorsque @ est fermé.

%) Cf, & ce sujet p. 307, note 1), Une autre définition non—mductwe de la di--
mension 8 ¢té donnée par M. Brouwer dans son mémoire cité du Journ. de

Crelle (t. 142, p. 148),

3 On ne confondra pas, bien entendu, cette axpression avec la notion des
composants d'un ensemble.
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Dang le eas particulier d'un ensemble @ fermd, @, sera un (§ s Vi les antres
(), sont d'ailleurs encore des &79 (car D, n'est pas ndoeessairement fermd *)),

~ Bornong-nous a ce cas particulier. Un ensemble fermé de dimension n
peut donc &tre décomposd en #--1 ensembles de dimension 0 parmi

leaquels ilyaun TR @y et m—1 %ﬁe'
Jo dis que cefte décomposition est la plus avantageuse au point de vue des
classes de Baire. En effet, soit

Qj:T}+T2+"‘+Tn+]

une décomposition do l'ensemble fermé (P de dimension » en n-}-1 ensembles de

- dimension 0. En cs cas,

1) Aucun desensembles J) ne peut étredla foisun ¥ ot un ®d'
Si l'on avait p. ex,
TyeFey Ti1e0@y,
'ensemble
IJ]_':-:C[‘ """ Ta+-.-+Tﬂ
sermt, lui aussi, un §§_?); or on aurait, d’aprés le théoréme I,
dim Li<n—1
done, d'aprés le théoréme 1, |
dim @ = dim (fl’, Ll) < n—1,
confrairement & I'hypothése dim @ == n *).
2) Il y aparmi les T tout an ‘plus un %
Supposons qu’on ait, par contre

Tl ES"U, T2 E%a'

Dans ce cas on aurait (Thénr 11)

dim (73 —+ j )_.....
donc (Théor, I}

tin @ = dim (1,4 T,) 4 Ty ... 4 T <n—1,

¢e qui est faux.
3) Il ne peut exister plus d'an @6 parml les 77,

8i 'on avait p, ex,

| "Ti 8@6, E@d,

1) Clest un (§ s par rapport i _@’ donc un (& p absolu: voir le § 16 du Ch, IV,

) On pourrait aisément démontrer qu'il ne peut &tre fermé,

) Le complémentaire (par rapport & un ensemble fermé) d'un % est un (§ P
ot vice versa: voir I'avant-derniére nots. ‘

%) On voit done, en particulier, qu'un I, ne peut 8tre un domaine ou un en-
semble fermé,
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les ensembles

Li=T4 Ty T,
Ly =T+ T3+ .. AT

serment des 7L s or comme on a (Théor. ),

dllegn*l, dim [, Cm — 1,

on aurait aussi (Théor, 1I)

dim @ = dim (L, + L) <o — 1,

ot

ce gui n'a pas lien,

# Pour voir que notre assertion {en jtaliques) est ‘exacte, il ne reste donc qu'a
observer que les % " sont les plue simples parmi les ensembles qui ne sont ni des

,Lc‘g-'m ni des (&de‘,

18, Remarques diverses. L
1) Nous avons mentionné au § 1 la proposition suivante: tout snsemble

‘fermé P de dimension I4m-1 peut étre décomposé en deux en-

sembloes, L et M, tels que
dimL=1l dimM=m

Elle se démontre compme il suit: @ peut stre décomposé (Théor. III) en I-+m--2

ensembles de dimension 0
T1‘|"“'+ Tz-}-m-;.z,

dlmT ___-() :

posons

:T1l+"'+TI+17 l‘[:ﬂ+2+---+Tz+m+2'
On a, d’aprés le thdoréme I et la formule (1) du § 1,

dim [, <l dim MO,
I 4m-+ 1= dim @ =dim (L4 M)  dim L~ dim M 4-1;

done ‘
dim L =1, dim M =m, ¢, g.f. d,

2) Le plan Euclidien K, étant un % de dimension 2, il peut
8tre décomposé en trois ensembles de dimension 0, mais il ne-
peut tre décomposéen deux ensembles de cette espece. Cet énoneé
est’ & rapprocher du thédréme suivant de M. Si erpifski®):

L, peut &tre décomposé entrois ensembles haméomorphesades
ensembles lindaires, mais il ne peut 8tre décomposé en deux en-
sembles do cette sorte. ' |

Les deux énoncés ne sont pas dquivalents: en effet, tout ensemble de dimen-
gion 0 ost homdomorphe Aun ensemble lindaire, mais la réciprogque n'a lieu que pour

1) »8ar quelques prdpriétés topologiques du plan«, Fund. Math. 1V, p. 1.
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los ensembles punctiformes. Ainsi, la seconde partie du théoréme de M, Sier-
pineki ne résulte pas de nos raisonnements, Il se pose d'anilleurs le probldme de
géndraliser le théoréme de M, Sierpiriski au cas dun ensembloe fermé (ou
d'un 3L ) de dimension #, ¢ 4 d. de montrer qu'un tel ensemble ne pout
dtredécomposé enune somme do » ensembles hombéomorphoes & doy
ensembles lindaires (en supposant, hien omtendu, que n> 1), (lest ce (que -
nous allons faire,

Un %a de dimension # contenant toujours un ensemble fermé de dimension n
(@8 corollaire), et un ‘} de dimension 7 contenant un ensemble- formé (11men-
sionnellement homogéne de mdéme dimension 1), il guffit d’envisagoer les cnsembles
de cette dernitres classe. Soit F' un tel ensemble;

dim H'=n > i, b= mn (F),

et supposons qu'on le puisse décomposer en #n ensembles o, iy, ..., L, homéomor-
phes & des ensembles lindaires A, A,,..., A '

&

‘ oY —
(81) Fe= 3L, Li~Ad, ACE,
i=1 _
Désignons par ], Vensemble des points intérienrs (par rapport & I,) de I'en-

semble linéaire /; c’est un domaine linéaire ?). I'ensemblo linéaire

I = A—1T,
ne contient aucun intervalle; il est donc de dimension 0. Soient ensuite G, et P,
les ensemhles correspondamt & [V, et JT, dapris L, ~ A,; on a encore

dim @, = 1, dimp, —__—:(),

puis ‘ N

u "
fual i?’ﬂ
Or I’ étant évidemment un ‘} il en est de m@me pour (f, %) il en résulte

i
que chacun des ensembles

.11_,[( —_— ’@;" — G‘
est un ensemble fermé 4). On a ‘ |
| FmMjamMm&,
MG DM,

1) Ch, IV, § 10. | =

?) Hausdorxff, p. 215 (nfteration*), Une domaine linéaire est la somme
d'un nombre fini ou d’'une infinité dénombrable d'intervalles.

. %) La classe des %} est un invariant absolu: voir Kuratowski et Sier-
pitski, Tohoku Math Journ., 1921,

| @, étant la différence do deux ensemblc,s fermés, Q ot Q§ uest donc un

& (vel, D,); M, est, par conséquent Ia frontxére rolutive de (¥, (par mwport a @)
par suite M.
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done N
FeM,D(F—M) 4 M= F,
F— M, = F,
Jr— M, o8t dense sur £, Il on ost de méme pour F'— G, car l'ensemble G,

de dimension 1 ne peut contenir aucun domaine relatif de F: il résulte, en effot,
de la définition des onsombles dimensionnellement homogénes que tout domaine re-
latif de £' est de dimension n>>1,

On voit aisément (ue chacun dos ensembles F— M et F— @3, est un
(‘56' M, est, en effet, fermé, et (G, est un ”g Comme tous ces ensembles sont
denses sur F, il en résulte quo leur produit

II ((F WM, X (F— @)

{om]
est cncore donse sur K1), Oy co produib pst é.gal A

¥ ---2"(1%-!— Gt)r:l*‘mz"'”@i;

fea] sl
« [ (——
nous voyons ainsi que Lensemble formé 3 (7, est non dense sur F 2): il en est
il '

n . :
a fortiori de mdme pour 3 (F,, Boit done H un domaine relatif de F n’ayant
im] .

n
aveun point commun uvee Y G‘; c'est un ensemble de dimension n, il ne peut
o]

dong étre décompond en » enﬂembles de dimension 0. On a cependant en vertu

o (62)
H=HxF=HX Y k=3 (HXE)

im] - A=y

dim (H X P) < dim P, =0

Cetto contradiction nous montre gue la décomposition (81) est impossible; un

%, de dimension # ne peut donc dtre décomposé en n onsembles

homéomorphes & des ensembles lindaires, e q. f, d.
3) Nous avons établi le thdoréme tnverse (§ 4) pour tous les §f : c'est le thé-

oréme IIl. On obtient aisément un autre cas particulier, celui de tfous les ensem-
bles plans: nous allons monirer quo tout onsemble plan de dimension n
(n=0,1,2) pout 8tro dédcomposéen n-|1 ensembles de dimension0.

Lo cns #==0 est immddiat. Quant aux deux autres cas, ils peuvent btre gé-
néralisds corame il suit ;

) Huusdorff, p. 826, VL
3 Un 'i} ost non dense lorsque son complémentaire est dense' Hauadorff
I)' 2520
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« Un ensemhble ¢/ do dimounsior m sitod dana K., peut dtre

idcomposd un mv»}»,‘i. ensemblas de dimengian 1}
Soit, cn effut,

m =y —I.- () + l | nkwi 1

une décomposition de [ ca m~-1 emsembles do dimension O (une telle décom-
position existe, J = dtant ua % de dimension m); dees ce cas

C’m == (C’,m >< Q 1) + (\Gm >< Q%) + . "'!" ((':‘"im >< 61) m-}-l)
est la décomposition requiae de C,,.
£ Un ensemhle ¢ _ .
é¢tre décomposé en m cnsembles de dimension O ¥),
C,., ve peut, en offet, contenir de points intérieurs (Ch, V, § 18); il est’
done, d'apris wa théordme de M, Sierpinski 3), homdomorphe & un ensemblo L

de dimension m--1 situé dans L, pout

non dense dang f | L est encore non dense; c'est-donc un ensemble furmé ou

bien (lorsyu'il w'est has borné) un ¥ de dimension m~—1. Il existe, par consé-

quent, unc décomposition de L en m ensembles de dimension 0) on en déduit im-

médiatement une décomposition analogue de L et ensuite de () -

13, 1l est trés probable, d’aprés ce gue nmous avons va, que le fhdordme in-
verse est général, c, 4 d, yue tout ensemble de dimension n peut étre décomposé
en #--1 ensembles de dimonsion 0, Cette question est, d'ailleurs, 1nt1mement lide
au probléme suivant:

Probléme w. Soit C un ensemble quelconque, et

¥
Ifl, Fﬂ“"

une suite (finie ou dénombrable) d’ensembles de dimensi.n 1 Sfermds par rap-
port & C; Uensemble-somine I [ I, est-il nédcessairement de dzmenswu gt

En d'sutres termes, 1o lemme IV (§8) pout-il tre appliqué aux en-
sembles relattvement fermés (par rapport & un méme ensemble C)?

8i, en effet, la réponge était affirmative, on en déduirait sans peine le thé-
oréme inverse: on n'aurait qu'i reprendré les raisonnements des §§ S—10 ),

Or, bien que cette réponse affirmative me somble assez probable, je ne crois
pas qu'on la puisse obtenir par les méthodes du présent chapitre.

1) On obtient le cas # =42 lorsque =2,

) On obtient le cas n==1 lorsque m =2, _

%) ySur une propriété des emsembles frontidves*, Fund, Math. 11X, p. 1.

1) Le théoréme de Borel-Lebesgue étant inapplicable dans lo cas actucl,
on se servirait de la proposition suivante (Hausdorff, p, 272, V) de tout systéme
de domaines on peut extraire une suite finie ou dénombrable (de domaines) ayant
méme somme que le systéme entier,
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Une autre «uestion connexe est celle de savoir si Iéquivalence des deux dé-
finitions de la dimension: celle de M. Brouwser ot cells qui a été adoptée
dans lo présent mémoire (voir le § 5), subsiste dans le cas général des ensembles
(uelconquos.

14, Nous terminons ce chapitre par quelques remarques relatives aux en-
sombles de dimension infinie. Un tel ensemble ne peut &tre, bien entendn,
ddeomposd en un nomhre fini d'ensembles de dimension 0. Or il se pose le pro-
bléme suivant:

Probléme ». Un ensemble de dimension infinie peut-il toujours bire dé-
composd en une somme dénoinbrable d'ensembles de dimension 09

Une telle décomposition est évidemment possible lorsque 1’ensemble envisagé
est In wommo d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés de dimension finie _
(tels sont p. ex, les ensembles I ot @ du § 21 du chapitre préeédent).

Il parait cependant que la réponse au probléme » est négative méme dans
lo cas dos ensembles fermés 1), Ce probléme est, d’ailleurs, étroitement li€ & une
(uestion que nous avons signalde au § 2 du Ch. I, celle de I'existence d’en-
sembles ne reatrant pas dans une classification transtinie (voir Ch, I, § 2, re-
marque), '

1) Ainsi, l'espace Em (Ch. V, § 20) ne peut, 4 ce qu'il semble, étre décom-
posé de la sorte,






