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Notes supplémentaires 1).

Note 1.

1. La présente note est consacrée i la résolution du probléme
suivant:

Soit (dans un espace métrique compact)
(1) ' RDFRD..DFD..

une suite décroissante d’ensembles fermds possédant tous la méme
dimension 7. Quelle est la condilion nécessaire et suffisante pour
que le produit F -de tous les ensembles F, wsoit encore de dimen-
sion n?

On s'apergoit par des exemples tout dlémentaires que la dimen-
) o«

sion de I, peut é&tre dgale X tout entier non négatif et non supé-
~rieur & n (il suffit de prendre pour F, des parallélépipddes n-di-
-mensionngls convenablement choisis); d'autre part, il est dvident,

que la dimension de F, ne peut pas étre supéricure i a.
2. Nous commengons par unc définition générale, dont lintérét
nous semble ne ‘pas s'épuiser par le probléme ci-dossus mentionné.
Soit F un enscmble fermd queleonque (situé comme toujours
dans un espace métriquc compact) d'une dimension finie 7> 0,
Llentier positif & dtant quelconque, partageons les nombres réels
de la fagon suivante en deux classes I et II: tout nombro non positif
sera assigné & la classe I; quant aux nombros positifs, un nombre

') rédigdes duprés les papiers posthumes de I'auteur par I, Aloxandroff
(Moscou), '
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positif queleonque & sera - dit appartenir & la classe I ol & la classe IT

selon qu'il existe ou nion un e-recouvrement d'ordre k& de 'ensemble F1).

On voit immédiatement (daprés ce qui a été it au § 2 du
Ch. V), que la distribution des nombres réels en deux classes
que nous venous de définir, est une coupure au sens de De-
dekind. Cette coupure détermme un nombre non négatif que nous:
désignerons par o, (F) (k=1,2,...).

Il est évident que le nombre d,(F) peut étre défini par sa pro-
priété suivante:

Quel que soit &> d, (F), il existe un systéme d’ordre % de sous-
-ensembles fermds de F, recouvrant l'ensemble F' et ayant des dia-
wétres inférieurs b e

Par contre, un tel systdme n'existe point si & est inférieur
b dy (1), |

Rewarquons que si F était un continu, on aurait d, (F)=4d(F).

Il résulte immédiatement des théorémes fondamentaux du ch. V
(8¢ © et 6) que toul ensemble fermé F* de dimension n vérifie les

relations sulvantes:

(2) S(F)=d(F)2dy(F)=...2> ,,(F)>d,,_}_1 (F)=0=
== g (F) =dpyg (F) =... (in inf).

Nous tenons & mentionner qu'il reste inconnu si U'égalité d, (') =
== dyp, (F) est ou non possible pour AKn—1.

Le nombre d,(F) estle plus important; il sera appelé coef ficient
d’aplutissement de Lensomble F (de dimension n), et désigné simple-
ment par d(F). |

Remarquons enfin que la c]éﬁmtlon des nombres d,(F) resterait
la méme an cas que la dimension de F était infinie; seulement tous
les nombres d,(F) seraient alors positifs et formeraient une suite non
eroissante tendant vers 0. |

3. Tl est facile d’obtenir waintenant la résolunon du probléme
mentionné au début de cette note. On démontre en effet sans peine

la proposition suivante:

1y nous appelons ici s-recouvrement d'un ensemble fermd F un systéme fini

d’ensembles fermés _ i
1’11 y F Yoy 'Bl

vérifinnt les conditions suivantes: ¢ (Fi) <e (pour ie=1,9..., 8 _SFi F; voir

§2 du Ch V (D& 1).

pour la défnition do Vordre d'un systéme d’ensembles le
23

Fupdamenia Mathamalicae Vi,
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Théoréme, Pour que la partiec commune aux ensembles Jermés
n-dimensionnels F,, formant une suite décroissante (1) posséde la méme
dimension n, il fout et il suffit quie les coefficients d’aplatissement des
ensembles F,, me tendent pas vers zéro (quand m augmente infiniment).

[~=]
Comme on a toujours dim F,<{n (en posant F,=1IIF,), on

]

peut exprimer le méme résultat comme il suit:
Pour que la dimension de F, soit inférieure & n, il faut et il
suffit gu'on wit

(3) lim d (F,)=0.

f 2 g~ ]
C'est dans cette forme-la que.nous démontrerons le théoréme,
La comlition (3) est nécessaire. Soit en effet
Adim P, = h<n—1

ef & un nombre positif queleconque. Il existe alors un systéme d'or-
dre k~-1<Cn d'ensembles fermés @, (i = 1,2,...,s5) F, tel que

(4) 2 P=F, §(B)<;

il

D'aprés le lemme IT du eh. V 293, il existe un nombre positif

& <‘Z tel que les ensembles fermés

O = §(D,, 9

forment encore un systtme d’ordre - 1.
Comme on a

SON<I(@)+29< g+25 =,

ensemble formé S(F)9) est recouvert par le systéme d’ordre k-1
de ses sous-ensembles ®F, dont les diamdtres sont inférieurs & .

D'aprés les propositions élémentaires sur leg espaces compacts,
il existe un entier m, assez grand pour gwon ait, pour tout m>>m,,
Iinclugion

FoC8(F,3) C S(F,9).

Les ensembles fermés PP =F,.D¥ (de diamétres < &) forment

done un systéme recouvrant l'ensemble F,, et ce systdme est d'or-~

dre k-1 /
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Il en résulte que d(F,) est non supérieur & &, du moment que m
surpasse m,. Comme e était arbitraire, I'égalité (3) se trouve démontrée.
Pa, condition () est suffisante. Supposons, en effet, quelle soit
réalisée. Quel que soit £>>0, on peut trouver alors un entier m
assez grand pour avoir
d(F,) <e
II existe par conséquent un systéme d’ordre n d’ensembles fer-
més 7 (i=1,2,...,); tels que |
D Fr=F,, sFn<e
Er] -
Il en résulte (en tenant compte de Iinclusion F'(C F,) que les

ensembles F, = F?, F forment un systéme d’ordre <C# et vérifiant
les relations

S E=F sF)<e
i=1

Comme & était arbitraire, on a bien dim F'<n, c. q. f. d.

Note II.

Soit M un ensemble Gy situé dans Uespace n-dimensionnel E,; sup-
posons que Uensemble complémentaire E,— M soit d’une dimension in-
Sérieure & n—1. Si G est un domaine connexe arbitraire de Uespace
E, et x4y deux points quelconques de G. M, il existe un continu C,,
tel que | \ |
5+ yC C,C 6.0 |

Démonstration. L'ensemble E,— J/ étant un ensemble F,
soit

(1) En'““ﬂ[ =2 Fms

» ]

olt 'on peut évidemment supposer

(2) F,C Foy.
Quel que soit lb domaine connexe G (C Ei, G— F, est, daprés

- les résultats du Ch. V, un domaine non vide et connexe.

Svient 2 et y deux points de G.M.
' 23%



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

356 Notes supplémentaires.

Posons
Go= H,; G; =

et supposons ¢ue les domaines connexes
Y, ‘ T
GO’ (71)"'7 G"“

solent déja construits de telle fagon que

(3) Gm—-—lj HG";; G7a13w+:’/‘

Le domaine I',= G, — I, étant connexe, désignons par S, une
ligne polygonale agrégée & I', et ayant « et y pour ses extrémités.

Posons
1 o .
(4) lm:é'g(‘smy bu”rm)
et
(5) Gy =5 (Sp, 4n)- |
(.., est un domaine connexe, On a d’autre part
(6) z + y C Sm C Gm+1 C _G;m-{-l C Gm - -lﬂm C Gm .
I’ensemble
(7) | .= Jf¢.

m=]

contient, d'aprés (6), les deux points z et %, tout en étant étranger

4 2 F,=E, ~M En outre C,, est un continu (puisqu’il est le pro-

ma=]

duit d'une suite déeroissante de continus G,), e. q. f. d.
Corollaire. L'ensemble M, situé dans Uespace n-dimensionnel E,

et complémeniaire & un ensemble F, de dimension <<n —1, .est un
Sémicontinu.
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Liste ) des notations nouvelles introduites dans
la 1" Partie du Mémoire sur les multipliticités
Cantoriennes 2).

s-géparation Ch. I. § 1 Fund Math. Vil p. 65
g-séparation par un ensemble fermé , I , 8 - " nw n 09
Dimension d'un ensemble: C en

un point », dim, C - s L 5 2 " n n 5 6B
'Dimension d’un ensemble C, iimC , 1. ., 2 ” s - n n 0D—66
Dimension de l'emsemble vide

(dim 0=— 1) : » L . 38 n ” - 2 » 66
Isotopie (dans un sens nouvean) - I , B " " » » 83
Lignes Cantoriennes (lesplus générales) , II. , 15 " . . » 93
Frontidres doubles : - II. , 18 . ,‘ v w 4
" Frontiéres réguliéres A : - 1. , 18 ” » a w9
* Eléments dyadiques » 1L 4 26 s - m  n » 104
Surfaces Cantoriennes - n 1L, 41 " " » » 122
Maultiplicités Cantoriennes » IL ,, 42 " " . = 124
Multiplicitds Cantoriennes généralisdes , II. , 42 o n » 124
Ensembles ¢, (C) LIV, , 9 . . VIII ; 269
Noyau dimensionnel 2 1V. , 9 " ,, s w 270
Ordre d'un systéme d’ensembles - V. , 2 ” n s = 288

Ordre d’'un ensemble fermé ,
par rapport & un nombre positit ¢ , V. , 2 . " s » 288

‘Vrai ordre d’un ensemble fermé s V. , 2 " a o n 288
e-géparation compléte -« YL . 2 " » » 933
Nombres dy(F) 1re note supplémentaire ,  ,  , s 368
Coefficient d’aplatissement » m " " . n 303

1) rédigée par Paul Alexandroff (Moscou).
- %) Toutes les notations non énumérées dans cette liste se trouvent indiquées
 dans la section III de PIntroduction (§§ 15—22, Fund. Math. V1I, pp. 49—64;
voir mussi la liste de corrections se trouvant & la fin du t. VII de ce Journal).
11 s’agit, bien entendu, des mofations mouvelles (dont quelquesunes se rapportent
4 des notions déja connues).
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gan Wetenschappen te Amsterdam, au cours de I'annde 1927.






