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Sur une propriété. des ensembles (A).
-Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Nous avons démontré avee M. Lusin en 1923 1) que tout en-
semble (4) de M. Souslin est une somme de 8, ensembles mesurables B 2.

‘Le but de cette note est de donner une démonstration plus simple

et directe de cétte propriété et d'en donner une généralisation.

1. Supposons qu'a tout systéxﬁe fini de nombres naturels n,, Tgyny

- m, corresponde un intervalle Oy ngyymg + 0D dit qu'on a un sysidme déter-

minant S{d,,l,,,w,,,k}. On appelle noyau du systeme S I'ensemble-
-somme de tous les produits infifiis

6,..0

la sommation g'étendant 3 toutes les suites infinies de nombres na-
turels n,, n,, n,,....

On appelle ensemble (A) (linéaire) tout ensemble qui est noyau
d'un systéme déterminant. | |

Soit K un ensemble (4) donné, noyau du systéme S{0, ... o
Posons, pour tout systéme fini de nombres naturels Ny, M

(1) L dgp Rpyevey iy, =

nyyNg 61!1: nyyMgt ot}

2’u‘u, ’Zk:

) Tgyenos ﬂk

) N. Lusin et W: Sierpifiski: Sur un ensemble non mesurable B. Jour-
nal de Mathématiques, t, II (1923), p. 52.

?) La démonstration d'une propriété analogne des ensembles ' complémentaires
aux ensembles (4) se trouve déja dans le mémoire de N. Lusin et W, Sier-

pinski: Sur quelques propriétés des ensembles (4). Bull. Acad, Cracovie 1918,
p. 39. ' '
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o0

2t — A% y -
(2) dﬂlj Agyeery ap 5"1: A Y- dg;’ﬂky---: Apym

nes]

pour tout nombre ordinal o< Q, et

3) Sy = I Forron

pour tout nombre ordinal a de seconde espéce, le produit IT s'éten-

dant & tous les nombres ordinaux &< a. S

Les ensembles 42, ., , définies ainsi par Iinduction transfinie,
sont évidemment mesurables (B) pour tout systtme fini d'indices
gy Mg, ...y M €6 tout nombre ordinal o< Q.
D'aprés (2) et (3) on trouve tout de suite par linduction trans-
finie: |

(4) 63:-”2"--1 B C aéﬁu"sr--:ﬂk ‘pour a>ﬁ‘
Posons -

(5) | Sauzcsz -

et :
(6) T = 302 sy — Obhm)y

(o e my)

la sommation dans (6) s'étendant & tous les systémes finis de nom-
bres naturels n,, n,,..., n,.

Les ensembles S= et T* ainsi que leurs différences S*— T%,
seront évidemment tous mesurables (B) pour a << .

Nous prouverons que

(7) | E=(8*— 1%,

la sommatior s’étendant & tous les nombres erdinaux a<C Q.
Soit ¢ un nombre ordinal donné < 2 et soit z un élément de
Tensembie S*— T'*. Nous avons donc

(8) | x & S”
et
9) 7 10D £ T=.

" De (8) et de (5) résulte qu'il éxiste un nombre naturel 7z, tel
que zed%. Or, de (9) et de (6) résulte que = non &(d% — d=™)
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(puisque 6% — ozt est un des termes de la somme (6) daprés
a £ 6%, nous trouvons donc xeé +1, Or, daprés (2):

- et — b 2‘ 5

n=l

et de xed“‘*‘l résulte quil existe un indice my, tel que xedZ .
Daprés (9) et (6) nous avons x non & (92,,,~— 6%,): la formule
xede , donne done xedyll, . Or, d'apres (2)

my msC 2 dﬂ'u’"z n

neal

et de xedZi, résulte 1’ex1stence d'un mdme My, tel que L
En raisonnant ainsi de 'suité nous obtenons une suite infinie d’indi-
ces m,, mg, Mg,..., telle que

[»
xe (')',,,1 g

wmy pourk=1,2,3,..

D’aprés (1) et (4) (pour f==0) il en résulte que

Z € Opyy, ..

,m, Pourk=1,23,.
done, d’aprés la définition du noyan E du systéme S {6,,1,,‘ oy 3

que zekE. |
Nous avons ainsi démontré que (8%— T%)(C £ pour tout nom-
bre ordinal @< 2: il en résulte que

10 - Qs —T9CE
a<g '

Or, soit z un élément de I'ensemble E. I1 \existe donc une suite

infinie d’indices m,, my, my,..., telle que -

(11) TE Oy mynm, (E=1,2,3,...)
, Je dis que . |

(12) 2E02 . W, (B=1,2,3,...)

pour tout nombre ordinal ¢ <CQ. Daprés (11) et (1) la formule
(12) est vraie pour @==0. Or, soit § un nombre ordinal < Q et
supposons que la formule (12) est vraie pour tout nombre ordinal
a<f. Si f est un nombre de seconde espéce, il en résulte, d'aprés
(8), que la formule (12) est vraie pour le mombre §. Si § est un
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nombre de premiere espéee, nous pouvons poser f=a--1, ol
a<f, et la formule (2) donne (pour tuut nombre naturel k)

« o0
65 m—— 5“ 6“ D 6(( am
mpr Mas +oy g My, Uigye-oy ™y MYy M ey Vg, N iy Wigyeeay Mg BT 1ey Mgy mk-}-i

»

#==1
done z&0%, ., .. puisque, daprés (12) on a z&dZ,.,.,. 6t

2E0% . ., La formule (12) est ainsi établie par I'induction

My M1
transfinie pour tout nombre ordinal &< Q.

En particulier, il résulte de (12) que xedg pour o< £, done,
d’aprés (B), que x&8® pour ¢< L. Nous avons ainsi démontré que
EC 8® pour ¢ <, done que

(18) EC ]I Se.

Je dis, maintenant, que

(14) ]I Te =0,

a2

- Admettons, en effet, que la formule (14) n’est pas vraie. Il existe
done un nombre z tel que |
(15) xeT* pour &< L.
De (15) et (6) résulte quil existe pour tout nombre ordinal
e < £ au moins un systéme d'indices 7, Ba,. . M (dépendant de a),

tel que

1
re (6761‘,,:;1,.. ) - 65;.}_@...., "k)‘
. Or, Pensemble de tous les systémes finis dlindices (i, 75...., M)

étant dénombrable et I'ensemble de tous les nombres ordinaux
a < £ étant non dénombrable, il en résulte tout de suite l'existence
d'un systéme d’indiees Py, Py---5 Pr (indépendant de a) et de deux
nombres ordinanx £<C @ et 7<§, tels que |

(16) re (6511!’21--%19,.— 5157;}1-;21-") P;:)
et o |
(17) xXE (6’?33“173,..., P, - 657;’*;}1’2r“-9 If‘,-)

De (16) et (17) résulte que .
2805, .., © zDone LA
ce qui est incompatible avec (4), puisque (d'aprés 1< £ n+1=&
La formule (14) est ainsi établie.
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Soit maintenant # un élément de l’ensemble'E. Dfaprés (14) il
existe un nombre ordinal o< Q2 tel que xznone T% Or, d'apres
(13), nous avons z & 8% Done ze(S*— T%). Nous avons ainsi dé-
montré que si zek, il existe un nombre ordinal o << Q, tel que
z&(S*—1T=). Il en résulte que

(18) | EC Y (8«—1

Y ¢]

Les formules (10) et (18) donment la formule (7), . q. f. d.

Observons encore que les formules (7), (13) et (14) donuent
tout de suite la formule

(19) | | E_:”Sa

En effet, soit # un &lément de lensemble P— IT §%. D’aprés
: <8
(14), il existe un nombre ordinal « < Q, tel que & non & 7'*. Or,

de x & P résulte que 2 & S* nous avons .done z &(S*— T, done,

d'aprés (7), z¢ B Nous trouvons ainsi P E et la formule (18)

donne la formule (1 9). Il en résulte que tout ensemble complémentaire
d'un ensemble (4) est une somme de 8, ensembles mesurables B.

2. Nous prouverons maintenant Ia proposition suivante qui peut
étre regardée comme une généralisation des propriétés démontrées
dans le § 1: -

Tout ensemble quon obtient en partant -des ensembles (4) et en
effectuant dans un ordre quelconque un nombre fini ou une infinité
dénombrable d’additions, de soustractions e de multiplications d'en-
sembles est une somme de R, ensembles mesurables B.

F étant une famille donnée queleconque d’ensembles et E

it gy g
étant des ensembles de la famille £, on dit que le noyan du 8y-
steme S{E,,.,.,.} est un résultat de Vopération 4 effectude sur les
ensembles de la famille F - |
K, étant la famille de tous les ensembles linéaires complémen-
taires aux ensembles (4), désignons par K, la famille de tous les
ensembles résultants de opération 4 effectude sur les ensembles de
la famille K, et désignons par Ky la famille de tous les ensembles
lindaires dont les complémentaires appartiennent & K,. .
Soit H un ensemble donnd quelconque -de la famille K;. L'en-
semble B = CH appartient donc 2 K, et parsuite il est noyau d'nn



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Une propriété des ensembles (4) 367

systéme S{Z,, ...}, ol les ensembles £, ..
taires aux ensembles (4).
Posons 4, I - », €t définissons les ensemhbles 4=

Biy R By

et S= par les formules (1), (2), (3) et (B). Nous aurons la formule
(19) (puisque la démonstration de cette formule, donné dans le § 1,
n’utilisait pas ’hypothése que les ensembles Onyy e, SODE des in-
tervalles), donc aussi la formule |

20 CE= D' C5*.

wm, SO0 complémen-

Or, les ensembles Go,,, ..., -, 6tant des ensembles (4) et la somme

et le produit d'une infinité dénombrable d'ensembles (4) étant, comme
on saif, un ensemble (4), il résulte sans peine des formules (1),
(2), (3) et (D) (et des formules de de Morgan) que les ensembles
CS* sont de ensembles (4). Done, d’aprés (20), H = CE est une
somme de &, ensembles (4). Or, tout ensemble (4) étant, comme
nous l'avons démontré dans le § 1, une somme de x, ensembles
mesurables B, il en résulte tout de suite (daprés 1a formule s?=uy,)
que H est une somme de §; ensembles mesurables B.

Nous avons ainsi démontré que tout ensemble de la famille K
est une somme de x, ensembles mesurables B.

Or, désignons par K, la plus petite classe K d’ensembles satis-
faisant aux quatre conditions suivantes:

1) Tout ensemble (4) linéaire appartient 4 K.

2) Tout ensemble linéaire complémentaire 4 un ensemble (4)
appartient a4 K. ‘

3) Si les ensembles E, F,, k&y,... appartiennent & K, leur somme
E, -+ E,+ E;-}-... appartient 4 K. -

4) Si les ensembles E,, E,, E,... appartiennent & X, leur produit
E, E, E,... appartient & K.

Je dis que K, K;. |

La classe K, étant, par définition, la partie commune (produit)
de toutes les classes K d’ensembles linéaires satisfasant aux con-
ditions 1) —4), il suffira évidemment de démontrer que K, est une
des classes K satisfaisant aux cohditions 1)—4). |
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Soit E un ensemble (4) linéaire. L'ensemble OF peut dtre évi-
demment régardé comme résultat de Lopération 4 effectuée sur les
ensembles qui. sont tous égaux & CE: done OF appartient & la classe
K, et parsuite E appartient & K;. La classe K = K, jouit donc de
la propriété 1). | ’

Or, tout ensemble (4) linéaire étant un résultat de l'opération
4 effectuée sur des intervalles, done sur les ensembles dont les com-
plémentaires sont des ensembles (‘4), on voit que tout ensemble (4)
linéaire appartient & ta classe K, et parsuite tout ensemble linéaire
complémentaire & un ensemble (4) appartient & la classe K;. La
classe K = K, jouit donc de la propriété 2), |

On pent démontrer que.si E,, B;, Es,... est une suite infinie
d’ensembles dont chacun est résultat de loperation 4 effectude -sur
les ensembles d’une famille F. il en est de méme de leur somme
B+ Ey,+ Ey+... et de leur produit E, Ey Ey... (La démonstra-
tion est tout & fait analogue & la démonstration qu'une somme et
quun produit d'une infinité dénombrable d’ensembles (A) sont des
ensembles (4)). I1 en résulte que la classe X = K, et parsuite aussi

 la classe K = K; jouit des propriétés 3) et 4) (Puisque de 3), resp. 4)

pour K, résulte 4), resp. 3) pour Ky).

Nous avons ainsi démontré que K,CK,. »

Or, je dis que si F est un ensemble de K,, CE Test aussi. Pour
le prouver désignons par %, la classe de tous leg ensembles liné-
aires dont le complémentaires appartiennent & K,. La classe K=K,
jouissant des propriétds 1)—4), on voit sans peine que la classe
K = K; jouit aussi de ces propriétés. Done, K; étant une des classes
K jouissant des propriétés 1)—4), nous trouvons K, (" X;. Done,
s B appartient 4 K,, E appartient aussi & K;, et il résulte de la
définition de la elasse X que CE appartient & K.

Il en résulte ‘de la formule E, — &, =E,.CE, el de la pro=

priété 4) de la classe K — K, que cette classe jouit encore de la

propriété 5) snivante: o
5) La différence de deux ensembles appartenant & K appartient b K.
Des propriétés 1), 3), 4) et 5) de la classe K — K, résulte que

- tout ensemble qu'on obtient en effectuant dans un ordre quelcon-

que un nombre fini ou une infinité dénombrable d’additions, de sous-
tractions et de multiplications d’ensembles & partir de ensembles (4),

appartignt 4 K,, done, d’aprés K, C Ky, aussi 4 K,, ot parsuite est
Une somme de K, ensembles mesurables B,
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‘Notre théoréme est ainsi démontr.

La proposition démontrée est encore susgeptible d’une générali-
sation. On voit notamment sans peine que K, (C K, et on pourrait
démontrer que tout ensemble de K, est une projection d’un ensem-
ble plan complémentaire d’un ensemble (4); or, toute projection
d'un ensemble plan complémentaire d’un ensemble (4) est une
somme de x, ensemble mesurables B 1),

D’aprés une remarque de M. Kuratowski notre théoréme
admet encore une généralisation dans un autre sens: on pourrait
notamment démontrer que fout eusemble qu'on obtient en partant des
infervalles et en effectuant un nombre fini de Jois les opérations A
et C (complémentaire) est une somme de R, ensembles mesurables B
(Or, on ne sdit pas si ce théoréme subsiste pour une infinité dé-
nombrable d’opérations 4 et ()

.

!) Cf. Fund. Math, t. VI, p. 240,






