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Sur les séries de fonctions orthogonales.
Par |
D. Menchotf (Moscou).
 DEUXIEME PARTIE,

La sommation par les méthodes linéalres,*),
§ 1. Soit
(1) @1 (@), @5 () Py (@)yerey Pul)y..
un systéme normé de fonetions orthogonales, c'est-i-dire,

| o .
5/[c,v,,(az:)]"d:m':a--..1, f(;o,,(w).(pm(m) dw=0, n=m 1)
0
et soient |
Byy gy Ugyrvey Gy

des constantes réelles quelcongques. Daus la premiére partie de cet
ouvrage j'ai démontrd qu'il ewiste une série

*) Le présent exposé doit 8tre regirdé comme constituant la deuxiéme partie
d'un méme traval, intitulé: Mdmoire sur lss séries de fonctions orthogonales,
Daus la premitre partie de cet ouvrage, paru aux sFandamenta Mathematione«,
t. IV, p. 82, j'ai considéré les questions de In convergence et de la divergence
dés séries de fonctions orthogonales, La troisidme partie, qui paraitra prochaine-
ment, sera divisée en deux chapitres; le premier est intituld: La divergence des
8éries orthogonales et quasi-orthogonales, ot le second sera rédigé mous le titre;
oEtude des multiplicateurs de M, Weyl“, Les références  un paragraphe de l'ou-
vrage sont accompagnées de l'indication de la partie correspondante, quand celle~ci
est la premidre. Les renvois sans mention de partie désignent un passage de la
deuxiéme partie de l'ouvrage. '

!} Pour simplifier lo caleul, nous supposerons toujours les fonctions @, () dé-
finies dans I'intervalle (0, 1), '
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() P XRNCN
LU
divergente partout, tandis que la série
&) Ja
Hu]

converge. -

On peut se demander, il existe un procédé de somraation gé-
néralisé tel que, pour tous les systémes (1), la convergence de la.
série (3) entraine la sommation presque partout par ce procédé de
la série (2). Il est évident que les procédés de sommation en que-
stion doivent étre appliquables aux séries numériques, Comme la
plupurt de tels procédés sont de cas particuliers des procédés liné-

aires de M. Toeplitz, nous ne considérerons que ces procédés dont
la définition’ est la suivante.

Etant donnée une série numérique quelconque

(4) 2 Uy
nee]
on prend une suite de quantitds
(5) (@) a3 (0); @ (@) a.(0),...,

dépendant d'un paramétre ¢, qui tend vers une limite déterminde
g ou A linfini. On peut toujours supposer que ¢ tend vers une li-

L > - . . 1 4
mite finie, puisque, dans le cas contraire, on prendrait e au lieu

de ¢. On suppose, de plus, que les quantités e, (p) possédent les
propriétés: . , _
(6) e Ma (o<,

nm]

quelles que soient les valeurs du paramétre ¢ 1), M étant un nombre

positif qui ne dépend pas de o.
(7) 2. lim a,(¢)=0,
o~

ol ¢ est un nombre défini plus haut.

') & l'exception, bien entendu, de celles pour lesyuels certaines de «,(g) ne
sont pas définies.
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On dit que la série (4) est sommable par le procédé lindaire,
défini 3 Taide de la svite (B), si d'une part, la série

(©; f () 2 4, = 5 ()

converge pour toutes les valeurs considérés de ¢ ef, d’autre part,
Iim S(¢)=§
[t}
existe. La quantlté S est, par définition, la somme génémlme}e de
la série (4)

Nous allons démontrer qu'il n’existe pas de procédé de somina-
ton linéaire tel que la convergence de la série (8) entraine toujours
la sommabilité presque partout par ce procédé de la séme (2. 1
suffit pour cela de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 4. Un procédé de sommation lindaire étant domné, on
peut définir un systéme normé de fonctions orthogonales @,(x) et une
suite de constantes a,, domnant liew & la série (8) convergente, lels
que la série (2) nest sommable en aucun point par ce procédé,

§ 2. Démonstration du théoréme 4. En vertu du théoréme 3 de
la premiére partie de cet ouvrage, il existe un gystéme normé de
fonetions orthogonales @, (x), n=1, 2, 3,..., et une suite de con-
stantes ¢,, donnant lieu & la série

0. ¥
( ) | Ai Cn
convergente, tels que la série

a1 o Zc D, ()

nem]

diverge en tout point. Comme il résulte de la démonstration des
théorémes 2 et 3, chacune des fonctions @, () peut &tre prise bornée.
En tenant compte de la convergence de la serie (10), on obtient

’ . lim ¢, =0

Tt (0
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et, par suite, on peut déterminer des entiers positifs, eroissants

(1), 1(2), 1(3),..., L(n),...

2 (1gn)® C?cu)l

converge, d'oll, en vertu du théoréme 1, la série

tels que la série

(12) “J Ciw Prow (%)
nw]
converge presque partout.
Soient
2 (@) Xe (@), Za(Zheny Aml),.
ot
Chy Chy Ciyerey Cryyene

un systdme normé de fometions orthogonales et une suite de con-
stantes réelles qui s'obtiennent respectivement du systéme de fon-
ctions &, () et de la suite de constantes ¢, en omettant les fon-
ctions @, (x) et les constantes ¢y #=1,2, 3,.... Comme la série
{12) converge presque partout et la série (11) diverge partout, la série

(13) D ()

M) i
doit diverger presque partout. On voit de méme, de'la convergence
de la série (10), que la série

oc

(14) o

mm]

converge. -
Soit E l'ensemble de points de divergence de la série (13),
Mes £ ==1. On peut supposer, en omettant les termes égaux i zéro,

que toutes les constantes ¢,, m =1, 2, 3,. = sont différentes de zéro.

Nous déterminons alors les fonctions ¢, () par les conditions

Asmvantes

1o, gom (%) = ga(z), m=1,2, 3,..., en tout point de I'ensemble £.
20 @, (x) =01—, m=1,2,3,..., en dehors de E.
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On voit immédiatement que le fonctions @, (@), m==1,2,8..
ot les fonctions @y, (x), n==1, 2, 3,..., forment, dans leur ensom-
ble, un systéme normé de fonctions orthogonales et que la nérie

= =]

(15) PN

m=-1
diverge partout. Comme chacune des fonetions @, (x), n=1,2,3,..,

est bornée, chaque fonetion ¢, (), n==1, 2, ,..., l'est aussi. Dé-
signons par M, la borne supérieure de

| [ € P ()]
dans intervalle (0, 1), d'ot

(16) . | O P (8) | < M,

quel que soit z dans (0, 1).

Donnons-nous un procédé de sommation linéaire correspondant
aux certaines quantités (D) pour lesquelles subsistent les conditious
(6). (7) et (8). En nous servant de la série (15), nous démontrerons
qu'il existe un systéme normé de fonctions orthogonales ¢, (z) et
une suite de constantes @,, donnant lien & la série

- o]
(3) P
, O amd
convergente, tels que la série,
' oo

(2) | 2‘ a,. @, ()

nzsl

- n’est sommable en aucun point‘pé.r le procédé considérs.

Nous définirons tout, d'abord une suite

(17) o R(1) R@), RBY.., h(m),...
d'entiers positifs, croissant avec m, et une suite
(18) Oy O25 Q3y--ey Qmyeer

| dg nombres réels pour lesquels subsistent les inégalités

h(m—1) 2(n)

_ (19) ‘ 2.}au(QM)"2*Vk <"’$@“,

n=1 ko]
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] Am—1)

. i 1
(20) 1— Yoo Y u<—,
ne=h(m~1)41 k=1
4 * 1
e1) 39m“‘91<3};
- 1
2 b 3 -
(22) X, 4(‘7 @, (o) | < 5
n==k({m .

ol y(n) est le plus grand des nombres & tels que h(k) <Cn et
g est le nombre figurant dans la définition des quantités (5).

Posons k(1)==1 et désignons par ¢, une valeur quelconque, mais
fixe, du paramétre ¢ dont dépendent les quantités (5). Supposons,
ensuite, que les entiers k (k) et les mombres g, soient deju définis
pour k< m— 1. En tenant compte des identités

k(m-1) z(»)

lim ¥ a(Q)]. Y M=0,
k=1

-y
0 r=]1

lim a, (o) =1
i Feo=t

qui g'obtiennent immédiatement des égalités (7) et (8), on peut dé-

finir le nombre ¢, de telle fagon que les inégalités (19), (20) et (21)
solent vérifiées ). En vertu de (6), on a, de plus,

lim }|a,(gn)|=0

et, par suite, pour toutes les valeurs de s, suffisamment grandes,
subsiste l'inégalité
oo | | 1
Z‘IM.Z:a“(Qm)i<§;',
oi Pon peut supposer s > & (m— 1).-
Si lon désigne par h (m) la plus petite de telles valeurs de s,

1) Soit & l'ensemble formé du nombre g et des valenrs de ¢ pour lesquelles
toutes les quantités (5) sont définies. Alors, si G est fermé, le nombre Om peut
¢tro déterminé d'une manidre bien précise, sans l'emploi de I'axioms du choix
arhitrairs, |
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on obtient Iinégalité (22). En partant des nombres ¢; et (1) on
peut définir ainsi de proche en proche’ les nombres ¢, et % (m),
vérifiant les inégalités (19), (20), (21) et (22), pour toutes les vale-
urs de m. On a, de plus, (m)>"h(m — 1). | |

Posons ‘
(23) Qi =y Pum = Pu(®)
et ,
(24) 0, =10, ¢.(@) = Dp.nr (@),

lorsque n est différent de tou$ les nombres & (m), m =1, 2, 3....,
ot m/ est le nombre de toutes les valeurs-de m telles que & (m) <.

On voit immédiatement que le systdme de fonctions ¢, (x),
n=1, 2, 3,..., est identique au systéme formé de toutes les fone-

‘tions @y,(z), m=1, 2, 3,..., et de toutes les fonctions @y, (),

n=1, 2, 3...., d’oh il résulte que les fonctions ¢, (x) forment un
systéme normé de fonetions orthogonales.
Considérons la série

o

(2) | 2 a, . @, (J;) |

n=1

On a, en vertu de la définition des nombres a,,

oo o0
% ) r
& —— 2
s n MZC’"
n—=1 ) mrr ]

et par suite, la série

3) b

 Thanid |
converge, puisque la série (14) converge.
Posons “

(25) S @=3 el 2‘ .-9.()

n=l ge=]

‘NOus démontrerons tout d'abord que l'expression 3, (z) ne pos-
sede la limite en aucun point lorsque m croit indéfiniment. I’identité
(2b) peut étre écrite sous la forme:

e 3 0=3"0+3 @+ 0+ 30
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ou
a A(m—1) ) "
2. @=23a06) Y0
n=] K=
h{m—1)
2 _ L
2 @@= g
(27) -
®) oo | I{m~—1)
Zm (x) _ [1 ....... 2 Q, (Qm):l -Zaa'(pa (m)i
| na=fi{m—1)-41 #ua]
& N ”
2"‘ (%) —__~2aﬂ(9m) Z . @, ().

a=hi(m—1)41 s=h(m—] )41

Ern combinant d’une part'(23) et (24), d'autre part (19), (20) et
(16), on obtient pour toute valeur de x

T h(m—1) 2,," ) 3 ‘ 1
’2,” (m)' = ; a, (QM)',;C’;'%@)},<;7;}
(28)
: ® . h(m—1) L l )
‘Zm (m)'= 1 ——2 % (0n) "ch- P (2) l<7’;
n=hm—-14-1 : ‘a!

En vertu de l'inégalité (22), la série & double entrée, figurant
dans le second membre de la dernidre inégalité (27), doit étre ab-
solument convergente en tout point. On a done, en tenant compte

de (23), (24), et en changeant I'ordre de sommation dans la série

considérée,
xl’ T}

23)(.22) == 2 @, (o) 2 Cy 63;& () ;2 Cr. ;ﬁk (2) 2‘ a, ,(ng),

n=mk(m) k—m kazm re=h(k)

d’ot, en vertu de (16) et (23),

) 31 1
2,,..(“")!<2‘§?=§?~?v

kenm

(29)

quel que soit z dans (0, 1).
En désignant par S, (z) la somme de m premiers termes de Ia
série (15) et en tenant compte de (23) et (24), on a de plus

60 =540
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En combinant d’une part (26) et (30), d'autre part (28) et (29)
il vient finalement pour toute valeur de z

-« 2 1 _3
31) @)= Sl < gy

La série (1B) étant partout divergente, la somme S, _;(x) ne tend
3 la limite en aucun point, lorsque m croit indéfiniment. En
vertu de linégalité (31), la fonetion 3, (%) posséde la méme pro-
priété et, par suite, il résulte de la relation (25) et de la définition
du procédé lindaire considéré que la série (2) n'est sommable par
ce procédé en aucun point. Le théoréme 4 se trouve done complé-
tement démontré, puisque la série (3) converge et le procédé liné-
aire considéré est arbitraire.

Remarque. L’énoncé du théoréme 4 peut étre modlﬁé en rem-
plagant le procédé de sommation linéaire qui y figure par un pro-
cédé de sommation qui consiste & définir la somme d'une série quel-

conque
oo
2; unj
fhe=]
comme
' o0
Jim 2‘3,, (0) . ,,
nd
' na=)
ol

0<<B.(0)<<1, lim ﬁn(e)= 1

et ¢ est un nombre fine. On obtient ainsi le théordme dont la dé-
monstration est analogue & celle du théoréme 4.

§ 3. Les procédés de sommation de Cesiro et de Poisson étant
des procédés linéaires, on voit du théordme 4 qu'il existe un, systéme
normé de fonctions orthogonales @, (%) et une suite de constantes Uy
donnant lien & la série (3) convergente, tels que la série (2) west som-
mable en aucun point par le procédé de Poisson et, par suile, par le
procédé de Cesiro de tout ordre positif.

On peut se demander, quelle doit étre la fonctlon positive W (n)
pour laquelle la convergence de la série

(32) | | 2 W(n) L
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entraine la sommation presque partout de la série (2) par le pro-
cédé de Poisson ou de Cesaro. Convenons de dire que la fonction
positive W (n) est une fonction de M. Weyl pour un proeédé lindaire
donné, si, quel que soit le systéme normé de fonetions orthogonales
¢.(xz), n=1,2,3,..., la convergence de la série (32) entraine la
somination presque partout de la série (2) par ce procéds. Nous di-
rons, ensuite, gqu'une fonction positive L (n) est une Sonction limi-
trophe powr un procédé lindaire donné, lorsqu'elle posside les pro-
priétés suivantes:

19. La fonetion L (n) est une fonction de M. Weyl pour le pro-
cédé linéaire considéré.

20, Toute fonetion positive w(n), vérifiant la condition

w(n) == o [L(n)],

n'est pas une fonction de M. Weyl pour ce procédsé 1).

- On voit immédiatement, en vertu de la proposition énoncée & la
fin de la premiére partie de cet ouvrage, que (lgn)® est une fonction
limitrophe powr la convergence au sens ordinaire. Nous allons démon.-
trer, dans la suite, le théoréme:

Théoréme 5. La fonction limitrophe pour le procédé de Poisson
et pour celui de Cesaro dordre positif quelconque A4 (entier ou nonm)
est égale & (lglgn)2 |

Or la sommation d'une série numérique quelconque par un des
procédés de Cesaro entraine la sommation de cette série par le pro-
cédé de Poisson 2); il nous suffira donc de démontrer les deux thé-
orémes sulvants:

Théoréme 6. Si les fonctions ¢, (z), n =1, 2, 3,..., forment un
systéme normé de fonctions orthogonales, sz, de plus, les constantes
reelles a, sont telles que la série

(33) D (glgn)*.al®)
n=3
)} Nous corvenons ('dcrire, avec M. Landau fin)= o(n) au lieu de
lim f(n; =0,
n- 00 n

Yy Holder, Grenzwerte von Reihen an der Convergenzgrenze, Math, Ann,
t. 22, 1882, p. 63b.

%) Nous allons considérer, dans la démonstration du theorema 6, les logarith-
mes 4 base 2,

5

Fundamenta Mathematicae VIIL
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converge, la série

[22]

2) | Ea.. P ()

ne=]

est sommable presque partout par le procédé de Cesiro d'ordre A, quel
que soit le nombre positif 4.
Théoréme 7. Quelle que soit la omction positive w(n), vérifiant
la condition
w(n) = o[(lglg n)*)
il existe toujours un systéme normé de fonctions orthogonales @, (x)
et une suite de constantes a,, donnant liew & lu série.

(32) | Zw (n) .at

convergente, tels que lo série (2) west sommable en aucun point par
le procédé de Poisson.

Or la sommation d'une série par le procédé de Cesaro d'ordre
donné A entrafne la sommation de cette série par le méme procédé
de tout ordre supérieur & 4; il suffit done de démontrer le théoréme

1 . . : )
6 pour A= 7 ¢ €tant un nombre entier quelconque, supérieur & un. -

Nous supposerons, dans la suite, que 4 a la forme indiquée.
Il est connu que le procédé de Ceshro d’ordre 4 <1, apphqué
4 une série numérique quelconque

o

A j
2, U,

u=]

est équivalent au procédé qui consiste & .trouver la limite pour
n—» oo de la somme

ﬂ. | . Aw
‘ 2‘!(1_3 1) L% ),
n
1=t

Pour démontrer le théoréme 6, il suffit donc de prouver que
I'expression

1) M. M. Riesz, Une méthode de sommation dquivalente ¢ la méthode des mo-
yennes arithmétiques, Comptes Rendus,-t. 162, 1911, p. 1651, et surtout du méme

auteur: Sur Péquivalence de pertaines méthodes de sommation, Proc. Lond Math,
Soe. 1924.
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o (z,n) :2"' (1 — 8;1)1.6, @, (x)

amm {,

tend presque phartout vers une limite déterminée, # tendant & I'in-
fini. Nous commengons par démontrer quelques lemmes prélimi-
naires concernant l'expression ¢ (z, n).

§ 4. Lemme 1. Etant donné un systéme normé de fonctions or-
thogonales @, (x) et une suite de constantes réelles a,, soit °

(34) o (&, 1) =‘2"' (1 — 8; 1).2. a,.9, (:#),

fen]

, "r — 134 —]\4
(88) o, (w;m, ', p) = Y (1-Z+p) -;-(1 - )J.a,.tp,(m),-

aus ]
. o v [ g—1\4 s—1\*
(36) Og (x,ﬂ,ﬂ,p) ==%:: L-(1 “—n‘—!—p) “"“(1 “"T) ].a..97-(x)7
: e - ) .
(37)$ 03 (z;nyp) =2 (1 mﬁ_ﬁ) - . @, (),
v az=n-f-]

oit A>0 et les nombres entiers n', n, p vérifient les conditions

O<n<n p>0.
On a alors \
1

88) [ lon+p)— olamds= [ [o (e n.p)Fdo+

1
—{—f [og (2;n,0",p) 0'3'(1:-; n, p)]? de,

s—12
n-}-p)2 2'(7:_82‘” o

(39)f [0y (230 0, ;o)]’da':</lg v

] 92
(40) f [03 (23n,m", ) 4 0y (250, p) P de < C. (5) . 2 a?,
0 as==n’-k1

wi-p

@) f[o.(x 'y B) o o i s < Y o,

swan’-|-1
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o C est un nombre positif qui me dépend que de A. (Les inégalités

(40) et (41) subsistent aussi dans le cas n = Q). .
Démonstration. La relation (38) est évidente. On obtient

anssi immédiatement 1'inégalité (41), en tenant compte des inégalités

s— 1\ ( s— 1)ﬂl .

— — {1 — 1,0<<s<n,p>0;

0L (1 " +p) " < ,p >0

s—1

0 1 —

< ( n—p

Afin d'obtenir les inégalités (39) et (40), nous supposerons, comme
plus haut,

<1, 0<s<n-tp.

1
42 A==
(42) | =g
olt ¢ est un nombre entier supérienr & un, de sorte que
(43) A<l

Considérons la quantité 8, 0'<C 8 <C 1, figurant dans la formule
de Lagrange -

“ (v + 0 — o= A (5 + Oy,
Nous allons démontrer que, pour y >0, u >0,
(45) 8> 6,, |

ol @, est une quantité ne dépendant que de 4, dont la valeur est
donnée par la relation

1
6’?‘ == ZT-:E'-
Posons & cet effet
(46) H(uy)=(y + 0w)'™ — (y + 0,.4)',
olt O est regardée comme fonction de y et u définie par la relation
(44). On a, en vertu de (42) et (44),

q n—2 1 | -3 2

1 1 a2 1 4-3 2 g1
(H—B%)H:g y+w) +G+uw) y+y+w -yt ty 7]
et, par suite, en supposant y > 0, >0,

- dH (uy),  q—1 1 1
du > [

J>o

Vo lyrur (Tl toup
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Il vient done
(47) H(u,y) >0, u>0, y>0,
puisque
H(O:y)= 07 y>0.
En tenant compte de (47), (46) et (43), on obtient immédiate-
ment I'inégalité (45). |
Posons, dans la formule (44),

_q_5—1 — p(s—1)
y=1 U= n(n+)o<s
on a
s —1\* s - 1\4
(1“n+p)m(1“ n ):
p(s—1) 1
”(n+P)'[ p(s——l) 1-27
| + n(n+10)] ’

ot § vérifie inégalitdé (45). Il résulte de cette dernitre relation
et de l'inégalité (43),

e e

R = R R

On a encore, pour # <s=<n —l—p,

(50) o<1 ® <p

n+p

L'inégalité (39) est une conséquence immédiate de l'inégalité (48).
On obtient, de méme, l'inégalité (40), en désignant par C le plus
grand des deux nombres 164 ! et 1 et en tenant compte des iné-
galités (49) et (50). Le lemme 1 se trouve donc complétement dé-
montré.

Corollaire. Quand n' < @.n, ou 6 est un nombre vérifiant la
condition 0 <C @ < 1, on a de plus,

1 n’
1) / (0, (.1, ', p)]2 dor < 09-2.1;2‘ (s—1)2.a?

0 #=]

C’ ‘étant un nombre positif qui ne dépend que de A et de B.
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L'inégalité (61) s'obtient immédiatement de l'inégalité (39), en
posant
| ¢ == 2. (1 — @)¥*
et en tenant de l'indgalité évidente
sz n(l—6)
qui subsiste pour 5= '

Lemme 2. Soit @,(x), n=1,2,3,..., un systeme normé de fon-
ctions ortiogonales el a, les constantes réelles telles que la sirie

(52) Y

#e=]

converge. En supposait que les nombres entiers fy, 1y, Ny, Piy 7, Vért/ient
les conditions

l O <y gy 72 00y = Poy Ny == Py, Ny = Pryq;

(03) } u_l__“l)p,,0<t<r+1

on a

4] Ai'( < Hd<@%ﬁA+¢)

(54) j‘[n X, 1)~ 6 (x, p))rde <L C". ad |
g t=1

o1t ‘

-1 n

= 4= e,
35

t=l l==p¢___1+l

C" est un nombie positif, ne dépendant que de 2, et o(x,n) est l'ex-
pression figurant dans le lemme précédent.

Démon ‘atratlo n, En supposant £ >0 posons, dans les 1né°'a11tés
(41) et (B1), @—-—. W=p_ . n=p, n-fp=ng, ce qui est

»
possible, en vertu de la derniére condition (53). On a des deux

inégalitds, ainsi obtenues, et de la relation (38)

1 Piel

S e —s@priso . ¥ -irat Y

¢ r=py_q 1

od ¢’ ne dépend qu: “- ;. En posant suceessivement dans liné-
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galité précédente t==1,2,3,..., » et en ajoutant toutes les inéga-
lités obtenues il vient

fg (o0, ng) — o (22, p)]? {[js._l)eafJ.(zr'%g)'*‘ ‘
LY _;gs__w (3 ahed 2

On obtient des conditions (53) et de la définition de la quan-
tité 4

PO r

[2‘(3-—-1) a?]~(2§?~)\<~2'

dun] i=]

[2‘(3——-1)2 ](2 p») <? S‘a 0<t<Cr—1,

temp, -1 e ] lupt_‘l-{-]

4,

lﬁbl ;w

et par suite, en tenant compte de ces deux inégalités, de l'iné-
galité (55) et de la définition de la quantité 4', il résulte fina-
lement

1 r

S 3 c@m s@ppa<ee A+<9G'+1>

0 tel ‘ .
d'odr l'on obtient l'inégalité (54), en posant C” = 2 ¢’ -1,

§ 5. Lemme 3. Soit o(x,n) lexpression figurant dans les deur
lemmes précédents et- soit p(m)==2", P(m) = 2*™. Si la série

(56) D lglgm &

ey

converge, Uexpression o[z, P(m)] tend presque partout vers une limite
déterminde lorsque m croit indéfiniment.
Démonstration. Etant donnés deux entiers quelconques k et m,
k> m> 2, posons dans linégalité (54) du lemme précédent
= P(m—1), n, == P(m), ny= P(k), r =k —m,p,= Pm+t—1),
I<iKr 41,

ce qtii est possible puisque

(57) : P(m+t—1)<~$;,l’(m+t)
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et, par suite, la derniére condition (53) est remplie. Il vient, en
posant m -t — 1 =1,

f S {o [, P(k)] — o[z P()]}? de <<
e ’ . o
(58) <0”.{[F(}’t;;1)r A+2(wwm+ 1)2‘ a?},

T=m 2 P(z—1 )1

ot C” et A sont les nombres figurant dans l'inégalité (54).
En tenant compte de l'inégalité (57) et de l'inégalité évidente

T—m4 1 <oKL - lglgs < - Iglg s,

subsistant pour T>=m > 2, P(z—1) <s<< P(1), on voit que la
seconde partie de linégalité (58) est inférieure &

k)

O ¢ {%4—2 2(1g1g3>.a3}.

4= Pm—1)41

Soit d un nombre positif arbitrairement petit. En vertu de la

- convergence de la série (56) on peut choisir lentier m ==m (J)

assez grand, pour que la quantité (59) et, par suite, la seconde
partie de Iinégalité (58) soit inférieure & d% quel que soit % supé-
rieur & m, d’oll

1 k=

(60) f Nioln, PR — s[n, Po)]}rda < 8% k>m.

0 =m

Désignons par- G, = G, (d) I'ensemble de tous. les points  pour
lesquels subsiste I'inégalité

k—1

D (ola, P() — o[z, P()]}2 > .

Il vient de Vinégalité (60),
Mes G, < 0, k> m.

Quel que soit le point # de 'ensemble C G,, complémentaire
& G, on a l'inégalité

(61) s[5, P(2)] — o, P (4] | < 24,
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pour touﬁes les valeurs de 7 et 7 vérifiant la condition

| m <17 <k
Soit . |
G = G(6)=G’-,,,+1—J,— Gm+,+...+ G, ...

‘En tout point de Pensemble C G subsiste I'inégalité (61), quels
que soient les entiers z, ¢’ vérifiant la condition <z, etl'on a

MesCG>1—4.

Comme ¢ peut &tre pris arbitrairement petit, on voit immédia-
tement que l'expression o[z, P(im)] tend presque partout vers wne
limite déterminée lorsque m croft indéfiniment, c. q. f. d.

Lemme 4. A élant positif et les quantités s(z,n), p(m), P(m)
A diant les mémes que dans les lemmes précddents, soit

Plm-1)
n(h9)=2"+5.2, Ns) =2, B.= ¥'a,
FeuP(mj+1

A(x,l,s) =|ola, N(l,s+ 1)) — o[z, N({,5)]|.

Désignons, ensuite, par E —=E(6) > 0, lensemble de tous les
points x, pour lesquels le’ nombre des expressions différentes A (x,1,8) 1),
0<s <2, 2Elgm<Cl<<m?), vérifiant Vinégalité

4 (z1,5) =,
est supérieur ou égal & ¢, ¢ > 0.
- On a alors
c [ 4
©)  Mer< ol w4 B m >4

ou C'" est un nombre positif qui ne dépend que de A.
Démonstration. Les indices ! et s étant supposés fixes, soit
¢(l,s) l'ensemble de tous les points z pour lesquels subsiste l'inégalité

Az l,5)>=0"
et soit E(l,s) la partie commune des ensembles E et e(l,s). Nous
1) Nous regardons les expréssion A (z, I, 5) comme distinctes, si elles différent

par un au moins des deux indices I et §, bien que leurs valeurs numériques so-
ient égales.

') Nous désignons, suivant I’habitude, par Ea la partie entitre de a.
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aurons
Mes E (I, 8) <% Mes ¢ (I, 8), E==2 H(l,3),
oti ln sommation doit &tre étendue & tous les indices I et s véri-
fiant la condition |
0Fs 2™, 2Blgm=Z1<m.

En vertu de la définition des ensembles E (/,s) chaque point de
E appartient & quelques eusembles E (l,s) différents dont le nombre
dans la somme JE(l,s) est supérieur ou égal & ¢. On eun conclut,
en tenant compte de la proposition démontrée dans la premiere
partie de cet ouvrage!), que la mesure de I’ensemble K est infé-
rieure ou égale & -

1 2 Mes £ (1, 8),
d'olt !
(63) | Mes £ & -3- 3 Mes ¢ (.8)
Pour caleuler la wvaleur de Mes ¢(/,8), posons, dans le lemme
2 du paragraphe précédent,
r==1, n=py=N(l,s —1), n mplaN(l,;) ng == py==N(l,s 1)

ce qui est possible en vertu des inéga-lités évidentes

N(l §) < «{ N, s+l)< N(l g+ 1),

N(l,s—1) <——~—-—~ N(l 8
ot

Il vient de Pinégulitd (H4) et de la déﬁnmon des quantités 4’
Az, 1, 35),
1 ‘ Nehade1)

f[A (21,8 dx‘g c {[ (l ) 1)} A-}—?Z a;,

o @ N{lg ] 1

(64) 1

< 5N, m>2

o C" ne dépend que'del. En tenant compte de la définition des
ensembles ¢(l,s) et des inégalités (64), on obtient de la dernidre iné-
galité

1) § 1, note 6.
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0, , NrLad1)
Mes o (1, s) < [ +22&2J
‘)E ™ J=N{l, 5111

et, par “suite, il résulte de linégalité" (6%) et de la définition des
quantités B,

m—1 27l

1
Mes B = 2 2‘Mesa(!,s)<

I=YElgm =0

NG

m—y am—l Mbys; Nl

C'"fm2" 4 -y ~y
S g6 [“‘;;r"”Z S (Xa+ y“ﬂ
1=0Elgm #=0 j=NlLs~1}4] jeiv sj+1

0’//
<Glg @)oo,

¢e qui prouve le lemme proposé puisque ¢’ ne dépend que de 4.

§ 6. En tenant compte des quatre Jemmes précédents on peut
démontrer le théoréme 6, énoncé dans le § 3. Etant donnés deux
nombres entiers et posmfs v, m et un nombre positif 6, définissons
les ensembles K, = E, () et K, = E,(0) d'une manidre suivante:

10. K, est l’ensemble de tous les points 2 pour lesquels subsiste
I'inégalité

<

| 0@, n) — o (x,2") | <4,
quel que soit 'entier » vérifiant la condition
(65) | 2Y <n <L 2V

20. B! est lensemble de tous les points 2 pour lesquelb sub-

siste 1'inégalité
| | 0(x,2%) — o [z, B(m)] | < 6,

quel que soit P’entier » vérifiant la condition
2™ << < 2,
ol P(m) a le méme sens que dans les lemmes précédents,

Nous démontrerons tout d’abord la eonvergence de chacune des
deux séries

(66) S Mes C £,
v=]
et

(67) 2 Mes C E,,,
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oﬁ CE, et CE, sont respectivement les ensembles complémentaires
3 E, et E,. En tenant compte du lemme 3, on achéve ensuite la

: demonstratlon du théoréme 6.

~ Pour établir la convergence des séries {66) et (67), nous nous
servirons d'une inégalité qui peut étre écrite comme il suit.
Soit N un nombre entier et positif quelconque et soient ¢ (k),
0 2 k< 2% des entiers positifs. En posant

68) D@bo=|0[nQF+1.2)—0z0(.21,
220,120, on a alors

(69) | o(x, Q)] — oz, @ 2 D (2,4, ),

fom]
quel que soit ; vérifiant l'inégalité O <k < 2% o N'= N et s,
l; sont des entiers dépendant de % et tels que
052", 02 L <N, {_y <L)

Démontrons la convergence de la série (66). Nous introduirons
les abréviations: ~

n(l,s)=2"435.2, 052", 021 v,

d(@1,5)=]5 [zn Zs+1J~awn(13>|,A 2n,

neef

ou 4 est un nombre fini, puisque, en vertu des conditions du thé-
oréme 6, la série & drcnte doit 8tre convergente. Nous supposerons

que » >4

En posant dans le lemme 1 du § 4:
n=mn(s), p=2, v =n'(l,s)=mn(s) —p,
on obtient de la rela’cion (38) et des inégalités (39), (40),

. ' ! (42)
d(a,1,5)]Pda << 42 G—1)s
[[ ('13'; S)} < { (l S)lu [n(l 8"[’*1] 2 n ls) ] 2__ ¥ aj +
(70) p ks |
| C . 2
T [n(l,s)] ;2 jl:

ol C est un nombre positif qui ne dépend que de A.

1)} Li'inégalité (69) s'obtient de la méme facon que la relation (b) de la pre-
miére partie de cet ouvrage (§ 1, note 4).
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Soit
1 — —Elg
. n 20 v,

on a, en vertu de la définition des nombres n (Z,8), w (l 8), #" et
des mégahtés v =>4, | <<w:

nh)>2 530,130 K <2,

n (1) --—n”>;§n (1, s); 5__.__.-_762,.7'<n11.

n (1,8) =2Vt > n";
et par suite il vient de l’inégalité (70)

fwetore e (] 6 St e

- |
(71) .p? nftl,s) 1 22 nl,s-41)
+ P Y G —p= s T ¢ (é%) . > U< T3,
- i=n’'41 Joanti g
ou

niile)

) , 2 4 1 5 R |
I'is=c (2";) Sl 3 l

- + oG8 —]] T
n{is4-1)
24
+C (%) 2‘ al, 0 =47:27 %
J=nit

Soit £ (l,5) I'ensemble de tous les points x pour lesquels sub-
siste l'inégalité

P 0

| d (21,5 (5‘) T
ol -
1\2
L=2(§T)

jmt

et les entiers l § sont supposés fixes. En vertu de I'inégalité (71)
on a immédiatement |

YA
Mes Q(l,s){(%)’ (-2;) I'(L9).
En posant |

Qo~1
I\
Pr==0 E()=_3 209

L]
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ot en tenant compte de la définition des quantités I'(l,8), il vient
done

-4 4 1A
) Meso<k (5)7 A+E by etE A,
olt |

0 iy Q=1. n(hy1)
(’”““22 (n(ls)— J]Hz“” H=2 % o
1m0 jemn’lf1 pmQ femnff-1

2 2 L2
K= (%) K= (%) | K"mo_(-g)

Considérons les quantités G et H, figurant dans linégalité (72),
Posons, comme dans le paragraphe précédent, p (v) = 2". En vertu
de Vindgalitd 4 <1 (§ 4, linégalité (43)) et de la définition des
nombres n' = n' (l,3), on a, pour j< ' (/,9),

n(l4)

P I
[”(5:3)—7']”“’”<2' 2 (t—j)r

t=n(le)~ Hgpt1

et par suite
U—1 nltly) nlha)

S2 22 2> (t—-y)”“”" S

gl Jenlfoht lemi(ly) ~Lgpepe!
(7 3) pytl—1  t=lfep

<2 2 2({:5—)2_537‘0;’

t=plyp)—tfgp-ft fe=nt It
puisque n(l, @ —1) < 2V —1 =p(rv+ 1) -— 1 et linégalité
n (I, 8) -——-;p < ¢ entrafne l'inégalité 2’ (I,5) < t — %p.
Changeons Pordre de sommation dans le second membre de 'iné-
galité (78). On obtient de cette inégalité

, PP L=t 1
v
Y, ]
G- 2 4 2 (t — ) TERpr=Taay
Juntf tmp(Y ) Yyptt

p{v+:;-1/,p—z prv+1) -1 prv4-1) 400
5' Y .w,.__._;_.___ <? s _de
2—2.% A (awy')g-.\‘z =

Jempl t-1+‘l»r jenttt gple—t

V1)

11! 1
<K o pE

Jrmnttfet
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ot K’ est un nombre positif qui ne dépend que de 4. Ei posant

k1)

Ay = 2 a;

i=pk)1

et en tenant compte de la définition des nombres x”, p(»), il re-
sulte de l'inégalité précédente

(14) G < K-p—L Y 4,

En verlu de la définition de la quantité H et des nombres p,
n' =mn"(l,s), on a de plus,

Q-—I n(iyg)—ifgp | (1) Rl a1}
=3 (3 4+ I d+ Y @)<sidit4)
2==0 jumn! (1 8)-1 jn-n(l,s) Yaptt i=n{lyate
Soit
V=1
=M Ew);

. o CI=s0
il vient des inégalités (72), (74) et (75)

y—1

A 1 1—4 -
" Mes 0, <K 5. ¥ (5v=)  +
v 1 =0 v
+1 S(of . 3 acxn Aroow 3 4
1=0 k==Y —ElgV ¥=vy~Elg¥

ol
. N1 V%
K — K’ K" _+_ 6 Ku’ H____Z(_é}_) ) H' m‘2’1(72_j) ’

i=1 =1

»

H et H' étant des nombres finis, puisque, par hypothése, 4 est
compris enire zéro et wmn.

En supposant les entiers ¢’ et g” ¢’ << ¢", suffisamment grands,
il resulte de l'inégalité (76)

2‘ Mes 2 KHA2‘1+K” HZZ 4,2

Y g’ V—g k=Y—Elgy
gv'l (_l

<KHA sz + B B P (gv) 4,

Vgt ! k="¢—~Elgy’
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et, par suite, en vertu de la définition des quantités 4.,

nit

V Mes @, 2K HA. Z = 4+ K" H’E(Iglgn) o,

V=~q’ V -y’ n=h’
ot les nombres A’ et h” croissent indéfiniment avec ¢’ et ¢’ En
tenant compte de la dernitre inégalité et de la convergence de ‘la.
série (33) figurant dans I'énoncé du théoréme 6, on voit immédia-
tement que la série

(17) 2 Mes Q,
Y=y

eon verge. .
Nous allons démontrer que l'ensemble CQ,, complémentaire

4 Q, est une partie de l'ensemble E,. En posant, dans l'inégalité
(59), V==u, @(k)=2V -k, on obtient
o
o(e,n) — 0(@,2") | < Y d(x,1,8),
i=]
pour toutes les valeurs de n vérifiant la condition 2¥ <n < 2V,
olt N'22v et s, [, sont des entiers dépendant de n et tels que

08 <24 0L <y, I, <l.

Eu verty de la définition des ensembles 9., , B(l), 2 v(l, s) et des
nombres p L, on a done

o(z,n) — o (x,2") L 2 (ZV“" ) < 0,2¥<<n< 2
{ma]
pour tous les points x de I'ensemble C £, .
En tenant compte de la définition de l’ensemble E,, on voit
de' cette derniére inégalité que l'ensemble C £, est une partle de

Pensemble E, et, par suite, I'ensemble C K, est une partle de len-
semble Q,, dou

Mes CFV < Mes O, .

De la convergence de la série (77) il résulle done la conver-
gence de la série (66).

§ 7. Démontrons la convergence de la série (67), definie dans

le paragraphe précédent. En supposant U'entier m ﬁxe, posons

B (z,k,v)= o[z, N(2EIgm, k)] — & (2,27) ],
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01\1 ' .
n(lk)=2"4Fk.2' N(, k) =2,

Désignons, ensuite, par H, I'ensemble de tous les points 2 pour
lesquels subsiste l'inégalité

0
R (‘wﬂ k’ 9))< "2_3

quels que soient les entiers k& et » vérifiant les coﬁditions

(18) 0<k&Z 2™ n(2Elgmk—1)=2Zv <n(2Elgm,k).

Nous nous proposons tout d'abord d'obtenir I'inégalité donnant
la valeur de Mes C H,,, ol C H,, est l'ensemble complémentaire & H,,.

Soit e(k,7) Iensemble de tous les points x. vérifiant l'inégalité

0
E (.’L‘, k? 7’) } "2'7
les entiers % et » étant supposés fixes. Posons
: n(2Elgm, k)—1
=Y ellyp), 1 (m) =2-—mer

¥ =n(2Elgmyk—1)
et désignons par ¢ (k) l'ensemble de tous les points x pour lesquels

subsiste l'inégalité
n(2E1gmk)—1
g2

(19) | Y Bak=>g
pon( 2E1gmyk—~1)
En tenant compte de la définition des ensembles H,, e(k, #) et
e (k), on voit immédiatement que I'ensemble ¢ (k) est une partie de
I’ensemble ¢’ (k) et

-
CH,= Z e (B),
: kunl
d’olt
pm)
(80) Mes C H,, <2 Mes ¢ (k).

. k=] ’
Pour calculer la mesure de lensemble & (k), 0 k< x(m),
nous nous servirons du lemme 2 du § 4, en ¥ posant
r=n2Elgm,k)—n (2Elgmk—1),
t=v—n(2Blgm k—1)41, p=2"1.N2Elgmk—1), ¢=>1.
n,=1p, = N2 Elgm k — 2), | |

Fundamenta Mathematicae VIIL 6
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d’'otr | L
ny=p, =N@Elgmk—1), n =Prpr = N(@Elgm, k).

I vient de la définition des expressions B (2, k,»),

» 1 s 2Elgm,kl—1
» . [[N2Elgm, k— )
(81) f D [B@k)dr<C {[N@Elgm’kml ] A+A}

0 v=n{2Elgmk—21)

ol
r+'l

4 = Y'a,, —Zt ‘,'aj
-—1

et C est un nombre positlf qui ne dépend que de A. En vertu de
la définition des nombrés n (L k), N(I, k),7,p., 0y ,n9,1, on a, de plus

N@Elgmk—2) _ 1

y

9 e
(82) NE@Elgm b—1) < 21ma TSI
(83) <@-+1) 2‘ a /2'm3 ,‘,_,1-}-,4,,)

j=n11
ou
. N(2Elgm, k)

Li= ¥ & k=0

1=N("L1gm;k-1)+1

On obtient donc de la définition des ensembles ¢ (k) et des
inégalités (81), (82), (83),

(84) Mese' (k) << U " [ . ‘I" 2m? (4, +Ak)]

‘Supposons que les quantités B, m = 1 .,,3 ., soient définies
de la méme fagon que dans le lemme 4 du § D, c'est-a-dire

Pom=1)

B, = 2 us, P(m) = 2”(’"),“p(m) = 2".
j=Em -1

En combinant les 1nega11tés (80) et (84) avec les inégalités 4vi-
dentes 4

(m)
o™ < 2'"'

-l

,>;3 8, X '(m) == 2""—-8Elgm’
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xm) "
2 i+ 4)<B.,+B,
k=71
il résulter finalement |

] 80" [4
®)  MesCH,<° [E§+m2(3m_l+ B,.,)], "8

Soit K, l'ensemble défini dans le paragraphe précédent. Pour
démontrer la convergence de la série (67) il suffit d’établir une
inégalité dont la premitre partie?) soit Mes £’ et dont la seconde
partie soit une quantité, dépendant de m, qui puisse &tre regardée
comme le terme général d'une série convergente. Les raisonnements
seront les mémes que dans la démonstration du théordme 1 de Ia
premiére partie de cet ouvrage.

Posons

n(ls)=2"+45.2, N(ls) =202 f — }’TZ‘,

A(@,l,5) = |0z, N(l,s + 1) — o[z, N(L,s)]]

et désignons par e,, p>2, 'ensemble de tous les points 2 pour les-
quels le nombre des expressions différentes 4 (z,7,s), 0<=s <L 2"
2Elgm=Zl<m?), vérifiant la condition |

' ]
(86) A5 > oo,

1
est inférieur & %’é. Soit Ce, l'ensemble complémentaire & ¢,, En

remplagant dans l'inégalité (62) du lemme 4 les quantités & et q

: d k
respectivement par — --— et —Z nous aurons
6k, Yo

1 2 | .

Mes 0o < 2 0GE B | m (ot B <
6) L | Ak m BB o> 1
(S’ (pWI)Q _‘1?’12 m—1 ‘ m/ |y b

oh C" et K sont des nombres positifs ne dépendant que de 4.

') Nous supposons que la quantjté & gauche est plus petite ¢ue la quantité
a droite.

?) Les expressions 4 (z,1,5) seront regardées comme distinctes, si elles dif-
férent par un au moins des deux indices 7 on s, bien que leurs valeurs numéri-
ques soient égales,

A%
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Dés1gnons par H,, la partie commune de tous les ensembles ¢,,
p=2,3,4,... En tenant compte de la relation

H’:—;E(}‘e,,

p=2

on obtient de (87):
2K
(88) Mes CH, << [ +m3 m—t Bm)]a

Posons H, = (H,, H.,), cest-h-dire H., est la partie commune
des ensembles H,, et H.. Nous allons démontrer que 'ensemble H,
est une partie de l'ensemble K.

Soit, en effet, # un point quelconque de H,. En vertu de la
définition de cet ensemble, le point z considéré appartient & l'ensem-
ble H, et & tous les ensembles ¢,, p =2,8,4,... Soit N, le nom-
bre des différentes A4 (z,13s), 0<Cs << 2””, 2E1gm<l < m, pour
lesquelles subsiste 1'inégalité

d
ng(xalys) <

En vertu de la définition de l'ensemble e,,

(89) 6k

(90) N, < 1&,

Comme k, =m, on arrive & la conclusion suivante:

1°. Quel que soit p = 2, il existe N, quantitéa dlff(frentes A (z,1,8)
vérifiant I'inégalité (89). E

20, Pour toutes les autres quantltes A (=,1,3) subsiste l'inégalité

A (x,l,8) < E—ﬁ"

Posons dans l'inégalité (69) du paragraphe précédent
N=m —2Elgm, @(k)= N2Elgm,k), 0<lk<<2
et soit o '
! =1—2Flgm, Dxl,s)=|c[z,Q(s+1.2")]—0a(x, Q(s.2")]|.

Il vient de la définition des expressions 4 (z,l,s) et des nom-
bres Q(k), P(m):

QO =P(m), Q(s.2)=N(3), D(z,l,9)=4(x,1,5)
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et, par suite, quel que soit I'entier %, vérifiant la condition

| 0Ch < 2nsmlem
on a de linégalité (69),

o[, i\T(QEl"mak)l—"GwP(m) =0z, Q(k)] —clx, Q(0)] <

vl

\<\2 D(z1, s) =2 A(x, 1, s),
f=1

i=]
o N'<Cm et [,,1;,s, sont des entiers dépendant de % et tels que
L =1, ——9E10fm, 0 =¢ < om-Hem—ti_ gm—t, |
=L<<m—2Elgm, I,_, <.
Il vient, de plus, des dernidres relations,
2Elgm <1l <m, I,_, <.

Parmi les N’ termes de la somme

ZN: A(z,l;, 5)

i)
ilya an plus N, termes pour lesquels subsiste I'inégalité (89),
p=2,38,4,...; tous les autres termes de cette somme, dont le nom-

o 0 .
bre ne peut dépasser m, sont inférieurs a 6 Il vient done

sz N@Blgm, Bl —els Pom)] < ¥ 3% "t

p=2

d'oli, en vertn de (90) et de la définition des quantités k,, on ob-
tient pour le point x considéré:

(91) (o [z, N (2 Elgm, k)] — o[z, P(m)]] <6§

- Soit ¥ un entjer quelconque vérifiant la ~undition
om < ", < Om-F1

et soit k, 0<Tk=<<2""*"%" un entier dép:rdint de » et défini par
Finégalité
nRElgm k-1 <v<<n (QEIgm, k).

Comme le point 2 considéré appartient & I'ensemble H.,, on a, en
vertu de la définition de cet ensemble et des quantités R (z, k, v),

o[z, N(2Elgm k)] — o(x,2V)] <
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" En combinant la dérnitre inégalité avec I'inégalité (91), on obtient
6 (,2%) — olz, P(m)]| < §
quel que soit Ventier » vérifiant la condition
om < p < 2mH

Le point z considéré étant un point arbitraire de l’ensemble
H!, on voit, de la définition de Vensemble E,, que H, est une
partie de E.. L/ensemble CE, est done, inversement, une partie
de l'ensemble C H,,, d’ot o

Mes C B, < Mes CH;,.
Or
CH,=CH,+CH,,, MesCH, =< Mes CH,+4MesCH,,
puisque H est la partie commune des ensembles H, et H,,; il vient
donc des inégalités (8D) et (88)

(92) Mes CE, < Mes CH,, - Mes CH,,, < K’ [;]é‘z + m2 (B, + B,,,,)],

ot K’ est nn nombre positif qui ne dépend que ‘de 4, 0 et de 4.
Solent ¢’ et ¢”, ¢’ << ¢”, deux entiers positifs qui tendent & l'in-
fini indépendamment I'un de l'antre. I1 résulte de I'inégalité (92)

g’

3 Mes CEL < K" [2‘%.5+ 2 j'szm]

m=ag’ meng’ m—q'-—']

et, par suite, en vertu de la définition des quantités B,,

' | : r ' e ‘
j Mes CE, << K’ [é‘%; + 2 2 (lglgn)’*a‘i],
m=g’ me=g’ a=n’

o les nombres &' et A croissent indéfiniment avec ¢’ et ¢”. En
vertu de la dernidre inégalité et de la convergence de la série (33),
figurant dans I'énoncé du théoréme 6, on obtient la convergence de
la série (67), dont le terme général est Mes CE,.

En tenant compte de la convergence des séries (66) et (67),
définies dans le paragraphe précédent, on achéve aisément la dé-
monstration du théoréme 6. En vertu d'un théoréme connu ), l'en-
semble limite complet des ensembles CE,, m=1,2 3,..., a une
mesure nulle et, par suite, la mesure de l'ensemble limite restreint

) N. Lusin, L'intégrale et la série trigonoméiriqgue, Moscon, 1916, p. 88,
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des ensembles K, est dgale & un. Il vient ensuite de la définition

des ensembles ki, qu'il subsiste, en tout point de K, I'inégalité
|6 (2, 2Y") — o (, 2Y)| < 4,
quels que soient les entiers » et o' vérifiant la ‘condition
L v <<y < I,

Or le nombre positif 4, figurant dans la définition des ensem-
bles K, == L, (d), peut &tre pris arbitrairement petit; il résulte done,
en tenant compte du lemme 8 et de la propriété de E. indiquée
ci-dessus, que l'expression

oz, 2Y)
tend presque partout vers une limite déterminée, lorsque » croft in-
définiment, En se servant de la convergence de la série (66). et
de la définition des ensembles E,, on démontre, en raisonnant de la
méme manidre, que l'expression
@ (&, )

tend presque partout vers une limite déterminée, lorsque 7 eroit indé-
finiment.

En tenant compte de la déﬁnmon des expressions ¢ (x,n) et des
remarques faites au debut du § 4, il vient immédiatement que la
série (2), figurant dans I'énoneé du théoréme 6, est sommable pres-
que partout par le procédé de Cesaro d'ordre 4, quel que soit le
nombre positif 4. Le théoréme 6 se trouve done complétement dé-
montré. ‘

§ 8. Avant de passer & la démonstration du théoréme 7, énoncéd
dans le § 3, nous examinerons de plus prés les propriétés des fone-
tions dy,,(2), orthogonales dans lintervalle infini (— oo, 4 o0),
dont la déﬁmtmn a été donnée par les rélatlons

Oy,m () =1y, mt2 () —"fv.m (@),
ol

fomtey= BEEZI o By L (5] =0

On peut démontrer pour les fonctions V,,,,(ac) le lemme suivant:

1) § 8 de la premiére partie de cet ouvrage. Nous allons considérer dans la
suite les logarithmes & bhase e.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

d’ol

88 D. Menchoff:

Lemme 5. Iin posant

m 1
To=" "y +k2’V

ou k ef v sont des entiers vérifiant la condition 1 <k<Cw, v>1,

#

on a

o 2y
(98) PALMOIES !
ge=1

quel que soit x extérieur & tous les intervalles (T, @)y, 1 <<m< 2,

Démonstration. Soit # un point queleonque, extérieur & tous.
les intervalles (z,, &), 12 m< 2w Trois cas sont & distinguer:

1°, Le point  est & droite de l'intervalle (x,,,) et & gauche
de Yintervalle (2,4, %5y ), O m est un entier quelconque vérifiant
la condition 1sCm<<m—+ 1<

20, Le point 2 est & gauche de tous les intervalles (zx,, ),
1=m=2

3% Le point 2 est & droite de tous les intervalles (z,, z),
1<m=<29

Examinons le premier cas. Nous aurons

m+1 1

Ik2 o

—+k2’p< <

~ et, par suite,

1 1 |
1>va—m> P>7ﬁ’ 1>_m—|—1-—vw>—;)1-},
va:—_—s>wxm(s+1)>0, 8 < m,
t+1)—rvz>s—2v2>0 s>m,

1Oy m ()'<llg m+1—-—vx)._|_|1g(,,x_m)‘ 2[]g—~'

lg» lg'v

| 6\,,,(:& ""fv aH (3’) fv,-(x)

_ iglve—(s+1)] —lg(va—:s) <0,
, lgv

8ya (@)= 1g(3+1“'”1§)w gl —va)

s<m
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On a, d'autre part,-pour 1< m < 29,
l<ve<<m—+ 1< 2, 1<2v 41 —v2<< 2041

- ef, par suite,

O<lglvo) < 2lgy, 0<Ig2p-F1— va) <lg(2v 4 1) < 3lgy,

. > 1.
On obtient done
2v 2y , m—1
210, @I< Y 18,0 =| 36..@)|+ b,.0) +
T, 'T’ -
. HD @ =A@ =S @+ 8@ +
s=mt1
g (vx—m)| - |lgvxi
-+ 5fv,2v+1(x)—fv,m+1(x)i < k4G 1;2”—}— et -+
"]—‘idv,‘m('”)%‘{‘ g2y 41 —-—-wx)}lg; lgm—4+1—wva) <13,

ce qui donne l'inégalité (93).

On prouve de la méme fagon l'inégalité (93) dans les cas 20
et 3% ce qui établit le lemme & démontrer.

On peut obtenir une propriété analogue pour les fonetions ., (¥),
définies dans le § 4 de la premitre partie de cet ouvrage. Nous
rappelons tout d’abord la définition des fonetions w, . (y).

Ktant donné un intervalle queleonque (a,b), nous avons posé

Wy,m(y) =0, .. [x®)] - Vo—a) . ¥ (v),

ol

(94) 2(y) =tg [——%-}- ) ﬂ]

b—a

Les fonctions 4, ,(y) aiusi définies forment pour » fixe un
systeme de fonetions orthogonales dans Dintervalle (a, b).

Nous allons démontrer pour ces fomections le lemme suivant:

Lemme 6. En fous les points y de Uintervalle (a,b), extérieurs
& un ensemble II,,

(95) Mes 17, < 209
| %)
subsiste U'inégalité
- 2y
, 8
(96) D v < C#
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ot b est un entler défini dans le lemms précédent, ¢est-d-dire, 1 <k &y,
et C ast une comstante absolue.

Démonstration Posons @ == x{y). On voit immédiatement
de la relation (94) que z crolt de — oo b == co, lorsque la valenr
correspondante de y oroft de a 4 b. Désignons par ¥, ¥. les va-
Jeurs de y correspondant aux valeurs . %, de la variable .z Aux
points  de Pintervalle (., Zm) correspondent alovs les points 7 de
lintervalle (¥a, yn) €t Yon'a

| wm"’xf" X (ym)y ‘T:n == Y (y:u)'
Pour caloulor la longueur de lintervalle (yu, Yuh 055 ML 2,

posons
' i g dre o (- ¢) 78

d'oli '
77 o, . , ,
| T B, g Do 535 b Oy, iy =BG
) I I Sl A (b a) e 4.4 +-b
‘ ym"“"“‘ ‘ﬂ. ) ) y 'm""“"‘ - "”;:a'*"'” .
Or |
(98) Wy S iy v i,: — 75%73 =2 '}j - 7%& >0, mz1;

il vient done des trois premidres relations (97),

F>a>a>0 m>1,

et par suite,
' T

0<a;.--a,,,< “§.

On & alors des relations (97) et (98),

, (b—a).(dy—a) b—a,
Yu """"_ym == . w"} < “"‘;{“" tg (am - am)

i

b—a -~ @, _(b—a)(@,— 2
n l-z,.2, 7 '
On obtient done de la définition de x, et a,,

| , 2 (b —
(99) Ym = Y < --~»(-—m?), m =1,

Posons
(100) o =— b gt ’;m ”%
k

An——
potura—y
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et solent ¢/, ¢” les points de l'intervalle (a, b) définis des relations:

, (¢ —a)m " —
oy e=—74 ; , a 5t (“b___‘f’?.
On obtient immédiatement
(b—a). a+b v (b—a).a”  ad-b
o=y =t

et, .par suite, en vertu de (100),

(102) c’~azb—c”=b;a’
Désignons par II', I'ensemble de tous les points ¥ compris dans

les intervalles (a, '), (¢”, b) et (Ymy Yahy 1 ZmZ 20, 11 résulte de
(99) et (102),

Mes 1T, <4(b—-—a)+ (b — a)<4(b——-a)
k:o: ]52
c'est-b-dire, nous avons I'inégalité (95).
Détermmons la valeur de la somme

2! Yy,my),

le point y étant en dehors de I'ensemble I7,. On a, en vertu de
la relation (94),

Vo —o) 7 () = —.
cos [___ Zy (-.y_—f_)_’fJ

I1 vient done de (100) et (101),

(103) Vo — 9.2 W) <— LAY ]
sin (—)
&)
quel que soit le point y compris dans Vintervalle (¢,c”), ot O’ est
une constante absolue.

Lorsque le point y est extérieur & tous les intervalles (Y + Yk
1=Zm=2v, le point correspondant z = y(y) doit étre extérieur
& tous les intervalles (z,, #), 1=m<2». En tenant compte du
lemme 6, on obtient alors l'inégalité
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2y :
(104) szl <13
m=]1

qui subsiste, quel que soit y extéricur i tous les intervalles (y,,, y.),
1€m<2y, |
Or les points de I'ensemble II, sont & la fois intérieurs i l'in-
tervalle (¢'. ¢”) et extérieurs & tous les intervalles (i, y,.), 1 << 2.
En posant C==13 C’ et en tenant compte de la définition des
fonctions ¥, ,(y) et des inégalités (103), (104), on voit done que
linégalité (96) subsiste en tout point de I'ensemble I7,. Le lemme
6 se trouve ainsi complétement démontré, pnisque la mesure de
I'ensemble I, vérifie la condition (95).
- Nous désignerons dans la suite par x la vsriable indépendante.
Dans les §8 D et 6 de la premiére partie de cet ouvrage nous

avons défini les deux systémes de fonctions v;i;\,‘,,, (x) et gy,.(2),
1<{m < 2w, possédant les propriétés suivantes:

10 Les fonetions 1y, (¥) sont définies dans un intervalle arbi-
traire (a, b) et l'on a

(105) Yo (@) — Py () < 3

en tout point d'un ensemble &, dont la mesure et supérieure
& b—a — ¢ ¢ étant un nombre nositi{ .queleconque, donné d’avance.

b

(106) o f [Py () — oy ()]} dot < 6

a

30 Les fonctions %v,m (%) sont définies dans Iintervalle (a, c), ob
c—a=2(b—a)
(107) 40 2y W@ =1, . (), 1<<m< 2y,
dans lintervalle (a, 5).

N/
(108) 50' i‘x%m(a}) l < l/bi—-ﬂ elv 1 {m{?’u,

dans Pintervalle (b, ¢), ot N’#MQ&J— 1) et & est un nombre po-
sitif, ne dépendant que de &, tel que -

lil‘h 8' prasenc O,

&0
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6°. Les deux fonctions queleonques Zyym (%) O 2y, (@), m=m,
1Zm&2y, 1 <m' < 2, sont orthogonales dans lintervalle (a,c).

Nous prendrons dans la suite le nombre ¢ assez petit, pour que
les inégalités : a

b—a N’ 1
109) e —= —
(109) STro V=t <%
solent vérifiées. On peut démontrer dans ce cas le lemme suivant:

Lemme 7. En tous les points de Vintervaile (a, ¢), extérieurs & un
ensemble IT,,, -

110) | MesIT, <=9
| R
subsiste lindgalité -
) 2v
i D ltnm(@)| <HMB,
ne] ‘

ou H est une constante absolue et k est un entier quelconque vérifiant
la condition 1 < k<. | '
Démonstration. Posons

II, = I, +-Cs8,,

ol I7, est 'ensemble défini dans le lemme 6 et C8, est Iensem-
ble complémentaire 4 &, par rapport & lintervalle (g, ¢).- On a, en
vertu des inégalités (95) et (109),

Mes I, <200y P

k% %
d’oli l'on obtient I'inégalité (110), en tenant compte de la définition
de l'ensemble IT%, et de la relation ¢ —a==2(h—a). Nous allons
démontrer que l'inégalité (111) subsiste en tout point extérieur
& 'ensemble 71, ot H est une constante absolue, convenablement
choisie. | ' .

* Soit, en effet, z un point arbitraire, extérieur. & l'ensemble IT,
et par suite, extérieur & chacun des .ensembles I7, et C8&,. Deux
cas sont & distinguer: - |

1°. Le point # considéré est compris dans lintervalle (a,b). -

2°. Le point = est compris dans l'intervalle (3, c). |

Dans le premier cas le point x est un point de l'intervalle (a,?)
qui appartient A l'ensemble &,, mais n'appartient pas & lensemble
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II,. On obtient done, en vertu de l'inégalité (96) et des conditions
(105), (107),
PAY

D120n@ 2 W@ |+ Y W@ —vy,u@)] <

=] m=] ms=|

1
<CB4 < H

ot H=C-1, cest-i-dire, on obtient Iinégalité (111).
Dans le second cas on a, en vertn de linégalité (108) et de la
seconde inégalité (109),

2y
S <t<HH
me=] [
puisque H=C-+1>1 et k > 1.

L’inégalité (111) subsiste donc en tout point x extérieur i I'en-
semble II,, ce qui établit le lemme % démontrer.

Dans la premiére partie de cet ouvrage nous avons désigné par
%v,m (%, 4) les fonetions g, (), correspondant & un intervalle quel-
conque A = (a,c). Nous désignerons, de la méme maniére, par IT’, (4)

Pensemble IT', correspondant & lintervalle 4.

§ 9. Aprés ces préliminaires on peut passer i la démonstration
du théoréme 7, énoncé dans le § 3, Soit w (n) une tonction positive
quelconque vérifiant la condition |

(112) w(n) = o [(lglg n)?] 1).

Sans restreindre la généralité de la démonstration, on peut sup-
poser la tonetion w(n) supérieure & wun, |

w(n) > 1.
Posons, ensuite, '
w (h) =1w (Qh).
Il est clair que la fonetion positive @ (k) vérifie les conditions
(113) oW =0llgh? ©(#)> 1

Nous nous servirons dans la suite des résultats 4tablis dans lo
§ 7 de la premiére partie de cet ouvrage, en remplagant la fonetion
w(n), qui figure dans la relation (36) de ce paragraphe, par la fone-

') Comme il & été déja remarqué, nous consid®rons dans la démonstration
du théoréme 7 les logarithmes & base e. |
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tion @ (k), pour laquelle subsiste la premiére relation (113). On
obtient ainsi une sunite de fonetions

Qpl ('Z‘)'J wz (‘x)'t 14!);3 ("L')y sy wh (-Z), e
et une suite de nombres entiers croissants
(114) | D=2 <7, <9<... <o, <
possédant les propriétés suivantes:

1°. Les fonctions 1w, (x), h=1,238,..., sont deux 2 deux or-
thogonales dans l'intervalle (0, 1). :
20, La série . ‘

(115) SY P, (:c)

h==]

e r e ow

diverge presque partout 1).
30 1

(116) 0< flpna)rde =<

ot Nyg=0, Ny=1+42 (2, |, Fvs+.ooFv). >0, et (¢ est

une constante absolue.

4°. Quel que soit £ >2, il existe un systeme fini d’intervalles
A, obtenus par une subdivision convenable de Iintervalle (0, 1), dans
chacun desquels, les extrémités exclues, subsistent les relations

(117) V(@)= 20,0 (x 4)
pour tous les valeurs de b vérifiant la condition
N, <h=<N,

o A =h — N, el, par suite, 1< << 29,

2 ¢
v, g v,)?’

Ny <A, k2,

Bbo, o) 1
(118) (gh)? <
pour tous les valeurs de /4 vérifiant la condition A > »,.
(119) 8o, Ne<3w, k=2,

La relation (117) et les inégalités (116), (118), (119) sont obte-
nues respectivement de la définition des fonetions W, (x) et des iné-
galités (42), (88), (40) du § 7 de la premidre partie de cet ouvrage

(p. p- 102, 99 et 100).

') Toutes les fonctions figurant dans la démonstration du théoréme 7 seront
définies dans Dintervalle (0, 1). '
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Soit R

P, =Z1I, (4),

ob la sommation doit étre étendue & tous les intervalles A figurant
dans Vénoncé de la propriété 4°; des u,(x) et II', (4) sont les en-
sombles définis dans le lemme 7 du paragraphe précédent. En te-
nant compte de ce dernier lemme, il vient de la propriété 40
une autre propriété des fonctions ¥, (@) qui peut &tre énoncée comme

il suitb:-
79, En tout - pomt x extérieur a I’ensemble P, subsiste l'inégalite

(120) 2|wk(mn< B k>,
h=uN; 1+1

ot H est une constante absolue.

Pour la mesure de l'ensemble P, on obtient de linégalité (110)
du paragraphe précédent: |
(121) MesP,< . SA="2 1>2

| % S

ol FA=1 est la somme des longueurs de tous les intervalles 4
définis dans 'énoncé de la propriété 4“ des fonetions Kz (z).

Posons

(32) l/f (¥ (x dx = Cny whix) = _@,,(x), h2=1, 2; s N

h

o, en vertu de l'inégalité (116), les nombres ¢, vérifient l'inégalité

20
(123) 0 <a<< RITTAL Ny < A=< N,,
et par suite, sont tous différents de zéro. En tenant compte de la
propriété 1° des fonctions w, () et des relations (122), on voit im-

médiatement que les fonctions @,(x), h =1, 2 3,..., forment wun
systtme normé de fonctions orthogonales.
Soient

ot y 41 (.’L‘), Xa ("17), Xs (.’L‘), oy K (x), .

Gy gy Cgyenny Cray + »
un systéme normé de fonetions orthogonales et une suite de con-

stantes réelles, obtenus respectivement du systéme de fonections @, (x)
et de la suite de constantes ¢,, A = 1,2, 8,..., en omettant les fon-
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ctions @y (x) et les constantes vy #=1,2 8,... En tenant com-

pte des mégahtés (123), (118), (119), (118) et de 'inégalits ev1dente'

Ny > »,,
on obtient
v o 80
¥ Cy, R
et, par suite, la série
oG

a2
5 N,. €y,

k=1
doit &tre convergente. Il résulte done du théoréme 1 de la premlére
parlie de cet ouvrage (ou du théortme de M. Weyl)1), que la série

o2

=
2 ¢y, Do, ()

k=1
converge presque partout. La série (115) étant presque partout di-
vergente, on voit de la définition des fonctions yx,,(x) et des con-

stantes ¢,, que la série

o

(124) D)

m==]

diverge presque partout.
Posons
vy =0, N;=0; 'v,(-._.2af‘——1 Ni=w»+to+.. —}—fvu k> 1,
d’ott
(125) - N <N

En tenant compte de la définition des fonctions %n(x) et de la
propriété 7° des fonctions o, (r), il résulte qu'il subsiste, en tout
point en dehors de P,, l'inégalité

M , : :
(126) Y Gl <HEL k>,
mea VY J’—1+1 . .

ot H est la méme constante que dans I'inégalité (120). Les con-
stantes ¢, vérifient, de plus, l'inégalité -
20

v, (Ig,)?

(127) ¢,

m

v Nh—l <m< \" |

qul s'obtient immédiatement de l'inégalité (123).

) H. Weyl, Math, Ann., t. 67.

Fundamenta Mathematicas VII1.
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Désignons par = (k, ') le nombre entier défini par la formule

k—1

(128)  n(kh)= (II s ) B ISH S, k22,

et soit #' le nombre de toutes les valeurs de n (k, h'), k=2,3,4,..
1<Ch <<%, non dépassant ». Nous définirons les constantes «, et

les fonctions @, (z) par les conditions suivantes:

199 Buti, 113 = Cms 'E[S,,,,,, w) () = % (@), M= Nyy - I/,
(129) | E>0, 1< <, ;

(130) a, == 07 é;ft (w) — @n“ (w)a n" = Nn-—-n")

lorsque » est différent de tous les nombres n(k,h'), & =2 3,4....,
1<<H <. 1l résulte de la définition des fonctions &, (x) et y, ()

que la suite de fonctions g. (), n==1.2,3,..., ne difftre de la suit
de fonetions @,(x), h=1,2, 8,..., que par l'ordre de termes, Ou
voit done que les fonctions ¢, (x) forment un systdme normé de
fonetions orthogonales.

Il nous sera nécessaire, dans la suité, de transformer l'inégalite
(126), en introduisant les notations donndes par les rélations (129),
(130) et (128). I vient ainsi, en désignant par H la méme constante
que dans linégalité (126), |

nk-1, 0) R

PARIXCIRS A%
et Q4L |

quel que soit le point x en dehors de I'ensemble /.. On a de méme

de (130), | -
k41,0 utk4=1, 0
(132) ! s au (pn f 2 l a m"
n=nllky h'—] )41 us=n Ry W)

‘Gidentiquenient dans l'intervalle (O 1).

Soit w (n) la fonetion figurant dans I'énoncé du théoréme 7. Nous
allons démontrer que

(32) Zw(n).aﬁ

me=]

est une série convergente. Il vient, de la défnition des nombres
Ni, n(k,l), Ny et des relations (119), (125).
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k< Ny (k—1)"% 1 ke, h) < B < o,
Pis g n(kA), lelgn (b, h) <lg (W lg ) < H'lgw,, k>2

— =y
ol H’ est une constante absovlue. On a doune, en tenant compte de
la fonetion @ (k) et -de I'inégalité (118)

© [*].g,i’:_(!“’h)

H

¥, Ny lg2 ,
wln(k, )] = Tglgn (, wype - 'elg (B ) <
! 2
(133) <o gy

T (i)

En combinant les relations (128), (129), (130) avee les inégali-
tés (127), (133), on obtient finalement

n ka1, 0) 'V; |
2 w(n). al = 2 wn(k, h')]. 2 <
n =n(k, 041 =1
. H (gv)pr 20 4H C . ,
< (g2 (k—1) 9, (Igwge " < (g2 E—1)r’ m=N.,+K.

E>2

d’ott il résulte la convergence de la série (32).
Démontrons maintenant que la série

(134) S 0@

nw=]

n'est pas sommable presque partout par le procédé de Poisson.
Soit P lensemble limite complet des ensembles P,. I résulte de

linégalité (121) que la série
ZMes P,

converge, et par suite, en vertu d'un théoréme déji cité 1),
Mes P=10, MesCP =1,
ou C P est I'ensemble complémentaire & 2,

Désignons par (¢ 'ensemble de points de divergence de la série

Y N. Lusin, Lintdgrale et la série trigoﬂométrique, Moseou, 1915, p. 38.
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(124), et soit £ la partie commune des ensembles C P et G,
]L::(G.P,G) Ona ‘

Mes G =1,
et par suite,

Mes =1

Nous démontrerons que la série (134) n’est sommable par le
procédé de Poisson en aucun point de l'ensemble k. En posant
m=N,_,-h" et en tenant compte de la définition des nombres
N, on voit qua toute valeur entidre de m, mZ==1, il correspond,
d’'une fagon univoque et réciproque. une couple de valeurs entiéres
de k et A’ vérifiant les conditions

k=2, 1< <,

de sorte que les expressions
1

: wimy
(185) n (b h” — 1)==n(m), (1 B ’"1) =7,

ke

I

ne dépendant que de m. Nous introduirons les abréyiations

(136) S@m)= Y .0, 0, (@),
n=1 .
| n'mj
(137) S(x’ m) — 2 @,. (p‘n ('T)7

nw=my
nimj

a (.Z‘, '772) 22 (1 - 7":;1) -y ¢ﬂ (.Z’)?

TES

B (2, m) =21 T - @, (7),

d, O'l‘,‘l | n=nin -1
(138) : 2 (x‘, m)———- S(:L‘, Tn) ] (x’ 7”) + ﬂ (x’_”?l).

L'ensemble E étant la partie commune des ensembles O P et @,
tout point de E est en dehors de l'ensemble P, et par suite, il ré-
§u1te de la définition de ce dernier ensemble ciu’il correspond
a chaque point z de £ un entier p (%) tel quele point z considéré

est extérieur & tous les ensembles P, kZ>=p(x), x étant un point
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quelconque de P'ensemhle Z il vient donc de l'inégalité (131) et de
la premidre relation (13b),

atm) k41,00
D lebn@l< 5, ¥ o <HH,
(139) nen(k0)41 n(t+1,0) wn=n(h,h')
- 2 [an.qyn(m)}<Htg,
n=n(t, )41

quels que soient les entiers # k, m, A’ vérifiant les conditions
p2) <<t plo) << k, m=2N,_+#, 1 S <Ko,

ou H est une constante absolue définie plus haut.

Considérons séparément chacune des deux expressions & (x,m)
et §(x,m). On a des relations (135)

1
O’<1'~"’?,,...<...F, ngn(m),
4

et par suite, en combinant la dernitre inégalité avec les inégalités
(139), il résulte de la définition de I'expression & (z, m):

k=1 n(t+1,0) n{m)

_ 1 o~ o
@ (2,m)| < —5 [di(x) +2 Jav@i+Y lan-¢(w)l]<
k1 t=p(ax)}+1 me(t,0)-41 ne=nlk, Q-1
1 2H
<13 @ () 10
ks k%
olt .
| plx) n{tH1.0
@)= 3 |o.p.(@)],n(1,0)=0.
t=1  n(t,Q)41

Or le nombre % croit indéfiniment avec m et @ () ne dépend
que de z; il vient donc pour le point 2 considérs,
(140) lim a(z,m)=20

En tenant compte de la premitre relation (135) et de I’identité
(132), nous écrirons l'expression §(z,m) sous la forme:

nfk-41.0) a(k+2,0)
B (z, m) = 5 Y Qe @, (2) = 2 Yme 8, . @, () +
n=nlkih') n=n(k41,041
oo n(HHLO) *

(141) —}—Z 2 re.a,. @, (z).

tmakt2 n=n(t, 01
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D'antre part, il | vient de la relation (128) et de la premiére re-
lation (13B), |
149 n (k) oz n(m) ks 1N < 7
(142) (t0)>n{m)k.{t-—~]r—-—1) t>=k -+ 2.

Or. a, de plus, les inégalités évidentes

) .
143) & <aid p—rE<8r.u—BE—k—1). (k42
- r. < 1.

n~

Fin posant

Qk — ?,.ﬂ(m) R

et en combinant d’une part (141), (142), d'autre part (139), (143),
on obtiert pour le point z considéré, A

| 8(e,m)| < 2Ho, (k—}—l)‘z -+ 8 Hg, k% 2 (t—k)(t—k 1)¢ —

tom )
9
A " 2‘ e
(144) < H' .k \1+,1~ k)s)
ou H” est une constante absolue. On a de la seconde relation (135)
ka
11

et pur suite, en posant ks =p,

(1 1 P}‘-éz 2
g =\{1l~- “}5‘;) < (;)

pour toutes les valeurs de #, suffisamment grances. Il vient done

lim %, 0, =0,

K20

4
Vi

d'ou il résulte, en vertu de (144),
(145) ‘ lim g (z,m)=0.

M

Nous allons démontrer qu'au point 2 considéré I'expression 3 (x, m)
ne tend vers aucune limite, lorsque m croit indéfiniment. On a de
(138), (140) et (145),

lim [3 (2 m) — - S(@,m)] =

C -0

et par suite, il nous suffira de démontrer que lexpressmn S (=, m)
ne tend vers aucune limite pour m — oo,
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En se servant de (129), (130), de la premidre relation (135) et
de la relation m = N,;_; 44/, donnant la correspondance entre m
et &, b, on écrira la relation (137) sous la forme:

m--1

S@m= 3¢ 1 (@)

g=1

c’est-a-dire, S(x,m) est la somme de m—1 premiers termes de la
série (124). Le point z considéré appartient, par hypothése, & I'en-
semble B et, par suite, & I'ensemble G, puisque

E=(CP, &)

Or lensemble G est formé de tous les points de divergence de
la série (124); il résulte donc que 2 est un point de divergence de
la série (124), d'ot T'on voit, en vertu de (146), que l'expression
S(z,m) et, par suite, 3 (z,m) ne tend vers aucune limite lorsque m
croit indéfiniment.

Il vient de la seconde relation (135),

hm 7r,=1.

En tenant compte de la définition du procédé de sommation de
Poisson, on voit donc de la rélation (136), qu'au point z considérs,
ot par suite, en tout point de I'ensemble X, la série (134) n’est pas
sommable par le procédé de Poisson,

Posons

lorsque z appartient & l'ensemble £ et

en dehors de E, ou a, =a,, pour a,53=0, et q,=1 dans le cas
contraire. Comme

Mes E=1, |

il résulte immédiatement que les fonetions ¢@,(2), n=1, 2, 3,...,
forment un systéme normé de fonetions orthogonales et que la série

20

() PR

ne=1
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diverge partout. Le théoréme 7 se trouve donc complétement dé-
montré, puisque la série

| o i
w(n). a;
(32) | Dwn)
g=I
com:rerge ot w(n) est une fonction positive arbitraire, assujettie
4 une seule condition

w(n) == o [(Iglgn)?]

§ 9. En combinant les théorémes 6 et 7, on obtient immédiate-
ment le théoréme B, c'est-h-dire (Iglgn)? est la fonetion limitrophe
pour le procédé de Poisson et pour les procédés de Cesdro de
tout ordre positif, Il en résulte que toute fonction positive 1w (n),
vérifiant la condition

(146) w(n) = o [(Iglgn)2),

n'est pas une fonction de M. Weyl pour les proeédés indiqués.
On peut se demander, #il existc un procédé de sommation linéaire
pour lequel certaines fonetions de M. Weyl vérifiaient la condition
(146). Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Théoreme B. Quelle que soit la fonction positive w(n) vérifiant
la condition
(14 Lm 1 (n) = -} oo,

4l ewiste toujours un procédé de sommation linéaire pour lequel w(n)
est une fonction de M. Weyl.

Démonstration. Soit w (n) une fonction quelconque vérifiant
les conditions du théoréme. En vertu de (147), il existe une fone-
tion positive k(n) possédant les propriétés:

1% h(n) est une fonction continue, croissante et positive, définie
pour toutes les valeurs positives de .

20, ' h(n) < w(n)

pour toutes les valeurs entiéres de n,n > 0.
3. Ch(n4-1) —Rn) <1, a>>0.
40, | lim A(n) =+ oo

En vertn de la propriété 29, il suffit de démontrer le théoréme
8 en prenant la fonction h(n) an lieu de 1 (n)

4
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Désignons par H(g) la fonction inverse de la fonetion h (n),
c’est-a-dire, la fonction vérifiant la condition
(148) | hi{H ()] = o,
et soit

Il résulte des propriétés 1° et 49 de la fonction A (n) que H{g)
‘est une fonetion positive, uniforme et croissante, qui tend & I'infini
avec ¢. On a. de plus, en vertu de la propriété 3°,

ko < kpy 0> L
Nous supposerons dans la suite que ¢ est un nombre entier.

Soit @, (z), n=1, 2, 3,..., un systtme normé quelconque de
fonctions orthogonales et soit a,, n =1,2.3,..., une suite de con-
stantes réelles telles que la série

(149) | Dhn.al

nent

converge. Désignons par S(z,2) la somme de # premiers termes de
la série |

oo

@ | Da..0.)

=1

Nous allons démontrer que l'expression S (z, k) tend presque
partout vers une limite déterminée lorsque ¢ — co.
Posons & cet effet

Pa— TR
A1=+\/Zazf A,,::+\/ @,

(150) ‘ ‘ n=1 “’kg~1+1
Sl k) g oo S k) — S(a ky)
o 4, ¢
Les fonetions @,(x), o=1,2, 3,..., forment, évidemment, un
systeme normé de fonctions orthogonales et l'on a

D, () =

e
(151) S(z k)= 3 A,.0.(x)

sl

En tenant compte de la propriété 3° des fonctions A (n) et de la

relation (148), on voit que l'inégalité k, , < n, entraine l'inégalité

o< C h(n),
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olt ( est une constante absolue. Il vient done de (150)

Yo
e <. Y h(w.al,

n:ke__] 41

-ZQ'AE"

¢=1
doit étre convergente, puisque la série (149) ecouverge. Il résulte
alors du théoréme déjh cité de M. Weyl que la série

(152) 2‘ 4,0,
=1

converge presque partout. En vertu de (151), T'expression S(z,k,) -

est la somme de ¢ premiers termes de la série (152); on voit done

que S(z,k,) tend presque partout vers une limite déterminge lors-

que ¢ croit indéfiniment, c'est-d-dire, la convergence de la série (149)

eutraine la convergence presque partout de la suite

(153) S k), S (2 ky), Siak)y..ey S@k),... 1)

Posons @, (@)= 1 lorsque n=~F, et a,(¢)=0 lorsque n =k,
On voit immédiatement que les quantités a,(¢) possédent les pro-
priétés 1% 20 et 3% énoncées dans le § 1, et par suite, définissent
un procédé de sommation linéaire 2). Il vient, de plus,

et par suite, la série

D (). 8(m )= S(z, k)

n=1 .

d'olt I'on voit que la série (2) est sommable par le procédé lindaire
considéré, puisque la suite (153) converge presque partout. Il en ré-
sulte que /(n) et, par suite, w(n) est une fonetion de M. Weyl
pour ce procédé, ce qui établit le théoréme & démontrer.

§ 10. Dans la troisiéme partie de cet ouvrage je donnerai la
démonstration des propositions suivantes:

') En posant dans cette dernitre proposition h(n)=1lgn, H(¢)=2¢ (nous
prenons lgn 4 base 2), on obtient la proposition indiquée dans le § 1 de la pre-
miere partie de cet cuvrage.

_ ’) Le nombre g figurant dans la définition des procédés de sommation ling-
aires, est égale, dans le cas actuel, & oo, |
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1. Quelle que soit la fonction w (n) vérifiant la condition w(n)==
=[(lgn)?}, i existe toujours un systdme normé de fonctions g, (x),
n=1,2,3,..., orthogonales et continues?), o une suite de con-
stantes a, tels que la série |

(2) 2 a,. P, (33)

diverge presque partout, tandis que la série

o0
z' w(n).a>
n=1]

converge.
2. Quelle que soit la fonction positive H(n) vérifiant lu condition
lim H(n) = - oo, il eriste foujours un sysiéme normé de fonctions

orthogonales @,(x), n=1,2,3,.,., et une suite de constantes a, pos-
sédant les propriétés:
10 Chaque fonction @,{x) ne- dépasse pas H (n) en valeur absolue,
dest-a-dire,
“pn(x)lgﬂ(n): Ogmsl n=1,2, 31-"5

20, La série (2) diverge partout.
3% La série

o0
2
n=1
converge.
3. Quel que svii le nombre positif € la convergence de la 3ér
N ey (e LY
S lgia)yllgy —
—1. \ Ia”}"

~ implique la conperenze presque partout de la série (2), ol les fone-

tions @,(z), n=1,%2,3,..., formen up systtme normé de “on~ ions
orthogonales et les constantes a, sont *:lles que lim o, = (.
‘ N OO

Par conséquen®, ;2 convergence de la sirie

t)’;
g !an%“—gz £>OJ -

yumY

inplique la convergence presque gartout de la série (2)..

”

1) Lies fonctions (7,(x) peuvent £ire priscs d*aillears périodiques de période 1.
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4 FEtant donné un procédé arbitraire de sommation linéaire et
une fonction positive w(u), assujettie & une seule condition w(u)=
=0 [(Igu)?], il existe foujours un systéme normé de fonctions @, (),
n=1,28,..., e une suite de constantes a, tels que la série (2)
West sommable en aueun point par le procédé considéré, tandis que

la série

converge.

18 octobre 1922,






