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Sur les correspondances multivoques
des ensembles. |

par

Dénes Konig (Budapest)

§ 1. Le problame.

Le but principal de cette Note est la démounstration du théoréme
suivant: | ‘ . ' :

A) S'il existe une transformation bi-v-ivoque entre deuz ensembles
quelconques M et N, il existe aussi une transformation biunivagque telle
qu'elle ne fait correspondre deur éléments que si ces éléments se cor-
respondent par la transformation bi-v-ivoque donnde. (v ést un nombre
naturel quelconque). |

Quant & la définition du terme ,transformation bi-»-ivoque¥,
nous disons qu'il y a une telle transformation entre les ensembles
M et N, si & chaque élément a de M correspondent » éléments de
N et inversement. Mais ces » éléments ne sont pas forecément des
éléments différents: nous associons & la correspondance d’un élément
a de M i l'élément b de N une multiplicité (finie) et en disant
qua Uélément a de M correspondent » éléments de N, nous enten-

}

drons par cela que les ¢léments de N qui correspondent. & 1’dlément
a de M étant |

biy bay...y b, (=)
et ces correspondances ayant respectivement les multiplicités

81’ 32,. .o’ss‘u"

on a pour chaque élément ¢ de M la relafiun: |

.s[+82+-,.+s!"‘-=’”_
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Nous exigeons en outre que, si Ja multiplicité de la correspon-
dance d'un élément a de N & I'élément b de N est s, alors la mul-
tiplicité de la correspondance de b & a soit également s.

Nous allons d'abord formuler un théoréme plus général Bj et
nous démontrerons qu'un cas particulier de ce théoréme B) est
équivalent au théoréme A). |

Pour formuler ce théoréme B), introduisons quelques notations.

Soient M et N deux ensembles quelconques sans élément com-
mun et P==MN l'ensemble de couples non ordonnés (a,bd) tels
que des deux éléments a et b un appartienne 4 M et Pautre & N.
On posera (a, b) = (b, a). Soit G un ensemble (d’8léments quelcon-
ques) dont chaque élément correspond & un seu! élément de P. Si
élément g de G correspond A P'élément (a, b) de P, nous dirons
aussi qu‘il correspond aux éléments a et b de M -+ N. Nous sup-
posons que le nombre des éléments de G qui correspondent & un
élément a quelconque mais fixe de M -+ N, est fini. Alors le nom-
bre des éléments de G correspondant & un élément quelconque
(a,b) de P sera également fini pour chaque élément de P. Nous
désignerons les éléments de G correspondant & I'élément (a, b) de P,
g'il en existe, par -

(@ D)1, (3, Bls- .-, (a, ).

Dans la suite nous nous occuperons des ensembles G définis de
la fagon que nous venons de déerire. Quand nous parlerons d'un
sous-ensemble de (7, nous supposerons toujours pour ses éléments
la m&me correspondance aux éléments de M 4+ N ou de P que celle
qui était donnée pour cet élément en le considérant comme élément .
de G. | -
~ Notre résultat le plus général peat se formuler maintenant de
la fagon suivante:

B) Si, pour un nombre naturel v, il y a au plus v éléments de
G correspondant au méme élément de M+ N, alors on peut décom-
poser 1) G en une somme de v parties "

(1) G=G+G+... G,

1) Nous employons le mot ,décomposition* toujours dans le sens que les par-
ties sont, deux 4 denx, sans élément commun. C'est seulement dans ce cas que
nous écrirons des égalités du type (1) et que nous parlerons de sommes () d’en-
sembles. ' ‘ '

8*
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(certaines de ces prrties powvant élre vides) de inanidre que, dang
chacun des (1, (i==1,2,..., ») il y ait wn élément au plus Correspon.-
dant an méme éément de M 4 N.

Avapt d’entrer dans la démoustration de ce théoréme, counsidé-
rons un cas particulier, celui ol & chaque élément de M ~+ N cor-
respondent exactument v éléments de (7. Dans ce cas, le théordme

~ B) exprime qu’d chaque élément de M 4~ N correspond un élément

et un seul dans G, (i=1, 2...., ). Cette conséquence particuliére
de B) peut done étre formulée de'la fagon suivante:

C) St a chaque élément de A + N correspondent eractement » élé-
ments de (. alors G posséde wn sous-cnsemble Gy tel qu'cy chaque élé-
wment de I -{— N correspond wn élément et wn seul de @y.

Le théordme A4) est une conséquence immédiate de ce théoréme.
Soit. en effet, dounée, entre A/'et N, une correspondance hi-p-ivo-
que. Nous définissons P'ensemble ¢ de la fagon suivante. Si la mul-
tiplieiré de la correspondance entre un élément « de M et un élé.
ment o de 2V est s (=1), alors nous introduisons s ¢léments (a, b),,
(@, b)g,. .. ‘(a,‘/ﬂ“ et l'ensemble G+ soit, par définition, l'ensemble de
tous ces éléments (a, b), ol @ prend les valeurs 1, 9,.... s, le nom-
bre s dépendant des ¢léments a et b, Sl les éléments a et { ne se
corvespondent pas par la eorrespondance bi-v-voque donnée, alors
aucun élément de la forme (a, b), ne sera introduit. En faisant cor-
respondre .uu élément (g, b), de ¢ & I'élément {a, b) de P done
a I'élément a de M et & 1'élément 6 de N, on voit que les condi-

?
tions du théoréme C) sont vérifides. In appliquant ce théoréme,

on arrive au théordme A). |
Ce raisunnement montre aussi que, lnversement, le théoréme 4)

‘implique le théortme (); ainsi I'équivalence des théorémes 4) et C)

est dtablie,

§ 2. Le cas des ensembles finis.

Pour démontrer le théoréme B)., d'abord pour les ensembles
finis, nous aurons & nous servir du théoréme suivant:

Dy Soit (a, b), un dlément quelconque de G, les aubres éléments
de G formant Uensemble @' et supposons que le nombre des éléments
de G correspondant ay méme dément de M+~ N est, au plus, égal
& ». Si on peut décomposer G' en une somme m:‘] Gy (certains

‘ frn ]
des G{ powvant étre vides) de manidre que, dans chacun des
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G (i=1,2,..., ») il y ait un élément au plus correspondant «u méme
élément de M — N, alors une telle décomposition existe également pour
G, avec le méme nombre v.

Dans la démonstration de ce théoréme, il faut envisager deux
possibilités. ”

‘@) Un des » termes, G, jouit de la propriété suivante: aucun
élément de G ne correspond & a, ni & b En adjoignant dans ce
cas U'élément (a, b), 2 G, cest-i-dire en posant

G, = }; + ‘{(a; b)a}a
Go= G (i k),

on obtient une décomposition de (i

G=0G+ G+ ...+ G,
qui est de l'espéee annoncée.

) Supposons maintenant qu'aucune des parties ) ne jouisse
de cette propriété. Puisque Iélément (q, 4), de G u'est pas contenu
dans G', il'y a au plus » —1 C¢léments' de ' correspondant & a.
Il existe done une partie G} qui pe contient pas d’é¢lément corres-
pondant & @ et de méme une partie (; qui ne contient pas d'élé-
ment correspondant & 5. D'autre part, & contient certainement un

élément correspondant & a, car, dans le cas contraire, nous serions
dans le cas &). On a done k=1

. 1
De la décomposition supposée- ' = X G, .nous déduirons une

l=1

autre G’ 3 G;" qui nous rameénera au cas @).
1]

Nous pouvons supposer gque a est un &lément de I et b de V.
Nous, savons qu'il existe un élément (a, b,) de G, correspondant i a.
Soit, 8'il en existe, (b, a,) l'élément?) de G} correspondant a b,;
(a1, by) I'élément de G ”’,’, §'1l en existe, correspondant i a;3- (b;,ay)
Iélément de G, §’il en existe. correspondent & b, et ainsi de suite.
La sulte S |

(8) (a bi)y (by, @), (aq, bs), (Bs, g), ..

est bien détermmée par ce qul précede, elle peut S'arréter b un

1) 11 faudrait derire} A la rigueur, (o, b,},, bi, 1).8» .. ag lien de (a. b,),
(bys @y)y... Mais Pomission des indices n'aura aucun inconvénient, cir nous n’au-
TOns pas i pa.rler de deux éléments de G correspondant an méme élément (a,, bg)

de P
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certain élément et alors elle est finie. Les a, appartiennent & M,
les b, & N. Les éléments de cette suite appartiennent alternative.
ment & G, et & G,. Done, en posant

S,"-——-{(a, Di)s (@qs By)y ooty ) = {(bia ay), (b:!) ay), . -.},

ol on a

S = Sz+ Sk)

S, et S, sont des sous-ensembles de G, et G, respectivement. Suient
T, le sous-ensemble complémentaire de S, par rapport & G et 7,
le sous-ensemble complémentaire de S, par rapport & (4; cest-
-i-dire |
=841, GG=58+T,
et posons encore |

| G'=8-+71T, ¢ =8+ T,
de fagon & avoir

G+ G=0a"+ G,

En remplacaut dans la décomposition supposde

@ =G+t GG ..+ G,

le terme G, par G et G, par G, on arrive & une nouvelle dé-
composition de G': -

(I G =G4 G o G A

Cette décomposition remplit également les conditions du théoréme D).
Pour le prouver, il suffit évidemment de démonirer le fait suivant:

a) Il W'y a, ni dans G, ni dans G, deuzx ¢léments correspon-
dant au.méme élément ¢ de M - N.

‘Nous avons & distinguer six cas:

19 z n'est pas un élément de la suite

(1) - a,byy ay, by, ay,. ..

Si, dans ce cas, il y avait deux éléments g, et g, de G cor-
respondant & x, alors g, et g, Détant pas des éléments de S, tous
les deux seraient contenus dans 7,, done dans @,, contrairement
& I'hypothése que nous avons faite sur la décomposition (I). Le rai-
sonnement reste le méme si on remplace G, par @'

2%. #=a. D'aprés la définition de @ et de @, il y & un élé-
ment dans G; (c'est le premier élément (a, b,) de S) eorrespondant
& z=q et ancun dans G,. La somme @, + Gh= G, -+ &' con-
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tient donc exactement un de ces &léments: mais alors ni G, ni
G, ne peuvent en contenir deux.

3°. & = @a,, a, n'étant pas le dernier élément de (1). Des deux
éléments

(bp, a,) et (ag, b9+1)

de S ecorrespondant & a,, le premier est contenu dans S,, dome
dans Gi. le second dans S, done dans GY. Aucun autre élément
de G7, ni de G, ne peut correspondre i ay, car dans le cas con-
traire, la somme @' 4 G’ = G, -+ G; contiendrait trois éléments
correspondant & a,, contrairement & lhypothdse que @) et G| en
contiennenl un seul au plus,

4° = be’ b(J n’'étant pas le dernier élément de (1). On voit de
la méme fagon que les éléments

(@1, bg) € (b, ay)

sont les seuls éléments de G, G — G + Gi' correspondant & b,;
le premier appartenant a Gy, le second & G,’. (Dans le cas Q-—I
on doit poser gy = a). :

b z=a,, a, étant le dernier élément de (1). Dans ce cas,
S a un dernier élément (b,, a,) et.aucun élément de G/ ne corres-
pond & a,, car, sans cela, la suite S pourrait étre prolongée au-deld
de (b4, a,). Il s'ensuit que G, -+ G, = &, + Gy ne peut contenir
plus d’'un élément correspondant & a,. Done ni &, ni @ ne peu-
vent en countenir deux.

6°. x =b,, b, étant le dernier élément de (1). Le raisonnement

de H° sapplique mot A4 mot.

Ainsi le théoréme a) est démontré et nous avons prouvé de cette
fagon que la décomposition (II) remplit également les conditions du
théoréme D).

Remarquons encore que &, ne conlient pas d'élément correspon-
dant & a. En effet, nous venons de voir (dans le cas 2° ci-dessus)
que G, -+ G, ne conlient qu'un de ces éléments, notamment (a, d,),
qui. appartenant & S,, est un élément de G; et non pas de G,

Montrons maintenant que G, ne contient pas d'élément correspon-
dant & b. Les seuls éléments de N auxquels correspond un élément
de S, sont &, by, by,... Mais b ne peut pas figurer dans cette suite,
car & un élément quelconque 6, de cette suite correspond un
élément (a,_, b,) appartenant & S,,'donc & G,. (Dans le cas i=1
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on doit poser &, = a). Or, nous savons qu 'ducun élément de @) ne
correspond & b. Il n’y & donc-dans § et, & fortiori, dans S, aucun
élément correspondant & b. De méme 7T,, étant un sous-ensemble
de @, ne contient pas non plus un tel élément. Comme on
a Gy =2S8,+ T, la méme chuse est vraie pour G7, ¢ q. f d.
Ainsi nous avons démontré qwaucurn dément de (7" ne corres-
pond & a, ni & b, La décomposition (IT) de G’ rentre dome dans le
cas @) étudié en premier lieu et le théoréme D) est démontré,
En se servant du théoréme D), on peut facilement prouver le
théoreme B) pour lé cas ou l'ensemble G est ,/i?zé. Si le nombre Y
des ¢léments de G est <C#, il suffit, pour arriver & une déeompo-

. sition cherchée, de ranger tous les éléments de & dans des parties

G, différentes de fagon que chaque (4, contienne un seul élément au
plus. On peat donc se servir de la méthode de linduetion com-
pléte et supposer le théoréme établi pour les ensembles & & y—1
éléments. Soit G' l'ensemble qu'on obtient en supprimant un élé-
ment quelconque de G. Si S posséde la propriété que le nombre
de ses éléments correspondant au méme élément de M - N est, au
plus égal a », alors I'ensemble G posséde également cette propriétd,
Puisque G’ ne contient que y — 1 éléments, le théoréme B) est, par
hypothgse, vrai pour (. Mais alors, daprés le théoréme 1), il est
également vrai pour G:

Le théoréme B) est demontré pour le cas ol Vensemble G est fiwi.

§ 3. Le eas des ensembles dénombrables.

Pour démontrer le théoréme B) dans le cas ol l'ensemble &
est dénombrable, nous aurons & nous servir du lemme suivant, sus-
ceptible de rendre service dans d’autres parties aussi de la théorie
des ensembles, -

k) Svit E,, E,, Ey,... une suite dénombrable, d'cnsembles finis,
non vides, et soit B une relation telle qu'dc chaque élément =, de
chague ensemble K, ., corresponde au moins un élément ®, de B, lid
@ x,, par la relation B, c'est ce que mous derivons sous la forme
T, Rz, (n=1,23,.). Alors on peut choisir duans, chaque ensem-
ble E, un élément a, de sorte que, pour la suite infinie a,, ay, ag,...,
on ait a,Ra,, (n=1,2,3,...).

Dans la démonstration 1), nous appellerons une suite finie (a,, gy vy

1) Cette démonstration est fondde sur uno idée que je dois & M. 8t Valké.
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a,) & n éléments, dont le premier appartient & E, , le deuxidme i £,
ete, une psuite S ou S.“ siona g Rag, pour i=1,2...,n—1,
Les m premiers éléments d'une S, forment évidemment une
S, (m <n) que nous appellerons un ,segment* de S,. 1l V & une

‘infinité de suites S, car & chaque élément figurant dans un des £,

correspond, par hypothése, une suite S, finissant par cet élément,
Tout revient maintenant &4 démonirer le fait suivant:

by Soit I un ensemble infini, dont les éléments sont des 5 et tel
quune certaine suite S,:

8% =={a;. a,..., a,)

est segment de chaque élément de 1. Alors il criste une suite S
désignons-la par Spy,, jouissant des dewr propriétés:
0 3 L * = hd N
10. 55 est un segment de 8§, et 20 Suyy ost segment d'une in-

u-3-14

finité de suites S.

II n’y a évidemment quun nombre fini de &, pour lesquelles
i =n. I posséde done un sous-ensemble infini I° tel que, S, étant
un ¢lément queleonque de I’ on a &> n. Cela veut dire que cha-

que élément de I’ posséde un segment §,.,. Chacune de ces' S,
doit avoir la forme

r
Sepr = (ay, as,.. , 4, gt

Z,yy Ctant un élément de X, ., car S% est segment de chaque élé-
ment de [. [k, étant fini, ces S,.; sont en nombre fini. Mais [’
est infini, done une au moins de ces S,,;, mettons

L1

'0 o i
bn»{—l = {ty, Qgy. .., a,, a‘u+1)

est — & elle seule — segment d'une infinité d'éléments de I'. et
b) est démontré. '

L'ensemble vide, O, peut étre regardé comme une S, qui est
segment de toute S. Alors par la méthode que nous venons de dé-
erire, on arrive de S, =0 & une S, qui est également segment
d’une infinité de S. En partant de cette S?, notre méthode récur-
rente nous fournit upe suite infinie: |

SO 0 0
b], 2’-‘,-, Sa’lu‘

telle que ch‘aque élément de cette suite est segment de I'élément
suivant. Ces S® ont done la forme: |

S = (ay), St={a,, ay), S§= (alv Uy as)z' .
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La suite infinie a,, a,, ay,..., ainsi définie, posséde évidemment
la propriété exigée: a, B a,4, et lo théoréme E) est démontré 1),

Revenons ‘maintenant au théoréme B) en supposant que & egt
dénombrable. Dans ce cas, ayant supprimé dans M et N les &¢-
ments auxquels ne correspond aucun élément de G (ce qui ne change
rien & l'énoncé du théoréme B), les ensembles M et N sont bgu-
lement dénombrables et on peut poser

M=/{a,a,a5,..}, N={by,by,by,...).

L’ensemble G contient des éléments de la forme (@4, by)y O oD &
e=123.., o=1,23.;5 i=<w»

Soit ™ le sous-ensemble fini de & formé par tous les 6léments

(@) by de 7 tels que, un au moins des indices ¢ ot o est <k
Onvoit que le nombre des éléments de G est au moins 2k et

‘au plus 2ok L'ensemble G peut 8tre identique & GV meme

a GO GV L, 6™, mais non & G @MY gto, le nombre
des éléments de ces derniers ensembles étant au moins 2vk -+ 2,
L’ensemble des ¢™™ est donc infini. -

Comme le théoréme B) est démontré (§ 2) pour les ensembles @
finis, il existe pour chaque % une décomposition de G*:

GO0 — 2‘ G
i=x]
telle que dans chacun des ensembles G(¥ (=1,2,...,%) il y a au
plus un élément correspondant au méme .lément de M -+ N. Une
telle décomposition (de GX¥) sera appelée une décomposition 4%,
Pour un k quelconque, nous parlerons de décomposition 4. Nous
dirons gque deux décompositions A: | |

© o
B Y
M= 3an o= Yap
iy : ‘( §
f==1

=]

1) Au point de vue des principes, il peut &tre i.mpi;rtimt. de ne pas se con-
tenter de l'existence d'une suite a,, a,, @y, 8atisfaisant aa théoréme F), mais
de définir cette suite d'une facon univoque. Cela revient, pour le théoréme b), & dé-
nty de SO 41 d'une fagon
univoque. Et cela est possible si pour chacun des ensembles Ly un certnin ordre

des €léments est donné: il suffit de choisir le premier des éléments de Iy, satis-
faisant anx conditions.
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«) sont identiques si on a
| G¥ = G0 et G = (¥

pour ¢=1.2,3,...,2 et h) nous appellerons la premiére un ,seg-
ment® de la seconde si, pour tous les i de 1 & #, #® est un sous-
-ensemble de G¥, Ftant donné une décomposition 4@+,

ry
(G0 — SVG?"H),

i=1

désignons par G Tensemble des éléments communs & Gt ef
4 G, Le décompusition 4®;

G — ‘—' ’(fx)

1**3

est évidemment un segment de la décomposition A®H ei-dessus,
Ainsi chague 4”*" a un segment entre les 4™ pour @ =1, 2 2,3,...

Soit k; 'ensemble des décompositions A%, Les modes de décom-
position d’un ensemble fini G en » parties étant en nombre fini,
les ensembles E sont finis et, comme nous avons vu. non vides
pour =1, 2,3, .. A et 4, étant deux décompositions 4, expri-
mons, 81l y a lieu7 par le symbole

4, k4,
que A, est un segment de 4,.

En adoptant la définition des ensembles E,. K,,... ainsi que
celle de la relation R, les conditions du lemme &) sonl: remphes.
En appliquant ce lemme, on arrive au résultat suivant:

Il existe une!) suite infinie

1 2 i
AV AD,. AP,

vy

telle que, A étant une décomposition AV, A est segment de Af+"
pour i=1, 2,3 ... Mais d’aprés la définition du ,segment?, le seg-
ment d’un segment est également un segment, done A est un seg-
ment de AJ*TD, AlTY .

!} Nous avons vu duns la note !} de la page 122 qu'une telle suite pent &tre
définie sans ambiguité s'il est possible de fixer un ordre pour chacun des E,. Clest
ici le cas; les entembles M et N étant supposés ordonnés, il serait facile de don-
ner une loi assignant d'un seul conp, aux éléments. de chague ensemble E; un
ordre déterminé,
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Soit A (ternie général de cette suite) la décomposition suivante:
GO =GO 4GP +... G (i=1,2,3,...)

et soit (7, V'ensemble des éléments contenus dans un, au moins, des
ensembles /), G, GD,... Un élément quelconque g de (! dtant
contenu dans wn (79 (i =1, 2, 3,...), il est également contenn dang
un Gy, lindice k étont, d’aprés la définition du phegment* d’une
décomposition. indépendint de i et ne dépendant que de ¢g. Done
&, est le seul d’entre les emsembles Gy (@==1,2,..., v). qui con-

tient’g. On est done amené & une déeomposition

(}3G1+G2+"'_l~(}?f

de G. Je dis que c'est’ la- décomposition cherchée, Supposons  en
effet qu'une certaine partie (*, de cette décomposition contienne
deux ¢léments 2 et y correspondant au méme élément do M -+ N,
z étant élément de GO done 'de GV et y élément de (Y done de
GP. Si on a par exemple i<Cj, alors « et y seralent des éléments
de G car AP étant un segment de AY, GV est un sous-ensemble
de . Kt cela est impossible: d'aprés sa dtfinition, G¥ ne peut
contenir deux éléments correspondant au méme dlément de M -+ N.

Le théoréme B) est démontré pour le cas ot Pensemble G est dé-
nombrable.

§ 4 Le ens 'g'énéral.

Avant d'entrer dans la démonstration du théoréme B) pour un
ensemble G de puissance quelconque, introduisons quelques notations.
Si & chacun des éléments de P figurant dans la suite finie

| (a, ?1), 2y £5), (2, 24),..., (51;9'»1: o). (d"g"b)

(des deux éléments. conséeutifs de la suite
a, .731 m27'-‘) xg7 Z)

I'un appartiennent toujours & M, T'autrs i N) correspond un élément
de G, nous dirons que les éléments @ et  de A/ -+ N sont reliés par
une chaine (de longueur @), Nous dirons, en outre, que chaque élé-
ment'de M -+ N est relié i lni-méme par une chaine (de longueur 0).
L'ensemble G sera dit conmexe si. a et b étant deux éléments quel-

conques de M - N, auxquels cor'responudent des éléments de &, a et
b sont toujours relids par une chaine,
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Un cusemble G connexe est fini ou dénombrable.

Ce théoréme est la conséquence immédiate du fait qu'a chaque
élément de M -~ N ne correspondent qu'un nombre fini d’éléments
de G. In effet, les éléments de M —+ N, rélids 4 1'élément a de
M~ N par une chaine de longueur 1, sont en nombre fini; les
¢léments reliés & a par une chafne de longueur 2, sont reliés par
une chaine de longueur 1 & un élément relié¢, lui, & a par une chaine
de longueur 1j leur nombre est done également fini, et ainsi

de suite. La somme de ces ensembles finis — en nombre fini ou
dénombrable — sera done également fini ou dénombrable. Mais cette
somme — sl on y fait encore entrer I'élément @ — n'est autre que

le sous-ensemble A/* {- N* de M 4 N qu'on obtient par la suppres-
sion, dans M- N, des éléments auxquels ne correspond aucun élé-
ment de G. Muais si M* - N* est fini ou dénombrable, évidem-
ment (¢ Pest aussi. |

Solent x et y des éléments de G Si, correspondant. & 'élé-
ment (a,, O;) et y & I'élément (ay, b,) de I a, et a, sout reliés par
une chaine (dans ce cas, évidemment, «,. et b, sont aussi reliés par
une chaine, ainsi que b et vy, et aussi b, et by), nous poserons

xBy. La relation ainsi définie posséde les trois propriétés suivantes:

1° x Rz

20 51 Ry, alors yRa.

3° 81 xRy et yRe, alors xRz
(Ia dernitre propriété est une conséquence du fait que, g et ) étant
reliés par une chaine, ainsi que & et G, les &léments ¢ et O le
sont aussi. On salt que ces trois propriéiés impliquent la possibilits
de décomposer G+ de fagon que deux é}éments r et y de G soient

o

compris dans la méme partie de cette décomposition dans le cas, .

et seulement dans le cas, ol Ry On sait aussi que cette décom-
position est unique.
Soit

() | . G=36w

(@)
cette décomposition oli @ parcourt les éléments d’un certain ensem-
ble A. Chacune des parties G'® esi connexe. Soient, en effet. « et b
deux 6léments de M -+ N auxquels correspondent respectivement
les éléments z et y de G**. Comme on a z Ry, nous savons que a et
b sont reliés par une chaine, . q. f. d.
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G gt G dtant deux parties différentes quelconques de lg gg.
composition A, Pensemble G -~ G nlest pas connece, Soient, en
effet, z un élément de G**) correspondant & un élément ¢ of ¥ un
élément de G® correspondant & un élément b de M--N S
G® 4 GO était connexe, les élémenty @ et b seraient relids
une chaine et alors, contrairement & la définition de la dée

par
ompos:

Ainsi nous sommes conduits an résultat sulvant:
Il existe wune décomposition de G-

G =23 qG™

: (ce)
telle que chacune des parties G™ est connexe of, G g (P dtant

deux parties différentes quelconques, G™ -+ G® ne [est pas.
Les G'* étant connexes, sont finis ou dénombrables, On peut

done leur appliquer le théoréme B), en disant quil -existe pour
chacune d'elles une décomposition

G = G G .. ‘v+ @

- dont chaque partie G@ (j =1 2,..., #) contient au plus un lément

correspondant an méme élément de M ~+ N. En posant

G=23G" (i=1, 2,..., %)
(o) '

(o la sommation s'étend & tous les éléments de A), on obrient une
décomposition de G |

G:"Gl-{—Gﬂ +"'+ Gu
possédant la méme propriété. Si, en effet, deux éléinents x et y de
@ correspondaient au méme élément de M+ N, Pun devrait figu-
rer dans G done dans G, et lautre dans G done dans G®
ot on a B aq, car Gi* ne peut pas contenir deux éléments cor-
respondants au méme &lément de M -+ N. D’autre part,‘ d’aprés la
définition de la relation B, si z et y correspondent au méme &l4-
et y devraient étre des

€léments de la méme partie G™ dans g décomposition de @, ce

qui implique une contradiction.
Ainsi le théoréme B) est démontre dans toute sa généralité.

§ 5. Rapports avec d’autres travanx.

Jai été¢ amené aux recherches précédentes en cherchant & ada-
qui l'avait appliquée dans sa démons-
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watek ) du théoréme d’équivalence) A la démonstration du théo-
veme suivant de M, F. Bernstein2): »Si, pour deux nombres cardi-
naux mut et 1, on a ym=wun, » étant un nombre fini queleongue,
alors on a m==n“3). Ce théoréme peut &ire formuls de la fagon
suivante: ,5'il existe une transformation bi-»-ivoque (v fini) entre
deux ensembles, ceux-ci sont équivalenis®. On voit done que le
théoréme A) représente une généralisation du théoréme de M. Bern-
steln.

Jai énoncé la premiére fois ce théoréme A) (disant, avee la
terminologie de la théorie des graphes, quun graphe régulier
& cireuits pairs posséde un facteur du premier degré) dans une
communication faite, le 7 avril 1914, au congrés de Philosophie
mathématique & Paris 4). Plus tard %), jai prouvé l'équivalence des
théorémes d) et B); je les ai démontrés pour le cas des ensembles
finis; et j'ai réduit les deux problémes & la démonstration du thé-
oréme A) pour le cas des ensembles dénombrables. Grace & la col-
laboration de M. St. Valkd, nous sommes arrivés récemment ®)
& vainere cette derniére difficulté.

Toutes ces recherches sont fondées, quant & leur terminologie,
sur la théorie des graphes. Cette théorie, quoiqu’elle remonte jus-
qui Euler (1741), n'esta ujourd’hui certainement qu'au commen-
cement de son développement et pourra rendre encore beaucoup
de services dans différentes branches des Mathématiques. En- parti-
culier, certaines notations contenues dans le grand travail de P e-
tersen”) auxquelles il a ét¢ amené par certains théorémes de

- Y Jules Konig:  Sur la théorie des ensembles*, Comptes Rendos, t, 143
(1908), p. 110. ‘

%) ,Untersuchungen aus der Mengenlehre¥, Dissertation Gottingen, 1901,
p. 18; réimprimée dans les Mathematische Apnalen, t. 61 (1905) p. 122.

3) Ma Note ,7ur Theorie der Michtigkeiten‘f, Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo, t. 26 (1908), p. 339, ot J'ai réduit les dgalités 1 — p 7 et
m =y, m 4 une certaine hypothése, rentre déja dans cet ordre d’idées.

*} »Sur un probléme de la théorie ‘générale des ensembles et de la théorie des
graphes®, paru neuf ans plas tard dans la Revne de Métaphysique st de Morale,
t. 30 (19283), p. 443 (Je eciterai cette note par K1),

i) »Ueber Graphen und ihre Anwendungen anf Determinantentheorie und
Mengenlehre«, Mathematische Annalen, t. 77 (1916), p. 453 (Cité par K2).

® D. Konig und 8t Valké: »Usher mebrdeutige Abbildungen von Men-
gene, Mathematische Annalen, t, 95 (192b), p. 135, (cité par KV).

') »Die Thoorie der reguliren Graphs®, Acta Mathematica, t. 15 (1891), p. 193,
On trouve certaines simplifications de cette théorie dans les deux ourvrages suivants:
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Gordan et de M. Hilbert, concernant la théorie des invariants,

pouvaient étre appliquées, pour le cas des ensembles finis, dans les

recherches dont je viens de parler. C'est certainement le travail le
plus remarquable qui ait été publié jusqu'ici sur les graphes!). En
introduisant en outre (K1) la notion des graphes ,& circuits pairs“
(K2 ,Paare Graphen®), jai pu me servir de certaines idées de
ce travail, une de ces idées remontant au mathématicien anglais

A.B.Kempe qui l'avait appliquée dans sa démoustration — d'ail-
leurs erronée .— du théoréme .des quatre couleurs ®). Clest cette

ingénieuse idée qui. au § 2, permis le passage de la décomposi-
tion (I) & la déeompusition (II). Le théoréme célébre des quatre
couleurs est en liajson avee le théoréme A) appliqué aux ensem-
bles fiis. Pour s'en rendre compte, il suffit de U'énoncer sous la
forme que lui a donnée Tait?): ,Sile systéme des frontitres d’une
carte plane forme un graphe du troisitme degre, il est le produit
de trois facteurs du premier degré®.

Les recherches sur les correspondances multivoques des ensem-
bles finis sont aussi intimement lides & la théorie des déterminants.
Jai, en effet. montré (K 2) que le théoréme 4) (pour les ensembles
finis) est équivalent uu théoréme suivant: |

4% i les éléments d'un déterminant sont des entiers non né-
gutifs et si Ja somme des éléments de chaque ligne et de chaque
colonne est le méme nombre positif, alors un an moins des ter-
mes du développement du déterminunt est différent de zéro.

La premiére application de la théorie des graphes que j'ai don-
née & la théorie des déterminants était une nouvelle démonstration ¢)
du théoréme suivant de Frobenius®):  Soit donné un ddétermi-
Brahana: A proof of Petersen's theoreme, Annuls of Mathemutics (2. t. 19

(1917), p. 59, ot Errcra: «Du coloriage des cartes, ete«. thése, Bruxelles (1921),
{v. encore: Mathesis t. 36, 1922, p. 56.

1) On peut trouver la bibliographie de la théorie des graphes (Liniensysteme)

- jusqu’au commencement de ce siéele, dans I'article , Analysis Situs* doe MM. Dehn

et H(:egaétrd, Encyclopidie der Math, Wissenschaften, t, 111, 1,; p. 171—178 {1907).
*} »On the Geopraphical I’roblem of the Tour Colourse, American Journal
of Mathematics, t. 2 (1879}, p. 198, . ‘
3) V. p. ex. »Listing’s Topologice, Philosophical Magazine (3), t. 17 (1884),
p. 80. '
4} »Vonalrendszerek és determinfinsok« (Graphes et déterminants), Mathema-
tikai és Természottudominyi Ertesitts, t. 32 (1915), p.‘22'1 (en hongrois).
5) aUeber Matrizen, aus nicht negativen Elementen<, Sitzungsberichte der kgl.
Preussischen Akademie der Wissenschaften, 1912; p. 456,
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nant d'ordre n, dont les éléments différents de 7zéro sont des va-
riables indépendantes; ce déterminant ne peut dtre réductible qu’an
cas ot il posséde « lignes et n— a colonnes dont les éléments
communs sont 6gaux & zéro“. La démonstration originale de F ro-
benius ) est trés longue et compliquée. Aprés lui avoir commu-
niqué ma démonstration, Frohenius a publié sa deuxidme dé-
monstration %) en y ajoutant celle que mon théordme A*) est une con-
séquence du théoréme de Frobenius. Ainsi ce travail de Frobe-
nius peut éire considéré comme contenant une nouvelle démon-
stration du théoréme A) pour les ensembles finis. Un autre mathé-
maticien aussi s'est occupé de ce théordme (6galement pour le seul
cas des ensembles finis). Sans connaitre alors ma Note K 2,
M. Sainte-Lagué a retrouvé le théoréme d’aprés lequel un graphe
(fini) régulier, & cirenits pairs, posséde un factenr de premier degré 3),
et en a donné une démonstration dans un grand travail sur les
graphes ¢).

En passant an cas des ensembles infinis, il faut mentionner une
note de M. Kuratowski®) oh il donne une généralisation du
théoréme de M. Bernstein. Cette généralisation est une consé-

quence immédiate de mon théoréme 4) pour le cas » =2 (démon-

tré déja dans K 2). Pour le montrer, je me servirai des notations
de M. Kuratowski. Soient, en outre,

E'~E, EXE =0, E'=y(E),

En étendant la signification de la fonetion ®, posons b’ = @ (a’)
81 on a _
@' =x(a) V'=2(0); b=9p/(a)
et de méme pour la fonetion 9. Posons encore y(P)=P’, 3(Q)= ¢’
de sorte qu'on a

E'=g(P+ Q=P +¢, P'X¢=0

1) »Ueber Matrizen aus nicht negativen Elementenc, Sitzungsberichte der kgl,
Preussichen Akademie der Wissenschaften, 1912, p. 456,

%) »{Tber zerleghbare Determinanten«, Sitzungsberichte der kgl. Preussischen
Akademie der Wiss. 1917, p. 274.

3) »Les réseaux«, Comptes Rendus, t, 176 (1923), p. 1202,

%) »Les réseauxc, Toulonse, 1924, — Voir aussi I'analyse de ce mémoire, par
M. Sainte-Lagut lui-méme, dans le Bulletin des Sciences Mathématiques (2),
t. 48 (1924), p. 885, |

?) »Une propriéte des correspondances biunivoques<, Fundamenta Mathema-
ticae, t. 6 (1924), p. 240. |

Fundaments Mathematicae VIIL. ‘ 9
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On a évidemment XP=0Q% yP=1y. Soit H le graphe du
premier degré, composé par les éléments de K- £’ comme points.
ot par les arétes [¢ y(e)], ol ¢ parcourt les éléments de K (done

- %(e) ceux de E'). .En cofondént, pour un moment, les éléments o

et @ (e) dans £ et en méme temps les éléments ¢’ et W (¢") dans B
H devient un graphe @ du second degré i circuits pairs qui, d'aprés
le théoréme en question (v = 2), posséde un facteur @, du pre-
mier degré. L'ensemble des arétes de @, est un sous-ensemble de ceux
de H. Daprés la définition du nfacteur de premier degré“. i cha.
que élément m de M correspond un élément et un seul, ¢, de @
de maniére que des quatre couples

{m, Y, {m, w(g)}, {9 (m), ¢} {p (m), v (¢)}

(ol on & posé ¢ = y(g)), il ya un, et un seul, relié par une aréte
de G;. Comme chaque aréte de (¢, est de la forme [e, x(¢)], on
& dans les quatre cas respectivement |

Dam=zx(g, 2) xm) =wy(q = x¥(9),

) x9m)=1x(a), 4) xo(m)=vy(g)= (g
¢'est-a-dire o '
Va=m  Yg=vm, 8 g=9m), 4 ¢q=vpm)

En rangeant m dans M,, M,, M, M,, suivant le cas, on a exac-
tement la décomposition de M. Kuratowski, |

Mais non seulement le théoréme de M. Kuratowski est une
conséquence immédiate du théordme 4) pour » =2 — comme nous
venons de le voir — les raisonnements mémes de M. Kuratow-
ski, par lesquels il arrive & sa décomposition, sont — en prinecipe —
les raisonnements de ma démonstration dans K1 et K2. Pour s'en
rendre compte, il suffirait de ramener les deux démonstrations A la
méme terminologie. .

[Je saisis cette occasion pour dire que le théoréme 2 et sa dé-
monstration contenus dans une note de M. Banach 1) sont, & peu
prés dans le méme rapport & la note de Jules Konig, citée plus
haut, que la note de M. Kuratowski & quelques raisonnements.
du travail K2.. La note des Comptes Rendus contient, en effet, sans
le formuler explicitement, le théoréme &tabli par M. Banach et

1) »Un théordme sur les transformations biunivoques¢, Fundamenta Mathe-
maficae, t. 6. (1924), p. 236,
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la démonstration de M. Banach est, en prineipe, la méme que
celle de mon pérel.

Ma note K2 contient la démonstration des théorémes 4), B) et
C) non seulement pour » =2, mais aussi pour »= 2" n étant un
nombre naturel quelconque; tandis que pour d'autres valeurs de »
la démonstration présente de nouvelles ditficultés que je n’avais pas
réussl & vainere pendant bien des années. En raison de ces diffi-
cultés, MM. Banach et Tarski, dans leur beau travail sur cer-
taines déecompositions des ensembles 1) (oh ils appliquent mon- thé-
oréme 4) pour » =2 sous la forme que lui a donnée M. Kura-
towski) ont généralisé leurs théorémes 11 ot 11’ et leur lemme
27 (qui correspond au cas de »=2) seulement pour le cas ol le
nombre des ensembles y figurant est une puissance de 2. Le thé-
oréme A4) étant maintenant démontrd pour » quelconque, on peut
remplacer dans les corollaires 12, 12’ ¢t dans le lemme 29 de MM. Ba-
nach et Tarski le nombre 2* par un nombre naturel quelconque.

Nous avons vu plus haut comment on peut déduire le théoréme
formulé par M. Kuratowski du théoréme 4 (ou (), considéré
pour »=2. Du théoréme général 4 (ou C) on déduit absolument
de la méme maniére le théoréme suivant qui, pour » = 2, donne
énoncé de M. Kuratowski (je le formule dans la terminologie
adoptée par M. Kuratowski):

Si on décompose un ensemble E de deux manibres différentes:

E::MI+‘M2+,..l+Mv=N,-—}—N,—l—...—}-N,,,
M X M;=0, NXN=0 (i,j=1,2...,%; i)

et s'il existe des transformations biunivoques @,(x) de M, en M, et
des transformations biunivoques. ,(x) de Ny en N, pour i=1, 2., »,
Py et Y, ‘dtant les transformations identiques, alors les ensembles M,
et N, se décomposent en »* parties .disjointes

M, -_-_—jiwg), N, _—_-S' N@
=1

a=1-
de fagon qu'on ail

N@ =y, @, (MP), (e=1,2,..., %)

1) ,Sur la décumposition des ensembles de points en parties reai:regtivement
congruentes*, Fundamenta Mathematicafe, t. 6. (1924), p. 244.

g%
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en désignant par @ = (i—1)v | le rang quoccupe le couple (i, j)
dans la suite |
(4, 1), (L 2oy (L #) (& Dreery @ ey 0 Dy (2, 9),

Peut-étre pourra-t-on se servir de cette forme du théoréme A)
ou C) pour étendre encore d'autres résultats de MM. Banach et

Tarski.

Comme je Yai dit, j'avais déji énoncé les résultuts des paragra-
phes précédents; les démonstrations dans les §3 2 & 4 sont, quant
3 leur prineipe, les mémes que celles des notes K2 et KV 1l y u ce-
pendant certaines différences. |

La premiére de ces différences est d’ordre formel. Dans K2 el
KV, la démonstration est fondée sur la théorie des graphes (finis
et infinis) qui fournil une méthode et une terminologie commodes
et faciles pour ces genres de problémes. La méthode des graphes
est en méme temps absolument rigoureuse, ce qui me semble suffi-
samment prouvé par les remarques du § 3, premier alinéa, du tra~
vail K2, J'ai cependant voulu montrer une fois qu'on pouvait s'in-
terdire toute expression qui pourrait éveiller le soupgon de w'étre

‘appuyé sur certaines intuitions géométriques, Ainsi les paragraphes

précédents font uniquement usage des notions de la théorie géné-
rale des ensembles. - |

Une autre différence est relative au théoréme D) du § 2 qui
n’est appliqué dans la suite que dans le cas d’ensembles finis, Comme
ce théoréme reste vrai sans que sa démonstration se complique pour
les ensembles infinis, je I'ai formulé et démontré iei pour des en-
sembles quelconques, | ‘

En ce qui concerne enfin les rapports du § 3 du présent travail
avee la note KV, jai jugé utile de dégager des raisonnement de
cette note le lemme trés général ), en faisant ainsi ressortir une

des 1dées principales (trouvée par M, Valké) sur lesquelles repose

la démonstration des théorémes A), B) et () pour les ensembles
dénombrables. L'équivalence des théorémes B) et C), formulés pour
des ensembles quelconques étant: déja démontrée (dans K2), il au-
rait naturellement suffi dans le § 3 de.se borner au théordme pax-

ticulier B). Mais, le lemme E) une fois formulé et démontrs, la

démonstration du théoréme général B) ne prend pas plus de place
que .cte.lle du théoréme C). Clest la raison pour laquelle dans le
§ 3 Jai déduit directement ce théoréme B) pour les ensembles dé-
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nombrables, tandis que KV contient une démonstration, fondée sur
les mémes principes, du théoréme C) ou A4).

Je dois encore dire un mot sur laxiome du choix de M. Zer-
melo. Au § 4, il joue un réle important et je ne vois pas le moyen
de Véviter si on ne fait pas d’hypothéses spéeiales concernant
les ensembles M et N. D’ailleurs, méme le théoréme de M. Bern-
stein a 6t démontré jusqu'ici, sans le recours & cet axiome, seule-
ment, pour le cas de »==21).

§ 6. Une application.

Pour donner une application du théoréme A4). je démontre le
théoréme sulvant: | ”

Soit 1) un ensemble de.points dans un plan tel que chaque droite,
paralltle & un des dewr axes de coordonnies, conienant wun point de
E, en contienne exactement v, il existe alors un sous-ensemble E, de
E tel que chacune de ces droiles contienne wn point et un seul de K.

Soient, en effet, X et ¥ les projections de X sur les deux axes
de ooordonnées, x étant un élément quelconque de X et y de Y
faisons correspondre » & y lorsque le point (r, y) appartient & .
On a ainsi défini une oorrespondance bi-»-ivoque entre X et Y. En
apphqu&nt le théordme A), on arrive & une eorreﬂpondance ‘biuni-
voque entre X et Y. L'ensemble F, des points (x. y), o @ et y se
correspondent par cette correspondance biunivoque, jouit évidem-
ment des propriétés désirées,

Si, au lien d’appliquer le théoréme 4 (ou C), ou applique le théo-
réme B), on arrive de lu méme maniére au résultat suivant:

Soit K un ensemble de points dans un plan, tel que chague droite
paralléle & un des dewr awes de coordonnées, contienne, au plus, v puints
de E; on peut alors décomposer K en v parties telles que chacune
de ces droites contienne un point, an plus, d'une gquelconque de ces
pawtzes

En remplagant les termes »plan¥, ,droite¥ par des notions plus
générales, on peut évidemment généraliser ces théorémes.

Iei, la question se pose: peut»én étendre ces théorémes & l'espace?
La réponse est négative, méme pour » = 2 et méme en se bornant

W Bierpidaki: »Sur 'égalité 2 M = 21 pour les nombres cardinauxe«, Fuan-
dwmenta Mathematicae, t. 8, (1922), p. 1, - M, Biorpinski n ainsi réussi & tron-
ver une démongtration qui (dans A1) me semblait impossible, |
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aux ensembles finis, Pour démontrer ce fait, considérons 1'ensemble
E des 32 points de l'espace & trois dimensions:

(1,1,1), (1,1,2), (1,8,3), (1,2, 4),
(1: 271)» (17432)3' (114’1?’)2 (19374’)9
©,2,1), (28,2, 21,3, 214),
2,3,1), (2,4,2), (2,2,8), (2 4,4),
83,3,1) (3,2,2), (3,1,3), (3,1,4).
(374’1)7 (31 3? 2)7 (3~ 21 3)’ (3s41 4)!
4,1,1), (41,2), 4338), (42 4)

)
| 441), (422, (443). (43 4)
Les droites
= 1Y === 2 Q|
a0 ¢l y=¢

y=ol" 2=0] z=0¢

(gyo==1,2,8 4

sont les seules qui, paralléles & un des axes de coordonnédes, con-
tiennent un point de K, et ces droites en contiennent exaclement
deux. En envisageant toutes les poswibilités, on peut vérifier asses
facilement qu'aucun sous-emsemble 5 de K n'a la propriété que
chacune des 48 droites (I) contienne un point et un seul de Ji,.

Dans une note '), j'ai rattaché cette question concernant l'espace
4 trois dimensions, & la théorie des matrices cubiques et & la thé-
orie des surfaces unilatéres. Ce genre de questions ouvre un che-
min menant & une généralisation des questions traitées aux §8 1
& 4, ot la généralisation consiste dans le fait que, au lieu des en-
sembles M et N, on considére plus de deux ensembles. Ces pro-
blemes généraux deviennent trés compliqués si on veut les formuler
dans le langage de la théorie des ensembles, mais, dans une inter-
prétation géométrique, ils ont peut-étre, du moins pour le cas des
ensembles finis, un certain intérét pour I'Analysis Situs combinatoire
des variétés & deux et & plusieurs dimensions. Dans le cas le plus
simple de cette généralisation, on aura affaire — au lieu des gra-
phes linéaires — & certains complexes de surfaces.
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