304 Gr. Fichtenholz.

les supprimant, que dans les intervalles restants o{”, &{”,..., d§)

la fonction @(z) prend toutes ses valeurs, de 0 jusqu’a |E| >0,
Or, la fonction nouvelle 7(x) admet ces mémes valeurs, lorsque
varie dans les intervalles d{”, df",..., d§), du systéme D®. Donc

|D = |E|, pour ;z=1, 2,8,..., tanchs que |[D™| tend évidemment

vers zéro avec ;1, c.q fd

Leningrad, 3. X, 1926.
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Sur les continus indécomposables
par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie),

1. Onp sait que Pensemble de composants d’'un continu indécom-
posable est non dénombrable!). Le but de cette Note est de dé-
montrer un résultat plus préeis:

Théoveme: L'ensemble de composants dun continu indécomposable
situé dans un espace & métrique et compact a la puissance du, cortiny.
C'est le cas en particulier, pour les continus bornés de l'espace
Euclidien. Soit C le continu donné; x etant un point de C, P(x)
désignéra le composant de C contenant xz Je vais prouver lexi-
stence d'un ensemble parfait Z dont tous deux points ap-
partiennent & deux composants différents de C.

2. Lemme: Soit 4 un sous-ensemble fermé de C, U(4) V'en-
semble de tous les points y de 4 tels que:

(1) ALy =y
alors U(A4) est un ensemble ; (ou ce qui revient au méme,
A—U(A) est un F).

Démonstration, € contient un ensemble dénombrable D
dense par rapport A & Rangeons en une suite infinie toutes les

sphéres?) dont le rayon est rationnel, dont le centre est un point
de D et qui contiennent de points de C. Soit:

@) {@.}

cette suite. Désignons par 4., I'ensemble de tous les points 2 de 4,

1) Janiszewski-Kuratowski, Fand, Math. I, p. 218—~219.
?) 8phére = ensemble de points dont la distance du centra est inférieurs
an rayon.
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306 Stefan Mazurkiewicz:

assujettis & la condition suivante: il existe dans A un point 2,
tel que:. ‘ '

1
(@) ez z) =1
(eg) C— Q. contient un continu contenant 2 el z,.

Je dis que lon a:

D'abord il est évident, que pour tout couple d’entiers positifs a',]cA‘ kC‘A — U(4).
11 softit done de démontrer que ’

03] A—U(4) C‘ ’%A,,, .

Hoit v un poinf, de A— Uid), Draprés la définition de U(4) il existe un
point 2, -_-';v tel gne

(5) vy C AP (v).

D'aprés (b) et la signitication de 5,13(0 il existe un C,, vrai sous-continu de
C contenant » ;. Soit v, wun point de C'— C}, on a @(v, C,) > 0. Soit v, un
point de D tel que @(v,, v,) < 4 @(ty, C;), 1 un nombre rationnel tel que g(v, n,) <
¢, < (v, C,). La sphére de centre v, et de rayon g, contient le point v,, elle
fait donc partie de la suite (2). Soit 4, son indice. D'auntre part, soit k, un entier

supérient 3 . On awra:

1
e(nv,)
(=) Celnr) =5

1 e("’i)__kl

{&y) ('— @y contient le continu C, contemant v et v, Donc » et contenu dans
Agy,. La relation (4) est ainsi démontrée.

Je dis que 4, est fermé (ce qui démontre le lemme).
Soit a(C Au, 1111; #= 2, Pour tout entier positif il existe un point 5 de

1 v
4 tel que: {o) (2, z{)%’-c, (a) C—¢ contient un continu 7} contenant 2z--2j.
Soit K I'ensemble d'accumulation de la suite {73}, 2, — un point d'accumulation
de la suite {¢;}. L'ensemble limite de la suite {7}} n'est pas vide (il contient
2,) ‘fionc K est un continu!), contenant 2, et 2, ot contenu dans ('— @y, car ce
dernier ensemble est fermé ot contient tous les 7). 4 étant fermé, z(', est un point

do A. enfin («) entraine o(z,, 2) g% Done 2, (C 4ix ¢. q. £. d.

') Janiszewski: Thése p, 19—20, Hausdorff: Grundzuge der Mengen-
lehre p. 802, '
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3. C content une infinité de composants dont chacun est dense
par rapport & C1). On peut dont déterminer une suite de points
de C:

(6) {z.}

dense par rapport & C et telle que pour z=k=m: P(x,) F B(x,), ce
qui entraine

OK | B(z.) B (2a) =0.

4. P(x) est un F,, il en est donc de méme pour P(x) — .
Donc pour chaque entier positif # on peut fixer une décomposition:

8) B) —z= Y P..

roe]

les P,, désignant des ensembles fermés et tels que

(9) P"r" C ])"y"l"l'

5. D'aprés (7) et (8) on a, quel que soient les entiers positifs
L n, r:

(10) Q(fﬂ;, Pu,r) > 0'

6. ' étant un ensemble arbitraire, ¢ un nomere positif, S(T. ¢)
désignera lensemble de tous les points y pour lesquels o (y, T) <e.
7. Nous allons extraire de (6) une suite partielle:

(11) {2}
et former en méme temps une suite de domaines: {(&,} de maniére

suivante:
I. Posuns:

(12) Xy == Zq3 Glzs(Pn‘%?(ann))
le nombre ¢(z,, P,;) étant positif d'aprés 5. On aura:
(13) 0(@a; G) > 0.

IL Supposons determinés les points z, pour k==12...2"" et
les domaines : G, pour i=1,2.... Supposons de plus que l'on a:

1) Janiszewski-Kuratowski 1. ¢. p, 221,
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21—1
(14) ( ) -
( ) %‘G 0
ce qui entraine:
gi—1
a=o( Y= "k’ZG) > 0.
k=1 i=1

qu: s=2""+1,... 2, — gz, sera le premier point de la suite
(6) différent de », (k==1,2...s 1) et contenu dans la sphére’

§fz 1 Un tel poi . .
nt-1 1€t Un tel point existe toujours, la suite (6) étant
dense par rapport & C. On voit que:
9l

B (B (Fe)e

,=21—1+1 im]

done, en tenant compte de (14):

(g (

‘d’aprés 5 on aura:

)x(Fa)=

im]

ML

(17) ' l—‘ Q (21‘;.,‘, ZPr;H-])

k=% r=l

Nous poserons:

+1

(18) | Gy =5 (2 P, %gi).

r=1

En vertu de cette définition:

ot
(19) Gy X Yz, =0

k=1

done, en tenant compte de (16):
TH

o (Fux(F)

il
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c-a-d, on voit que la condition (14) est remplie si on remplace [
par 141
8. Posons:
@1) | =0 — 2 G,
im=]
les @, étant des domaines. — B est un ‘ensembl-e fermé.

9. Désignons par M Vensemble de points de la suite (11). Com-
me la relation (14) a lieu pour tout entier -positif I, on aura:

(22) M X 2‘ G=0
]

done:

(23) M(C B.

10. D’aprés la définition de G, et la relation (9) on aura, quel
que soient les entiers positifs r, s

(24) Py C Py C6.4.C 3 6
done: -
(26) PB(z)— = I P..CY 6
@) BX (Bla)— ) =0

c.-a-d. tout point (6) contenu dans B est un point de U(B). Done,
d’aprés (23):

(28) UB)D M.
11. Je dis que M est deuse en soi.

Considérons un point &, de M et un nombre n > O arbitraire; il suffit de
demontrer que la spére S (a:,, , %) contient un point de M différeut de % . Soit &
le diamétre de C; détermmons un entier positif I tel que

(29) 2=1>0; 2> {‘—
i
Dr'aprés 7, Il on a:

1
(30) Dny g C S(muq, 51 o) C S(mnqﬂ 7).
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310 ‘8tefan Mazurkiewicz.
car en veﬁn de (29), (14‘)
31 ‘ l eé%; §< 7.

12. Daprés 2 U(B) est un Gy, d'aprés (18) et 11 .c’est un ¥y
* & noyau (Kern)!) non nul. Done d’aprés un théoréme de Young?)

.U(B) contient un sous-ensemble parfait Z - Deux points différents

de Z étant situés sur deux composants différents de C' (en vertn
de la définition de U(B) on voit que lensemble de composants
de C est de la puissance du continu, e. q. f. d.

) Hauwsdortf, L c. p. 226,
N L e p. 319 o

Varsovie 6. 1. 1927,
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Sur les problémes % et A de Urysohn.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Le but de celte Note est de démontrer poiwr tout entier posi-
tif n Ulexistence d'un ensemble (5 de dimension »,- separé entre tout
eouple de ses points. Ce résultat donne la solution (d'ailleurs la plus
avantageuse au point de vue de la notion de classe) des problémes
% et 1 de Urysohn?). Pour n==1, une solution a été donné par
M. Sierpinski?).

2. Je vais désigner par R, l'espace euclidien & m dimensions;
nous supposons fixé dans B, (m=1,2...) un systéme de coordon-
nées cartesiennes . étant un point de B,, £ un nombre réel, nous
désignerons par [z, £] le point du R, dont les m premiéres coor-
données coincident avec celles de z, et la m - 1%™° est égale & &

3. Soit K un ensemble lindaire, fermé et borné. La fonetion z(z)
definie pour 7(_ E sera appellée m-dimensionnelle si
x()C R,. L’ensemble :

1) 2 [z (v 7]

CE

sera apellé 'image m-l-dimerisionnelle de x (7).

4. Lemme. L'image m-+ 1-dimensionnelle dune fone-
tion m-dimensionnelle z(7) de classe 1 est un Gy.

Ce résultat & 6t¢ démontré pour m=1 par M.Sierpifski®).
La démonstration pour m quelconque se trouve implicite dans un

1) Fund, Math. VI, p. 324.
%) Fund. Math, I, p. 81—88.
3 C. R, t. 170, p. 919 et Fund. Math, 11, p. 74—80.
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