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car en veﬁn de (29), (14‘)
31 ‘ l eé%; §< 7.

12. Daprés 2 U(B) est un Gy, d'aprés (18) et 11 .c’est un ¥y
* & noyau (Kern)!) non nul. Done d’aprés un théoréme de Young?)

.U(B) contient un sous-ensemble parfait Z - Deux points différents

de Z étant situés sur deux composants différents de C' (en vertn
de la définition de U(B) on voit que lensemble de composants
de C est de la puissance du continu, e. q. f. d.

) Hauwsdortf, L c. p. 226,
N L e p. 319 o

Varsovie 6. 1. 1927,
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Sur les problémes % et A de Urysohn.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Le but de celte Note est de démontrer poiwr tout entier posi-
tif n Ulexistence d'un ensemble (5 de dimension »,- separé entre tout
eouple de ses points. Ce résultat donne la solution (d'ailleurs la plus
avantageuse au point de vue de la notion de classe) des problémes
% et 1 de Urysohn?). Pour n==1, une solution a été donné par
M. Sierpinski?).

2. Je vais désigner par R, l'espace euclidien & m dimensions;
nous supposons fixé dans B, (m=1,2...) un systéme de coordon-
nées cartesiennes . étant un point de B,, £ un nombre réel, nous
désignerons par [z, £] le point du R, dont les m premiéres coor-
données coincident avec celles de z, et la m - 1%™° est égale & &

3. Soit K un ensemble lindaire, fermé et borné. La fonetion z(z)
definie pour 7(_ E sera appellée m-dimensionnelle si
x()C R,. L’ensemble :

1) 2 [z (v 7]

CE

sera apellé 'image m-l-dimerisionnelle de x (7).

4. Lemme. L'image m-+ 1-dimensionnelle dune fone-
tion m-dimensionnelle z(7) de classe 1 est un Gy.

Ce résultat & 6t¢ démontré pour m=1 par M.Sierpifski®).
La démonstration pour m quelconque se trouve implicite dans un

1) Fund, Math. VI, p. 324.
%) Fund. Math, I, p. 81—88.
3 C. R, t. 170, p. 919 et Fund. Math, 11, p. 74—80.
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mémoire de M. Lusin ). Désignons par £; l'ensemble 3 (@, ©],
zcﬂm
CE

c’est un sous-ensémble fermé de R, ,. #(z) étant de classe 1, il en
est de méme pour la fonction ¢ (z,2(v)) définie sur I'ensemble K,
Soit U l'ensemble de points de K, ol:

) o x(7)=0

d'aprés un théoréme fondamental de Lebesgue U est un (7;. Mais
(2) entraine 2== (7). U est donc identique & (1) et (1) est un G,
e g fd ‘ ‘

5. Lemme: Cetant un espacemétrique, compact, on
peut fatre correspondre & tout ensemble ferme M G

unpoint g(M)C M tel quelesrelations: My C M, x=-12.
entrainent lim g (M,) = g (1T My).
k=00 k=1

¢ est I'image univoque et continue d’un ensemble lindaire formé

et borné 7. c. & d. il existe une fonetion 7(z) univoque et continue

pour (T et telle que C= Jy(7)2). M CE étant fermé soit 7,
cr

la plus petite valeur de ztell; que y () C M (celte valeur -existe en
vertu de la continuité de y(s). Nous posons g(M)==y(z,). On a
évidemment g (M) C M. La relation M, C M, entraine it = Ty,
la suite .{'z‘,,h} est hornée, non déeroissante, donc convergente Soit
z’:{i.n; Ty,; O aura, d’aprés la continuité de () y(v)= klﬂ} Y ()=
=£r£ 9(M,). Comme (M) My, C My, 1= 0,1... on aura pour

tout entier positif k: y(2')(C M,,s done y(t’)CﬁM,‘. Dautre part

k=1

soit y (") CkgM,,, alors y (s”) C M,, done v’ =4, pour k==1,2.

Par suite on aura %> %'. On voit ainse que 7' =T et q(ﬁMk =
: ‘ oy 7 ke

. ka1 K
=limg(M,) c. q f. d

k=oo .

6. Lemme. Soit AC K, un ensemble fermé et borné;
considérons une décomposition semi-continue supé-
rieurement' de 4 (oberhalb stetige Zerlegung), telle
que l'espace I' form¢ par les éléments de cette décom-

'} Fund. Math, X, p. 46—46-
*) Hausdorff: Mengenlehre 1927 po197.
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‘position (Zerlegungsraum) est de dimension 0Y; il

existe un ensemble @4 contenu dans 4 et contenant
uv et un seul point de chaque élénmient de la décompo-
sition considerée.

I" est homéomorphe avec un ensemble lindaire fermé, borné,
punctiforme P. # étant un point de P, désignons par 4 (n) Iélément
corréspondant de I'. D'aprés 5 ou peut faire correspondre A tout
ensemble fermé M (4 un point g(M) tel que:

() g(M)CM.
(ag) les relations: M,,, C M, entrainent lim g(M,) = g(ﬁ M,).

Posons pour n(C P: - -

(3) h(n) = g(A(n)).

C'est une fonction m-dimensionnelle. Je dis qu’elle est de classe 1.

L’ensemble P étant de dimension O on peut trouver un systéme
d’ensembles: P, r==1,2..., i=1,2... s remplissant les conditions
suivantes :

“(B) PP est fermé

B Teo=r =i

=]
Bs) PN .PO=0 pour 1:1:]0
(Bs) P+ est contenu dans un des ensembles P, k=1,2...5,.

(B 6 (P9 é,};_ (& (M) désigne le diametre do M)

D’aprés ces conditions, a tout % (C P et tout r entier positif cor-
respond un et un seul indice j, (7) tel que:

(4) Pi(,?n):) 77
On a de plos:
®) P D Pty I Et=n
r=1
Considérons I'ensemble 211 (£); en vertu de la semi-continuité
ECPY

1) Comp, R L, Moove: Amer, 1rans. 27, p. 416 —428 et Vietoris: Proc.
Akad, Amsterdam vol. XXIX,


Yakuza


314 Stefan Mazurkiewicz:

supérieure de la décomposition: considérée de A, cet ensemble est
un sous-ensemble fermé de A. -
Posons

®) hin=yg (3 46)
ECP},"&)

Cette fonction est. definie d’'une manitre univoque pour (P
et continue (en effet, elle est constante dans tout ensemble P{® et
ces ensembles sont d’aprés (8,), (B;) des domaines (rel. P). Les re-
lations () entraiment :

® XaoC Ya@s [ (I 40)=4@
ECHHY ECRY, 7 ECHY

done, on aura en vertu de la propriété (a,) de g(M):
" tan () = 9 (4 () = h(n)

h(n) est limite des fonetion conlinues, done une fonction de classe 1.
D'aprés le lemme 4 limage m —+ 1:dimensionnelle de h(y) c. & d.
Pensemble:

®) By= Y [h(n), 7]

nC”P
est un ensemble G,.

Soit = un point de A4; il existe une el une seule valeur n(CP,
telle que 22 4(n). Désignons la par 5(2). Clest une fonetion continue
de 2, ce qui résulte de la semi-continuité supérieure de notre dé-
composition. Soit:

(9) A=Y e ()]
x(CA

La correspondance entre A4 et A,, qui fait correspondre z
& [x,m(x)] est biunivoque et bicontinue en vertu de la continuite
de 7(z). Done cest une homéomorphie. -

D’aprés (;) et (3) on a en particulier:

(10) nkh(m)=n
¢. & d. le point correspondant de k() est [% (), 7). Si nous posons:

an : B= ¥h(n)

nCcr
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alors B est homéomorphe avec B,. Donc B est un (5. Comme on

a Q'autre part:

(12) B 4(n)=h(n)

on voit bien que (11) est l'ensemble cherchd.

7. Supposons l'entier 7 fixé. Soit p un point fixe de &,,,. G(4)
désignera la sphére de contre p et de rayon 4, H (4) la frontiére
de G(4) . & d.

(13) Hh=6(1)- 6= Y 2
’ olxp)=4

Soit 4 la classe de tous les sous-ensembles fermds de @), 4,
Ta classe de toutes les suites infinies non décroissantes tirdes de 4.
Soit U/ un élément de 4,. U est alors une suite d’ensembles fer-

“'més, dont le k™ élément sera désigné par U™ Si on défini d’une

mauiére convenable la distance o(M,;N) des deux éléments de A,
alors 4 devient un espace métrique et compaet ). Définissons la
distance o, (U, V) entre deux éléments de 4, par Pégalité:

(14) o (UV)= 3 o a(U® re)
' kel
4, devient alurs un espace métrique et compact. )
Remarquons, que L étant un ensemble ¥, contenu dans G(1);
il existe une infinité d'éléments U de 4, tels que:

(16) © L= 2 g

k=]
8. Soit ¢/ un ensemble linéaive parfait, punctiforme contenu dans

lintervalle § <+ = $; A, étant- métrique et compact est une image
univoque et continue de (), ¢. & d,, il existe une fonction U (z) dé-

finie, univoque et continue pour z( ¢, telle que:

(16) 4, 22‘ U,

¢
Posons: :

(17) ' CW (1) = U™ (z) X H(3).

N T, Wazewski, Fand. Math, IV, p. 218—235,
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La continuité de U(z) entraine celle de (/®(z); on aura par
. guite pour lim 7,= 7, :

7=00

a8 Tmuoe)

re00

= U¥(r); Lim H(z)=H(z))

it en resulte

(19) Lim sup C¥(z,) C C¥(z,) pour lim =z, =7,

La relation (19) entraine les conséquences suivantes:

(y;) L'ensemble Q™ de tous les pomts 7 pour lesquels C(7) 0
' est fermé;
(y)) 1l en est de méme pour les ensembles:

(20) = Y@, H= Y HE
T (CQO® QW

(y5) La décomposition (20) de D, c. & d. la décomposition dont
les éléments sont les O™(7) est semicontinue supérieurerhent;
le ,Zerlegangsraum® de cette décomposition est homéomorphe
avee Q® done — de dimension O (@ étant de dimeusion 0).

Daprés (y;) et le lemme 6, on peut déterminer un ensemble ki,
contenu dans D,, qui est un (, et qui a un et un seul point en

commun avec tout C®(z) = 0.

Posons

(21) E=E + Y (B,—H)
k=1

9. La suite {U®(z)} est non-décroissante, d'aprés la définition
de 4,, ¢. & d

(22) U® () C U*M(x)
done .

(23) CW(z) C C*(7)
24) Q¥ C QW05 HyCHy.

D’autre part E, C H,.
Considérons un nombre positif 7/, deux cas sont possxbles

1) Hausdorff. Grundziige d. Mengenlehre, p. 286,
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(d,) ' n'est pas contenu dans § @™, alors:

B X Hmcz L, ><Hz>C2H><H(z>-
(25) =
.
= ¥ H(z)XH@)::-.O.
T(CIQW
(6,) C’f’l Q™. Dans ce cas soit &, la premidre valeur de k, telle
que: o’C Q™. On aura (en désignant par H, lensemble vide):

BX H(@)= (By— Hys) X H@)+ Y (B, —H, ) X Hr)+
; k<hy
(26) o0

+ Y (— H_) X HE).

ey

En tenant compte de (24) et de ce que H{z')(C H,, on aura:

0

| S W—H) X H) C Y (B— H,) X H(¥)=
(27) kemky-1 k=ky--1
=76 x| Fb)-m|CHx 6—H)=0
k=k4-1
de méme :
- (28) H._ XH@) =0

car 7' n'est pas contenu dans (% pour %k <k,. Done:

(29) N5 —H.) X H@)CH,o X H) =0,
(30) X HE)= b, X H{t) = 0“(z') X &,

or ce dernier eusemble se réduit & un point.

On voit done, que pour tout point z("E, on a Q(p,.n)CﬁQ"‘)
et pour deux points r, et z, de F différents, on a ¢ (p, x,):{:g(;o:,lxz)'
Il en résulte, 2‘()"" étant lindaire punctiforme, que £ est separsé

ko]
entre tout couple de ses points z,, z,.
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10. Soit L un ensemble G, contenant E. L'ensemble G'(1)—L
est un ¥, contenu dans (1), done il existe un élément V de 4,,
tel que

(31) G — L= 2‘ yw,
) K=1
En vertu de (16), il existe un point 7, (C ¢ tel que V= Ulr,.
done:
(32) Gl)—L= Y U%@m).

k=1

Supposons, que:

L)y x H(Tl) =2 [(U®(z,) X H(n)] :2_'00)(71) 0.

k=1 k=1

(33) (G(1)—

Soit 7 le premier entier tel que C, (%)== 0, alors 7, C @V, mais
1, n'est pas contenu dans Q'Y (par Q@ nous comprenons I'ensem-
ble vide). I1 en résulte

(El_ HI~1) X C(” (7)=|E, X C¥ ('”1)] - (Hl—l X C(‘)('tl),l =
(44) | — B, X 0™ (z)) = 0.

(45){ L><<cru)— ) DEX(G(1)— L) D(£—H.,) X

X (@) — 1) D (B— H,) X (9() = 0
ce qui est absurde. Donc:
(46) (G(1)— L) X H(r)=0
(47) LD H@)

¢. & d tout G contenant K contient un certain H(z), avee 7(C (),
done ©>>0.

Un H(z) est de dimension #, pour. z>> 0. Done: tout G4 con-
tenant E est de dlmensxon 7% au moins.

t1. D'aprés un théoréme de M. Tumarkin tout eusemble de
dimension ¢ peut étre entermé dans un (7, de dimension ¢ également !).

'} L. Tumarkin: Zur allgemeinen Dimensionsthoorie, Proc. Akad. Amster-
dam Vol. XXVIII, p 996, Théoréme VI,
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11 #'ensuit done que la dimension de A est =n. Comme E est non-
deuse dans R, non aura:

(48) dim I = #.

12, Posons: ,
(49) K=Y E—H).

k=1

On a:
(50) E= 'K,
(1) EXECK+ Y KX (E—H,.),

keur-l
(52) RCYLC Y A= YH=H
kel k=] ko]

car H, est fermé et on a (24). Donc:

(53) ZKx(F —H,.,) cZme H)=0,

kel s

(54) EX K. =K, |

c. b d K est fermé (rel k). Done d’aprés un théoréme de

Tumarkin 1)

(55) # == dim F = maximum dim K, r=1,2...
Soit 7, le premier indice tel que:

(56) dim K, = n.

K, est Pensemble cherché; en effet c'est un (5 (comme ensem-
ble somme d’un nombre fini d’ensembles G;); il est separé entre tout
couple de ses points, en vertu de K, (C E et de 9; enfin il est de
dimension n.

4, 1L e p. 995, Théoréme 1V,

Warszaws; 14/1 1927,
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