Sur une classification des ensembles mesurables (B).
Par
W. Sierpiiski (Varsovie).

Les ensembles mesurables (B) ont été introduits par M. KEmile
Borel pour fonder la théorie de la mesure des ensembles de po-
ints. Ce sont les deux opérations fondamentales qui conduisent d'une
fagon naturelle aux ensembles mesurables (B) & partir des inter-
valles (ou, si I'on veut, & partir des ensembles fermés): 1°: prendre
une somme d'une infinité dénombrable d’ensembles disjoints; 2°:
prendre le complémentaire d'un ensemble (par rapport & un inter-
valle fondamental). Ces deux. opérations correspondent 4 deux pro-
priétés imposées & la mesure des ensembles: 1) la mesure d’une
somme d'une infinité dénombrable d'ensembles disjoints est la som-
me de leurs mesures; 2) la mesure du complémentaire d’un en-
semble est le complémentaire de la mesuro de cet ensemble (par
rapport & la mesure de lintervalle fondamenlal). '

Designons par Qf la classe des ensembles fermeés, par Pf —
celle de leurs complémentaires, et ‘définissons par P'induction trans-
finie les classes d’ensembles P¥ et Q¥ ol @ est un nombre ordinal
< £, comme il suit.

@ étant un nombre ordinal > 1 et < £, supposons que nous
avons déja défini les classes P et QF pour tous les nombres ordi-

naux § < a. Nous définirons P¥ comme la classe de toutes les

sommes disjointes d’infinités dénombrables d’ensembles appartenan:
aux classes antérieurement définies; Q¥ sera la classe de tous le:
ensembles complémentaires aux ensembles de la classe P¥.

Or, les classifications des ensembles mesurables (B) considérées

habituellement, utilisent, au liew de Vopération 19, Popération qui

consiste A prendre une somme d'une infinité dénombrable d'ensem-
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Classification des ensembles mesurables (B) 321

bles quelconques (disjoints ow non). P. e. les classes P, et Q, de
M. F. Hausdorff peuvent ére définies comme il suit?):

@, est la classe des ensembles fermés, P, — celle de leurs com-
plémentaires. ¢ étant un nombre ordinal > 1 et << Q, et les clas-
ses P; et (); étant définies pour tous les nombres ordinaux & < @,
on définit P, comme la classe de toutes les sommes (disjointes ou

~ pon) d’infinités dénombrables 'd'ensembles appartenant aux classes

antérieurement définies; @, est la classe des ensembles complémen-
taires aux ensembles de la classe P,.

Le but de cette Note est d'étudier les relations entre les clas-
ses P¥, QF et les classes P,, Q. Nous ne traiterous ici que le cas
de I'espace linéaire; le théoréme 'que nous démontrerons ne sera
pas d'ailleurs vrai pour un espace & plusieurs dimensions.

Théoréme: Dans Uespace lindaire on a pour tout nombre ordi-
nal a<< Q:

P me Q5 = Qu,

c'est--dire notre classification des ensembles mesurables (B) coin-
cide, pour l'espace linéaire, avec celle de M. Hausdorff.

Démonstration, Il est évident que Pf=P, et QF = (Q,.
Nous prouverons d'abord que Pf =P, et méme que foute somme
dune infinité dénombrable densembles lindaires fermés (disjoints ou
non) est une somme disjointe d'un ensemble ouvert (ou vide) et d'une
infinité démombrable d'ensembles fermés (disjoints). A ce but nous
prouverons le saivant

Lemme 1. Tout ensemble F, lindaire poncliforme est une somme
dune infinité dénombrable d'ensembles fermés sans points communs
deux & deuz.

Dém. Soit E= E, 4+ E,+ E; | ... un ensemble linéaire pon-
ctiforme, ol E,(n==1,2,..) sont des ensembles fermés que nous
pouvons évidemment supposer bornés. Posons S, = E, + E, +-...
+ E,(n=1,2,..): ce seront des ensembles ponctiformes fermés
et bornés, et nous aurons ‘

(1) E= 8 + (S — 8) 4 (S — 8) + -

) Math., Zeitschrift b (1919), p. 807. Notre définition des ensemhles Py et
Q« n'est pas identique avec colle de M. Hausdorff, mais elle lui est dquiva-
lente (M. Hausdorff désigne les classes Py et Qu resp, par P* et Q%).
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La somme (1) étant disjointe, il suffira dévidemment, pour dé-
montrer notre lemme, de prouver que, A/ et N étant deux ensem-
Dbles fermés et bornés non denses, et N M, leur différence M—N
est une somme disjointe d'une infinité dénombrable d’ensembles
ferméds.

Soient done M et N (C M deux ensembles fermés et bornés non
denses. Soit & un nombre positif donné. L’ensemble M étant non
dense, il existe pour tout point p de N un intervalle d(p) de lon-
gueur < & entourant p, dont les extrémités n’appartiennent pas
a M. D'aprés le théoréme de Borel, il existe une suite finie de
points de N, soit py, pg,.... pn. telle que les intervalles d(p,), d(p,),...,
d(p,) recouvrent lensemble (fermé et borné) N. Soit ) la partie
de l'ensemble ./ recouverte par ces intervalles: leurs extrémités
n'appartenant pas & J/, on voit sans peine que les ensembles @ et
P= 01— @ sont fermés. Or, nous avons évidemment

@ M—N=P4(Q—N), et NC 0,

et tout point de l'ensemble @ a une distance < & de lensemble N.

Nous avons ainsi établi que, M et N (C M étant deux ensembles
fermés et bornés, non denses. et & étant un nombre positif, il exi-
ste deux ensembles fermés.et bornés, non denses, P et @, disjoints
et tels qu'on a les formules (2) et que tout point de @ a une di-
stance <C & de l'ensemble .

Posons &=1 et désignons resp. par P, et A/, les ensembles P
et @ correspondants. Posons ensuite e=1} et appliquons notre pro-
position aux ensembles M, et N ( M,, en désignant par Py et M,
les ensembles P et ¢ correspondants. Posons ensuite e=1} et ap-
pliquons notre proposition aux ensembles M, et N (C M, et ainsi
de suite. Les ensembles P,, P,, P;,... seront évidemment fermés et
sans éléments communs deux & deux, et on voit sans peine que

3) M—N=P 4P, 4Pt ...
En effet, nous avons évidemment la formule
@ M—N=P,+ P, ...+ P,+ (M, — N),

51’01‘1 résulte que P, C M — N pour n=1,32,.... Or, soit P un po-
int de I/ -— N et admettons que pnonel, pour n=1,2,3,....

D',al?rés (4) on aurait done pe M, pour n— 1,2, 3,..., et il résul-
terait de la définition de l’ensemble M, que p a une distance

=M
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<} de l'ensemble N. Cela étant vrai pour n==1,2,3,... et len-
n .

gemble N étant fermé, il en résulterait que p ¢ N, contrairement
& Lhypothése que p est un point de M — N. Nous avons done
M—NCP,+ P+ Py~ ... et la formule (3) est établie. '

Notre lemme est ainsi démontré.

Soit maintenant E un ensemble de la classe P;, done un en-
semble F, linéaire quelconque. Désignons par U l'ensemble de tous
les points intérieurs de l'ensemble E; U sera un ensemble ouvert
(ow vide) et E— U sera un ensemble F, ponctiforme. D'aprés le
lemme 1 nous eoneluons done que E est une somme disjointe d'un
ensemble ouvert (ou vide) et d’'une infinité dénombrable d’ensem-
bles fermés sans points communs deux & deux. Done K est un
ensemble de la classe P¥. Nous avons ainsi démontré que P,(C F¥.

~Or, il est évident que P§ (C P,. Nous avons done Pj=P,, et il

en résulte tout de suite que QF = Q,. ,

Lemme 2. Tout ensemble ¥ de la classe P, (ot 1 < a<C9Q)
est une somme E=E, 4 E, 4 E;+ ..., ol E, est un ensemble
de la classe Q. et @, <l e pour n=1,2,3....

D ém. Notre lemme est vrai pour @ =2, les ensembles de la
classe @, étant fermés, et ceux de la classe P, étant des F.

Soit @ un pombre ordinal donné, 3 <<a <&, et supposons
notre lemme vrai pour tous les nombres ordinaux §<Ca. Soit B

un ensemble de la classe P,: d'aprés la définition de cette classe,

nous pouvons poser E= H, + H, -} H;+..., ol H, est un en-
semble de la classe P, ou bien @, , et oi @, < a pour n==1,2, 3.
Si H, est un ensemble de la classe Py, o 1 <a,<a, notre
lemme étant, par hypothése, vrai pour les nombres ordinaux <Ca.
nous pouvons poser H,=H, - H,,+ H,3+ -... ot H,, est un
ensemble de la classe Qs , et a,, <@, <o si ¢,=1, H, est un
F et H, (k=1,2, '3,...)’ sont des ensembles de la classe Q,. En
décomposant ainsi les termes H, qui sont de la classe P, , et n'al-
térant pas les termes H, qui sont de la classe Qa., on obtient fa-
cilement la décomposition désirée de l'ensemble E. Notre lemme
est ainsi démontré.

I resulte immédiatement de la définition de la classe Py que

nous avons

P, C Py pour a<§,
21%
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et il s'en suit (par un passage aux ensembles complémentaires) que
) @« C @y pour & <.

Or, il résulte immédiatément de la définition des ensembles de
la classe P, qu'une somme d'une infinité dénombrable d’ensembles
de la classe P, est un ensemble de la classe P,. Le complémen-
taire d'un produit étant une somme de complémentaires, il en ré-
sulte qu'un produit d'mne infinité dénombrable d’ensembles de la
classe (), est un ensemble de la classe @,. Done, & plus forte rai-
son, un produit de deux ensembles de la classe (), est un ensem-
ble de la classe @y, et, d’aprés (5), le produit de deux ensembles,
dont 'un appartient & la classe Q. et Pautre a la classe Qg, on
=, est un ensemble de la classe @g- Il en résulte tout de
suite, d’aprés le lemme 2, qu'un produit de deux énsembles de la
classe P, est un ensemble de la classe P,, et cette propriété s'é-
tend, par l'induction facile, & un nombre fini quelconque de facte-.
urs. Il en résulte (par un passage aux complémentaires) le suivant

Lemme 3: Une somme d'un nombre fini d'ensembles de la
classe Q. est un.ensemble de la classe Q.

Lemme 4%): Tout ensemble E de la classe Pa, ot 3 << o< Q,
es: une comme disjointe E=H, + H,+ Hy + ..., ot H, est un
ensemble de la classe Qp , et o &, < @, pour n = 123,..

Nous démontrerons le lemme 4 par I'induction transfinie. ‘Soit
d’abori E un ensemble de la classe P,. D’apl-és le lemme 2 et
d'aprés (5), nous pouvons done poser E= F, + K, + By + ...,
ol B (n=1,2,...) sont des ensembles de la classe @s, done des G,.
Posons S, =E, 4+ E, +...+ E,, pour n=1,2,3,...; les ensem-
bles S, seront des G, et nous aurons E=FE+4(8,—8,)+
(8 — &) ..., les termes de cette somme étant sans points com-
muns deux & deux. Il suffira done de prouver qu’une "différence
de deux ensembles G5 est une ‘omme"disjointe d'une infinité dé-
nombrable d’ensembles G. Soient done M et N deux ensembles (7,:
Iensemble CN est done un F, et nous pouvons poser CN = F 4
Fo+Fy+ ..., ob F,(n=1,2,...) sont dos ensembles fermés. En
posant @, = F, 4 F, ...+ F, (r="1,2,...), nous avons

(6) CN= @1—|-(d5,—¢,)+(df,—-@,)—|-...,

*) Ce lemme. est dit 4 M, N, Lusin,
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ol @, sont des ensembles fermés. Done @,,,— @,=0,,,.C0,
est un G;, et parsuite CN est, d'aprés (6), une somme disjointe
d'une infinité dénombrable d’ensembles G4. Il en est donc de méme
de l'ensemble M — N==M.CN (puisque M est un @,). Le lemme
4 est donc vrai pour @ =3.

Soit maintenant ¢ un nombre ordinal donné queleonque >3 et
< 2, et soit E un ensemble de la classe P, D'aprés le lemme 2,
nous pouvons poser E=F, 4 E, -+ E 4 ..., od E, est un en-
semble de la classe Q% et @, <@, pour n=1,2,... Désignons -
par u, le plus grand des nombres a,,a,,..., @, et 3: nous aurons
done g, < e pour n=1,2,8,... Daprés le lemme 3 et d'aprés
(6) nous concluons que l'ensemble S,= E, 4 E, +...+ E, est
de la classe @, . Or, nous avons

(N E=E+58.08+58.08%+8,.08 +....

L’ensemble S, étant de la classe Qs Tensemble ('S, est de la
classe P, : or, 3 p, <@ et notre lemme est vrai, par hypothése,
pour les nombres ordinaux >3 et < a; nous concluons donc que
lensemble CS, est une somme disjointe d’une infinité dénombrable
d’ensembles appartenants aux classes ), dont les indices sont infé-
rieurs & g, << .45 Le produit de deux ensembles de la classe Qg
étant un ensemble de la.classe @,, nous concluons done, d’aprés
(5), que V'ensemble S,,,.CS, est une somme disjointe d'une infinité
dénombrable d’ensembles de la classe @, . et la formule 7 prouve
(d'aprés u,., << @, pour n=1,2,..) que le lemme 4 est vrai pour
le nombre a.

Le lemme 4 est ainsi démontré. Pour en déduire maintenant
quon a P, = P¥ et parsuite aussi Q,= QF, pour ¢>>3, il faut
seulement appliquer l'induction transfinie, ce qui ne présente iei
aucune difficnltdé. Nous pouvons dome regarder notre théoréme
comme démontré.

1l importe de remarquer que notre théoréme n'est pas vrai pour
lespace & m dimensions, ot m >>-1. Pour le prouver, il suffira
de donner un exemple d'un ensemble plan ‘appartenant & la classe
P,, mais pas & la classe P§. Je dis qu'un tel ensemble est 'ensemble
E de tous les points (x,y) du plan, tels que y =0 et 0 <z<<1.

L’ensemble E est évidemment un F,, donc un ensemble de la
clagse P,: il nous reste donc & démontrer que E n'appartient pas
& la classe P¥, Admettons, par contre, que K appartient & la classe
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P¥: done E est une somme disjointe d'une infinité denombrable
- densembles fermés ou ouverts. Or, E he contient évidemment aucun
ensemble plan ouvert non vide: nous avons done E = E, -+ B, 4
E,+4..., o0 B, (n=1,2,8,...) sont des ensembles fermés sans
points “communs deux & deux. L’ensemble K, est situé dans Pin-
tervalle (0,1) (de I'axe d’abscisses) et ne contient pas le point O
(puisque K, (C k£); désignons par @, la borne inférieure de K,:
I'ensemble £, étant fermé, nous avons z, & £y, et parsuite 0<Ca, <C1.
Soit 2, le plus petit indice <1, tel que lensemble E,, a des po-
ints communs avec Pintervalle (0,2,), et désignons par x, la borne
supérieure de la partie de £, contenue dans (0,z): les points 0
et z, n'appartenant pas & E, (puisque E, C K, z,6E,n, > 1 et
Ly . E,, =0) et L, étant fermé, nous avons 0 <<a, <<, Soit fy
le plus petit indice > m,, tel que E, a des points commus avee
lintervalle (z,,x,), et soit z, la borne inférieure de la partie de
E,, contenue dans (2, 2,): nous aurons 2, < z; < #,. En procédant
ainsi de suite, nous cbtiendrons une suite infinie des intervalles

(xza xl)) (xzy xa)’ (md.» xs)a (‘Tm 'Ts)r (xfh 1‘5) H ‘)

contenus chacun dans le précédent, et lintervalle (@onte, Zangs)
étant contenu & Pintérieur de l'intervalle (%30, Tg,q) (pour n= 1,2,3,.).
Il existe aone un point £ intérieur & tous ces intervalles, et on
voit sans peine (d'aprés la définition des nombres x,) que ce point
me pourrait appartenir & aucun des ensembles K, (n = 1,2,3,..),
done non plus & lensemble E, ce qui implique une contradiction,
puisque 0 < £ < 1. Notre assertion est ainsi démontrée,

Observons qu'on peut démontrer sans peine que, dans Iespace
4 m dimensions, on a P, C L%y et Q, C Q¥ pour n=1, 2,3..
et Po=DP% 0. = QF pour 0 <<a < Q.

Remplagons maintenant Vopération 20 par l'opération 2: prendre
la différence de deux ensembles Fy, — Ly, ot K, C K,. On obtient
ainsi une classification d'ensembles qui se préte encore bien a la
théorie de la mesure. Les classes I’; et ¢z sont iei définies com-
me il suit: Q) est la classe de tous les ensembles fermeés, Py —
celle-de tous les ensembles ouverts, Soit maintenant & un nombre
ordinal > 1 et supposons déja définies toutes les classes Py oet
QF, ot £ <<a. La classe J°; est formée de toules les sommes dis-
jointes d'une infinité dénombrable d’ensembles, appartenant aux
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classes antérieurement définies, et la classe @ -est formée de tou-
tes les différences I, — K, ot E, et I, C E, sont des enscmbles
de la classe Pg.

On pourrait démontrer que les classes I’ et ()5 ainsi définies
vérifient les relations:

Py =Py et 70 Q. 0, pour 1 <<a<< Q

dans V'espace & un nombre quelconque de dimensions.
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