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Sur les ensembles analytiques.

Par

Nicolas Lusin (Moscod).

Introduection.

En 1905, M. Heuri. Lebesgue a donné, dans son Mémoire Sur
des foncklons reprisentables analytiquement, une construction péné-
trante d'un ensemble de points qui a été employé par lui comme
un instrument transitdire au cours de la recherche d'une fon-
ction-individu échappant & tout mode de représentation analytique.
A cause du role auxiliaire que cet ensemble E jous la, l'illustre
autéur, préoceupé d’achever plus vite la détermination d'une fon-
ction non définissable analytiquement, a omis une analyse appro-
fondie de cet ensemble préliminaire H, car elle paraissait devoir
gtre longue et pénible aux lecteurs et, en méme temps, tout super~
flue pour le but final..

(est cefte fovction non défnissable analytxquement nommée
par Pauteur sans 'emploi de PAxiome du Choix qui fut la véritable
origine d’une série de recherches desquelles se dégageait, de plus
en plus nettement, la notion d'ensemble analytxque

A présent, quand la théorie des ensembles analytiques est for-
mellernent achevée, il est impportant de reconnaitre en employant
des raisonnements habituels de la Théorie des Fonctions que c'est
cet ensemble auxiliaire E de M. H. Lébesgue qui est lui-méme un
ensemble analytique ne faisant pas partie de la famille des en-
sembles mesurables B, et que dans sa construcfion est contenue,
comme dans un germe, toute la théorie des ensembles analytiques,
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CHAPITRE L

La construction de M. H. Lebesgue et ses généralisations.

I. La construction de M. H. Lebesgue.

1. Voici la construction de l'ensemble auxilisire E. Nous re-
produisons ici presque textuellement ce passage de M. H. Le-
besgue 1): ’

,Nous supposons les nombres rationnels compris entre 0 et 1
rangés dans un cerlain ordre que nous ne précisons pas mais que
nous supposons précisé; soit ry, 79,... la suite considé.rée. Nous.
prenons une valeur z comprise entre O et 1 et nous I'éerivons dans
le systéme de numération de base 2, en employant toujours un nombre
infini de fois le chiffre 1; l'expression de x est bien déterminée dés.

que x est donné:
Bl 0!
r=gtmt

Barrons dans la suite ry, #y,... tous les # qui correspondent
aux indices ¢ des chiffres 6, qui sont nuls; soient 7y, ry,... les r
‘conservés, Marquons dans lintervalle (0,1) tous les points ayant ces
71, 71, . pour abscisses.

Deux: cas seulement sont possibles :

Premier cas. — Les points marqués forment dans (0,1) un
ensemble bien ordonné suivant cette convention que le rang de ces
points soit conforme & l'ordre dans lequel on les recontre en par-
courant de gauche & droite l'intervalle (0,1);

Deuxitme cas, — Les poiuts marqués ne forment pas dans
(0,1) un tel ensemble,

Désignons par & la totalité des points de Vintervalle (0 < < 1)
pour lesquels les premier cas est rempli et par E l'ensemble des
points 2 pour lesquels a lieu le deuxidme cas.“

1) Sur les fonctions représentables analytiguement (Journal de Jordan,
1905, p. 213, lignes 25—32 et p. 214, lignes 1—17). Pour simplifier lo plus pos~
sible des raisonnements, nous ne nous permettons de faire qu'un changement in-
signifiant dans la construction de M. H, Lebesgue concernant I'emploi dans fous
les cas des développements & une infinité des chiffres 1 co qui ajouts & l'ensemble
E de M. H, Lobesgne soulement des points rationnels,
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L'ensemble £ est le complémentaire de la totalité &, et on
voit bien que la totalité & est nomméde par M. H. Lebesgue d’une
manidre positive et que la définition de 'ensemble Z n'est que ﬁégative.

Or, nous verrons dans ce qui suit que cest l'inverse qui a pré-
cisement lieu: nous démontrerons que l'ensemble £ de M. H. Le-
besgue est un ensemble analytique et, par suite, est un ensemble
& définition positive et finie. Quant & la totalité & de M. H. Lebes-
que, nous n’avons aucune autre définition positive de cette totalité
que celle de M. H. Lebesgue.

II. Le crible canonique de M. Henri Lebesgue.

2. La forme géométrique que Ion peut donner & cette construction
de M. H. Lebesgue le rendra peut-dtre plus claire: considérons deux
axes rectangulaires et un carré dont les cotés ont pour équations

x=0,2=1; y=0, y=1.

Marquons dans le c6té gauche vertical z=—0 du carré tous
les points rationnels ry, #,,...; leur ensemble B est partout dense
dans ce coté.

Menons & lintérieur du carré par le point 7, la paralldle
b I'axe des «, e, en la divisant en 2" intervalles égaux, numérotons-
-les an moyen des entiers 1,2, 3,...,2" de gauche & droite. Si l'on
supprime de cette paralléle les intervalles ayant les numéros impairs,
l'ensemble des points restants est formé de tous les points de segments
équidistants termés, en nombre 2", dont la longueur commune est 1 2,

Ainsi on voit que dans chacune des paralléles y =r,, y=1y,.,
Y ==1y,... sont placés des segments fermés n'ayant aucun point

-commun et en nowbre fini.

Nous appellerons crible canonique de M. H. Lebesgue ld réunion
de tous ces segments et mous le désignerons par C.

3. Par définition méme, le crible canonique C est un ensemble
dénombrable de segments fermés particuliers paralléles & I'axe des
@ répandu d’une maniére spéciale dans l'intérieur-du carré; d’ailleurs,
il est clair que cet ensemble est partout dense dans ce carré.

Il est aisé de justifier la dénomination de crible. FEn effet, soit
@ un point quelconque appartenant an semi-segment ) 0 <z <1

1) On oppelle semi-segment fout segment fermé diminué d'une ot une seuls

do wos extrémités,
1%
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de l'axe OX; le point z est donc situé sur le cOlé inférieu.r du
carré. Désignons par P, une perpendiculaire élevée en ce point
& Paxe OX. Il est clair que cette perpendiculaire coupe le erible
C en un ensemble au plus dénombrable de points; désignons-le
par R, Comme les ordonnées des points de R* sont tous des nom-
bres rationnels, la projection orthogonale de P, sur l'sxe O est
contenue dans Vensemble B des points rationnels qui appartiennent
an cfté x=0 du carré. '

Mais une remarque bien plus importante et qui est relative
& une des plus belles propriétés du crible canonique ¢ de M. H.
Lebesgue est la suivante: un point r, du c6té =0 du earré
appartient & la projection de R, sur l'axe OY si I'vn a 6,=1, et
dans ce cas seulement,

Il en résulte que lensemble dénombrable B, forme sur la per-
pendiculaire P, un ensemble blen ordonné pour tous les points a de
la totalité 8, le rang des points de R, étant conforme i Pordre
dans lequel on les rencontre sur la perpendiculaire P, parcourue
de bas en haut, et R, west bien ordonné, en adoptant la méme con-
vention de rang, pour aucun point x de Vensemble I,

On en conclut immédiatement que R, admet une partie n'ayant
pas d'élément initial pour tout point x de I'ensemble K; il serait
donc possible de déterminer, dans ce cas, une suite décroissante a,, ay,...
Jormée déléments de R,, chacun plus bas que le précédent et qui
tendent manifestement vers un point w situé sur la perpendiculaire
P,. Ainsi, les points de R, admettent, dans ce cas, le mouvement
rétrograde, et il est clair que, parmi les points limites de K, dans
chacun desquels I'ensemble R, a le mouvement rétrograde, nous
avons un point le plus bas; désignons par w(2) Vordonnée de ce
point.

En résumé: c'est la collection elle-méme des segments fermés
de C qui crible d’une manitre automatique des points de linter-
valle fondamental 0<<x <1 en laissant passer les points de la
totalité &: ce sont les points de l'ensemble K qui restent seuls. De
Ia le nom de erible.-

. Nous appellerons ensemble criblé au moyen du crible ¢ ou
simplement ensemble” ¢riblé cet ensemble K (et non pas la to-
tallté &),

Remarquons, enfin, que dés maitenant lensemble 4 so pré-
sente défini d’une manidre Ppositive, puisque la propriété de B, davoir
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un point limite rétrograde w(z) est une propriété .nettement po-
sitive.. o

ITIL. L’analycité de I'ensemble E de M. H. Lebesgué.

4. On appelle ensemble analytique tout ensemble lindaire de
points qui est Vensemble des valeurs. d’une fonclion discontinue seule-
ment powr une infinité dénombrable de valeurs de la variable .

La raison de cette dénomination est trés claire: comme toute
fonction :

") Voir ma Noto duns les Comptes Rendus, 1917. -
C'est M. Emile Porel qui a attiré Iptiention, il y a déja longtemps, sur

-ceu fonctions dont la classe mérite d'étre étudide immédiatement aprés la classe

des fonctions continues. Citons textuellément quelques passages de M. E. Borel
(Legona sur la théorie des fonctions, premiére édition, 1898; Note I, p. 109 et
Note ILL, p. 126): «...on ne peut se mervir, dans le caleul, d'une fonetion que
oi elle est définie an moyen d'une infinité' dénombrable d'éléments. Tel est le
cns des fonctions continues, et aussi des fonctions discontinues, discontinues
seulement pour une infinité dénombrable de valeurs de la varisble. De telles
fonctions ypeuvent, en effet, 8tre définis. au moyen d'une infinité déndmbrable
de conditions, .. » o ' '

«...8i elles différent, on est sfir de s'en apercevoir avec assez de persévé-
rence, 1l n'y & rien de paréil pour les fonctions discontinues (il s'agit ici de fon-
ctions diseontinues les plus générales): une telle fonction est définie par une in-
finité non dénombrable de conditions; en pratique, cela revient' 4 dire qu'il est
impossible de la définir: I1 y aurait bien de distinguer parmi les fonctions discon-
tinues les plus générales, q'ui, paraissent devoir &tre exclues, au moins pour V'in--
stant, des considérations mathématiques, des fonctions dont la .disc.oﬂtinuité et
amsujottie & des restrictions. Ces restrictions doivent étre de nature telle que la
fonction puisse dtre enlidrement définie par une infiniié dénombrudle de condi-
tions, L’ensemble des fonctions satisfaisant & ces conditions restrictives a. alors
méme puissance que le continu.’ Parmi les fonctions satisfaisant 4 des conditions
restrictives de ce genre, je citersi les fonctions discontinues seulement en une
infinité dénombrable de points, que plusieurs géométres ont considérées avec profits,

11 serait trés jntéressant de savoir si:la conception d'une fonction définte
par une snfinitd dénombrable de conditions de M, Emile Borel est adéquate i-cells -
d'une’ fonotion qu'on peut nommer de M, Henri Lebesgue. ]l ne semble pas qu'il
soit posaible de trouver une fonction nommable (c'est-a-dire une fonction-individu)
qni ne soit définissable par une infinité dénombrable de conditions.

On trouve dans los Lecons sur les fonctions de variables rdelles (1906) de
M, E, Borel les premitres études sur les fonctions discontinues seulement en une
infinité dénombrable de points (p. 94—98),
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discontinue seulement en une infinité dénombrable de points de
lintervalle fondamental (0 <C #<C 1) est une fonclion de classe 1 de
la classification de M. René Baire ), il existe une série de poly-
nomes en ¢ & coefficients entiers !) !

Pt)+ Plt)+ ...+ P+ -

convergente pour toute valeur de ¢ de l'intervalle (0 <C#<C 1) dont
la somme est f(f).. Done, tout ensemble analytique lineaire est
I'ensemble des valeurs que prend dans un intervalle la somme d'une

N

série convergente de polynomes & coefficients entiers et, par consé-
quent, est défini au moyen d'une égalité analytique ?).

Cette définition posée, nous allons porter netre attention sur
Iensemble £ de M. H. Lebesgue défini au moyen du erible cano-
nique C. Il est trés aisé de démontrer que cet ensemble est un
ensemble analytique. ,

5. Pour démontrer cette proposition, considérons, dans le plan
XO0Y, le crible cancnique C. Soit ¢ un segment quelconque qui
appartient & C; d'aprés ce qui précéde, o est un segment fermé
paralléle & Taxe OX

Abaissons, des deux extrémités du segment o, les perpendi-
culaires sur I'axe OX; nous obtemons ainsi un rectangle @ dont la
base est sur l'axe OX. Comme les segments ¢ du crible ¢ sont en

1) Toute fonction de classe 1 de M, R. Baire définie dans (0 < x < 1),
les extrémités étant exclues, est développable en série de polynomes & cogfficients
entiers. Cest une proposition de M. J, Chtodowski.

*) Le nom d’ensemble analytigue est donné suivant une proposition de M.
H, Lebesgue de nommer ensembles analytiques toms les ensembles qui peavent
8tre définis par des égalités ou inégalités analytiques,

»...De ce qui sera .démontré dans la suite, il résulte que les ensembles me-
surables B sout ceux qui peuvent &tre définis par des égalités ou inégalités ana-
Iytiques; pour cette raison ils mériteraient d’tre nommés ensembles analytiquess,
(Sur les fonctions reprédsentables analytiquement, p. 165).

» Le proposition invérse {c'est-2-dire que tout ensemble défini par des égalités
ou inégalités analytiques est un ensemble mesurable B) n'est pas vraie,

Dans les cadres limités de nos Notes des Comptes Rendus (Souslin — Swur
une définition des ensembles mesurables B sans nombres transfinis ; N. Lusin—
Sur la classification de M. René Baire, t. 164, p. 88 ot p. 91, séance du 8 jan-
vier 1_9'17} ol l'on trouve tous les résultats principaux sur les ensembles analyti-
ques énoneés, d'ailleurs, sans faire les démonstrations, nous avons appelé les en-
sembles analytiques par lo nom suceint d'ensembles (A).
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infinité dénombrable, nous pouvons numéroter tous ces rectangles
construits au moyen des entiers positifs

(1) Ql, Qn'“: Qh“-
Nous désignerons par w, I'abscisse de lextrémité droite de la base
de Q,. .

Ceci posé, occupons-nous de la construction d’une fonction @
discontinue seulement en: une infinité dénombrable de points de
I'intervalle (0<C#<( 1) dont l'ensemble des valeurs coincide avee
Pensemble lebesguien E.

Soit £ un nombre incommensurable quelconque compris entre
0 et 1 et défini par un développement de la forme

@), 0y, @y,... tant des entiers positifs déterminés.
Faisons correspondre & ¢ une suile bien déterminée

- (2) Ly Lgyyoey Lg,yees

formée des extrémitds droites des bases de certains rectangles @,
définie par la relation de récurrence suivante:

1° , =@,; on a done @y = ,;

2° le nombre x,  étant défini, considérons tous les rectangles
Q qui sont intérieurs au rectangle @, ; leur ensemble forme une
partie de la suite (1), done, il est une snite. Lie nombre x, sera
défini comme égal au terme de rang @, de cette suite.

Il est clair que la suite (3) formée de nombres positifs est
déeroissante; done, elle a une limite. Comme cette limite est déter-
minée d'une maniére unique par la comnaissance de ¢, nous la dé-
signerons par f (t). ‘

6. 11 est aisé de démontrer que la fonction f(f) ainsi construite
est continue en chaque point irrationnel i, relativement & U'ensemble
de tous les points irrationnels. .

En effet, désignons par & I'ensemble de tous les nombres irra-
tionnels de lintervalle (0 <¢<<1). La fonction f(f) est défini par-
tout sur &; soit £, un point quelconque de & que nous supposerons fixe.
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Faisons tendre le point mobile ¢ de & vers f#,; le nombre N
des premiers quotiens incomplets du développement de ¢ en fraction
continue qui coincident avec les quotiens ineomplets correspondants
du développement de #,, augmente indéfiniment. Done, la suite (2)
calculée dans le point ¢ et la suite (2) caleulée dans le point i,
ont, toutes les deux, un nombre aussi grand que l'on veut des pre-
miers termes respectivement égaux. Or, les termes de la suite (2)
qui suivent le terme quelconque z, sont tous des points qui appar-
tiennent & la base du rectangle @, . Comme la longuer de la base
du rectangle @, tend vers zéro lorsque % croft indéfiniment, le
nombre f(f) tend vers f(t,) lorsque le point ¢ tend vers #,, toul en restant
sur J, ce qui démontre la continuité relative de la fonction F.

7. Ceeci étant établi, nous voulons examiner lensemble des va-
leurs de f. Considérons les rectangles qui correspondent aux termes.
de la suite (2) '

(3) C Qus Qe Qamyeeenns

Comme chaque rectangle ), contient le suivant, cest une
suite de rectangles emboités les uns dans les autres et dont les
bases, toutes situées sur I'axe OX, tendent vers zéro. Les hauteurs
de ‘ces rectangles sont visiblement décroissantes. Bt comme le point
x=f(f), étant une limite de la suite (2), appartient & toutes les
bases des rectangles (3), il est clair que le crible C détermine sur
la perpendiculaire P, une suite descendente de points de l'ensemble
R,. Done, toute valeur f(f) de la fonction f est un élément de
I'ensemble lebesguien X. ~

‘1l est manifeste que I'inverse a encore lieu: tout point de
Tensemble lebesguien B .peut étre obtenu de cette maniére.

Done, I'ensemble des valeurs que prend la fonction f(¥) pour les
valeurs incommensurables de la variable ¢ coincide avee Pensemble
lebesguien E. ‘

8. Il ne nous reste qu'a achever la détermination de la fon-
ction /" en tous les points, rationnels de l'intervalle (0 < t < 1) sans
troubler l'ensemble £ de ses valeurs ni sa continuité dans les points
irrationnels.

Pour prendre cette précaution, nous supposons les nombres
m.tionnels de I'intervalle (0<C#<C1) rangés dabs un certain ordre;
8016 4, t,... la suite considérée. Désignons par M, le maximum
de f au point #, relativement & &.
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La fonetion /' étant bornée sur 7, nous remarquons bien que
tous les nombres M,, M,,... sont finis; nous les représentons par
des points do l'intervalle (0<Ca<C 1) sur lequel est situé I'ensemble
lehesguion .

Il suffit maintenant de prendre pour chaque point M, un point
M, qui appartient & / et qui est infiniment voisin & M, lorsque
n ecroft indéfiniment: la fonetion f(f) assujettie & étre, dans les

points %, %,..., respectivement égale aux abscisses des points cor-
respondants M;, M,,... satisfait évidemment & toutes les conditions
désirées, : e. q f d.

9. Nous sommes ainsi amenés & la proposition suivante:

Vensemble lebesguien B de points est un ensemble analytique.

Comme une définition d’un étre mathématique au moyen d'une
série de polynomes partout convergente et i coefficients entiers est
une definition positive et finie, nous pouvons dire que l'ensemble
lebesguien £ peut 8tre considéré comme défini d'une maniére po-
sitive et finde.

IV. Le crible général.

10. Une question trés importante se présente ici. Nous venons
de voir que l'ensemble lebesguien £ est un ensemble analytique.

Est-t-il mesurable B ou non? Et s'il w'est pas mesurable B, par
quel mécanisme du raisonnement pouvons-nous découvrir sa non mesu-
rabilité B?

Mais, avant d'aborder ces difficiles questions, il est commode
de généraliser légérement la notion du crible canonique C de M.
H. Lebesgue.

Prenons, comme nous avons fait précédemment, deux axes
rectangulaires XOY et un carré K dont les cotés ont pour équations

x=0,2=1; y=0,y=1.

D'une manidre générale, nous appellerons crible toute collection
dénombrable C' de segments fermés o paralléles & Vaxe 0X et situés
& Vintérieur du carré K.

Par analogie avec ce qui précéde, nous désignerons par & la
totalité des points x de lintervalle (O <<w<C1) tels que la perpen-
diculaire P, élevée en x & l'axe OX coupe le erible (" en un en-
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semble de points bien ordonné b I'aide de cette convention que le
rang des points soit conforme & la direction positive de Iaxe Y.

Lensemble des pomts .de lintervalle (0 <z<C1) qui n’appar-
tiennent pas & la totalité & nous désignerons par E. '

Par définition de E, la perpendiculaire P, en chaque point
z de E coupe lo crible ¢ en un ensemble dénombrable R, qui
nest pas bien ordonné, en adoptant la méme.convention de rang.
Done, il est possible de déterminer,. dans ce cas, une suite décrois-
sanfe a,, G, .... formée de points de R, chacun plus bas que le
précédent et qui tendent vers un peint g situé sur la perpendicu-
laire P,.. Ainsi, Pensemktle R,, dams ce cas, est en mouvement ré-
trograde, et il est clair que parmi les points limites 4 de P, en
chacun desquels I'ensemble R, 2 un mouvement rérograde, il y a un
point le plus bas; nous désignerons par w(x) son ordonmée.

Cest cet ensemble E (et non pas la tetalité &) que mous appel-
lerons ensemble criblé au moyen du erible C'.

Le crible C de M. H. Lebesgue, que nous avoms considéré
précédemment, nous 'appellerons erible canonique.

11. Le théordme diréct. — Nous allons généraliser le théo-
réme dans lequel nous avoms reconnu Panalycité de l'ensemble le-
besguien E. :

Théoréme (direct). — Tout ensemble de points criblé au moyen
d'un crible géndral est un ensemble analytigue. '
 Pour le démontrer, nous employons toujours le méme mode
de raisonnement. Mais il est nécessaire de prendre une précantion
pour étre certain que tous les arguments de la démonstration don-
née pour les cas du crible canonique sont encore applicables au
cas d’un crible général,

Ce qui rend efficace le raisonnement précédent, ce sont les
propriétés suivantes du crible ‘canonique :

1° La longueur de la base du rectangle @, tend vers zéro
lorsque n croit indéfiniment;

2° Quel que soit le mombre , il existe dans le rectangle @,
un rectangle @, dont la hauteur est précisement inférieure i celle
de Q,.

Tout revient done & démontrer qu'on peut transformer le ori-
ble général .donné (" en un autre qui possdde les deux propriétés
énonées du crible canonique, et ceci sans troubler l'ensemble X
- eriblé au moyen de C'.
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Sur les ensembles analytiques. 11

Numérotons les segments fermés du crible donné ¢’ au moyen
dos entiers positifs; soit

(o) 015 0';9“‘) Oyen

colte suite. Iartons de I'entier positif ». Nous divisons lintervalle
fondamental (0 <& <C1) en 2" parties égales, et nous projetons les
2" extrémités des 7 premiers segments de la suite (o) sur laxe OX.

Si nous marquons, dans Vintervalle (0 =z <C 1), les points des
divisions et ces projections, nous obtenons wune collection finie de
points; désignons-la par 2,. Nous divisons enfin le segment fermé
0, en un nombre fini de petits segments fermés o'’ par les points
dont les abscisges appartiennent & 2,. -

Celu possé, faison varier m. Llensemble de tous ces petits
segments fermés o' ainsi obtenus forme, évidemment, un erible gé-
néral nouveann (' qui possdbde maitenant la premidre propriété 10 du
crible canonique, et il ost manifeste que l'ensemble criblé E reste
intact, :

12. Tout revient done 4 satisfaire & la deuxidme propriété 2°
du orible canonique. Rappelons qu's chaque point  de l'ensemble
criblé K correspond relativement au erible C” un nombre hien dé-
terminé dépendant de ce point et que nous avons désigné par u(®).
Nous avons done la courbe

y = u(2)

bien déterminde définie sur I'ensemble criblé E.

Oela posé, supprimons du crible C” tous ses segments fermés
¢ dont tous les points ont les ordonnées inférieures ou égales
& celles des points de la courbe y = u(x) qui possédent les mémes
abscisses, Comme l'ensemble criblé £ est supposé non vide, il
y a des segments ¢” non supprimés, et méme en une infinité dé-
nombrable. Leur ensemble forme un erible nouveau que nous dé-
gignons par O,

Il esl bien 6vident que le crible ¢ admet les propriétés
1° et 20 du crible canonique et que l'ensemble criblé E reste en-
core intact.

Do co moment-l4, lous les arguments de la démonstration pré-
cédente d’analycité de l'ensemble criblé avec le crible canonique

de M. H, Lebosguo appliqués au erible (" devieunent rigoureux.
e. q f d
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En résumé:

si E est cribld au moyen d'un crible général, lensemble K est un
ensemble analytique. '

13. Transformation des points de discontinuité, — Nous som-
mes conduits & nous demander si la condition trouvée pour qu'un
ensemble soit criblé au moyen du crible quelconque est suffisante.
Nous allons démontrer ' que la condition nécessaire éire ensemble
analytique est et méme temps suffisaute. ‘

Il convient, pour le démontrer, de faire d'abord quelques re-
marques préliminaires. o .

Soit E un ensemble analytique situé sur intervalle (0<<z<1).

Par définition mdme, il existe une fomtion x==;(¢) définie sur

Pintervalle (0<<t<C1) et discontinue seulement en. une infinité
dénombrable de points telle que E est l'ensemble de toutes ses
valeurs, . E ‘ ' ‘

- Je dis maintenant qu'on peut foujours supposer la fonction f(t)

discontinue seulement en points rationnels de intervalle (0 <<t<C1).-

En effet, soit :D Tensemble ‘des discontinuités de f'; D est dé-
nombrable. On sait que, parmi les transformations de 1 Analysis
Situs du segment fermé [0<C#<C1] en soi-méme, il y en & qui
transforment un ensemble dénombrable queleconque donné en une
partie de I'ensemble des points rationnels. Si nous effectwons, pour
Pensemble D, une telle transformation, nous aurons évidemment une
fonction de ¢ ayant la propriété énoncée. k '

Pour éviter des difficultés d’'ordre. secondaire nous allons sup-
poser dorénavant la fonction f(#) discontinue seulement aux points
_ rationnels: o ’ ’

- 14. Les divisions réguli¢tes. — Nous allons démontrer que,
lorsqu’'on néglige un ensemble énumérable de points de X, on peut
supposer la fonction f(f). continue duns (0t << 1) du coté droit en
chaque. point ¥, sans aucune exception,.méme aux poinigseationnels et
G Uorigine des coordonnées 0,

Pour le démontrer, il suffit de taire subir & la fonction f(f) une
transformation spéciale. Tout d’abord, voici une définition ulile : nous
dirons. qu'un . intervalle * ouvert & est divisé d'une manidre ré-

gulidre en une infinité d'intervalles ouverts partiels lorsqu’il est énlevé.

de & un ensemble réductible tendant vers les deux extrémités de 6.
Cette définition posée, nous allons démontrer que cha(iue inter-
valle ouvert 4 peut étre divisé dune manidre réguliére en une in-
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finité d'intervalles particls tels que UVoscillation (totale) de f dans
chacun d'eux soit infériewe & e, & dtant un nombre positif aussi
petit qwon veut.

En effet, comme j est discontinue seulement aux points rationnels,
lensemble des points de d oi la mesure de discontinuité de f n'est

- pas inférieurs & & est un ensemble fermé réductible; désignons-le

par I, Il résulte de la définition de F, que loscillation de f en
chaque point de d qui n’appartient pas & F, est précisement infé-
rieure & £. Nous concluons de la qu'on peut diviser dune maniére
réguliére et bien déterminée chacun des intervalles ouverts partiels
tels que Voscillation (totale) de /' dans chacun d'eux soit inférieure
& &. Il est manifeste que la réunion de tous les intervalles partiels
déterminés dans chacun des contigus & F, forme une division ré-
gulidre cherchée de 4. e q fd

Cela posé, dounons-nous une suite de nombres positifs &, &,...,

&, ,... tendant vers zéro, Partons de l'intervalle fondamental (0<C#<1).

D’aprés ce qui préeéde, nous pouvons diviser (0 <<#<C1) d'une
maniére régulidtre en wupe infinité d'intervalles partiels tels que
logcillation (totale) de f dans chacun d’eux soit inférieure & ¢.
Désignons par R, l'ensemble réductible dont ces intervalles partiels
sont contigus, Remarquons que nous pouvons supposer les longueurs
de ces contigus inférieures chacune & & .

Divisons d’'une maniére réguliére chacun des contigus & E,
en une infinité d'intervalles partiels tels que l'oscillation (totale) de
f dans chacun d'eux soit inférieure & &,. Désignons par R, Ten-
semble réductible dont ces intervalles partiels sont econtigus. Nous pou
vons suppuser les longueurs de ces contigus inférieures chacun & &,.

D'une maniére générale, lensemble réductible R,  étant défini
dans (0 < ¢ < 1), divisons d’une maniére réguliere chacun des con-
tigus & L,  on une infinité d'intervalles partiels tels que oscilla-
tion (totale) de f dans chacun d'eux soit inférieure & &,. Nous
désignons par R, Densemble réductible dont ces intervalles partiels
sont contigus et nous pouvons supposer leurs longueurs inférieures
b g, ‘

On formera ainsi la suite illimitée

By Byyoooy Beyeo
des ensembles réductibles situés dans (0 <C#<C 1), chacun contenant
les précédents.
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15. La transformation de f(t). — Prenons le semi-segment
0Lr<1

ot divisons-le en une infinité de semi-segments partiels, formés cha-
cun du coté gauche et ouverts & droite, par les points My, M,,...,
M,,... qui tendent vers 1: ces semi-segments seront dits les semi-
-segments de rang 1. Divisons pareillement chacun des ‘semi-segments
de rang 1 en uie infinité de semi-segments partiels, fermés chacun
du c6té ganche et ouverts & droite, par les points tendant vers.sa
borne droite; ces semi-segments seront dits les semi-segments de rang 2.
En général, ayant défini tous les semi-segments de rang n—I, nous
divisons de la méme manidre chacun d’eux en une infinité de semi-
segments partiels, fermés du c6té gauche et ouverts & droite: ces
semi-segments partiels seront dits les semi-segments de rang n, et
ainsi de suite. Remarquons que la longueur de chacun des semi-
segments de rang » peut &tre supposée inférieure & 1 :n.

Cela posé, faisons établir, pour chaque valeur de n, entre les

intervalles contigus & R, et les semi-segments de rang n une cor-
respondance univoque et réciproque de maniére quh tout inter-
valle 6 contign & Rs, et contenu dans un intervalle d’ contigu
& Re,_, corresponde un semi-segment ¢ de rang » encore contenu
dans un semi-segment @’ de rang n—1 qui correspond & ¢,

Pour cela, faisons établir entre les intervalles contigus & Re, et
les semi-segments de rang 1 une correspondance univoque et réci-
proque; puis entre les intervalles contingus & Rs, et les semi-segments
de rang 2 contenus respectivement dans les couples 6, d des in-
tervalles contigus & Re, et des semi-segments de rang 1 correspon-
dants, Continuons ainsi indéfimment & prendre dans chaque couple
¢', @& formé d’un intervalle ¢’ contigu & R, et d’un semi-segment
correspondant @' de rang #n—1 fous les - intervalles contigns & R,
et fous les semi-segments de rang » contenus respectivement dans
0" et d’ et & faire correspondre d’une maniére determinée & chaque
0 un d et réciproquement. Il est clair qu'en continuant ainsi, nous
formerons entre les contigus & Re , Rs , Rs,,... et les semi-segments
de rang 1, 2, 3,... la correspondance univoque et réciproque cherchée.

Ceci étant établi, nous prenons, dans le semi-segment

01

un point ¢ quelconque. Comme le point 7 appartient & un semi-
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segment déterminé‘ dy de rang 1, & un semi-segment détermind dy
de rang 2, et ainsi de suite, nous avons la suite illimitée

dyy dy, dy,...

bien déterminée de semi-segments respectivement des rangs 1, 2, 8,...,
chacun intérieur au précedent et qui tendent manifestement vers le
point 7 situé & leur intgrieur ou sur leur extrémité gaunche,

A cette suite correspond évidemment la suite illimitée

by Oy, Oy,...

des intervalles contigus respectivement aux R, B;,, R.,,..., chacnn
intérieur (au sens étroit) au préecédent et qui tendent manifestement

- vers un point'¢ situé a leur intérieur (au sens étroit).

Done, nous avons

t"_"f: o (v).

Il est clair que la fonction ¢(z) ainsi déterminée est une fon-
ction définie en chaque poiut v du semi-segment (0 <<z < 1). Comme
le point ¢ n’appartient 4 aucun des ensembles réductibles R, R,
Es,,... et comme chague point ¢ de l'intervalle fondamental (0<#<1)
qui n’appartent & aucun de ces ensembles réductibles peut &tre ob-
tenu dé ceite manidre, il est manifeste que la relation

t=0p(7)

établit une correspondance univogue et réciprogque entre les points
du semi-segment (0<C7<C1) et les points de l'intervalle (0 <<#<<1)
qui n’appartiennent pas 3 l'ensemble énumérable D formé de la
réunion des R, Re,... "

Cela posé, considérons une fonction composée F(7) définie dans
le semi-segment (0<C7<C1) par Pégalité

Fn)=1[9(®))

Comme & chaque point 7 appartenant & un semi-segment déter-
miné d de rang » correspond un point ¢ de l'intervalle & contigu
& R, et qui correspond & @, on voit bien que loscillation (totale)
de F(v) dans d est inférieure & &,. Donc, la fonction F(f) est con-
tinue du coté droit en chaque point © du semi-segment (0<{z<<1).

“e. q £ d
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16. Le théoréme inverse. — Examinons lensemble £’ des va-
leurs de la fonetion composée
x = F(7)

quelle prende sur le semi-segment (0<Cz<Cl1). Nuus' allons dé-
montrer que E -est un ensemble criblé au moyen d'un crible général.
" Pour le constriire, prenons un semi-segment qhelconque.d de
rang n. Soient H et h respectivement le maximum et le minimum
de F(z) dans d. , :

Nous élévons en la borne droite de d une perpendiculaire & I'axe
des 7 et nous marquons sur cette perpendiculaire deux points dont
les ordonnées sont égales & H et & k. Nous obtenons ainsi un se-
gment fermé o bien déterminé situé sur cette perpendiculaire et
ayant pour ses extrémités les points marqués; ce segment o est
vertical, done paralléle & Paxe des z.

i nous effectuons cotte construction pour chaque semi-segment
d de rang n et si nous faisons varier I'entier positif #, nous obtien-
drons une infinité dénombrable des segments o fermés parullb]es
a laxe des z. Donc, nous avons wn crible général C'.

" Gonsidérons l'ensemble de points de l'axe des x criblé au moyen
de ce crible ¢’. Nous désignerons cet ensemble par E”. Pour qu'un
point & de l'axe OX appartienne & E”, il faut et il suffit qu'il soit
enmpris dans les projections sur cet axe d'uue infinité de segments
fermés ¢ du crible ¢’ dont les abscisses © forment une suite dé-
croissante. Bt comme la fonction composée F(r) est continue du
coté droit en fouwt point v du semi-segment (0<Tz<C1), nous en
concluons que. Uensemble B coincide avec Uensemble E' des valeiirs
de la fonction F(%). :

Il ne nous reste plus qu'a comparer I'ensemble analytique donné
E avec l'ensemble B’

11 résulte de la forme méme debF('s)

F(z)=/l9p()]

que B est une partie de E. Et puisque la fonction

v t=p()
prend chague valeur ¢ qui appartient & 'intervalle (0 < ¢ < 1) sanf
les ¢léments des ensembles réductibles R, , Rs,...., on constate bien

que Vensemble E ne differe de B que d'une infinité dénombrable de
points dventuels =, , x;,...
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Il est facile maintenant de les ajouter & E' en faisant une mo-
dification légére du crible ¢'. En effet, marquons dans lintervalle
(1<7<2) une infinité dénombrable des points v, , Ty, Ty,... ten-
dant vers 2. Sinous construisons, pour chaque entier positif m, un
crible C;, ayant un seul point eriblé x, et tel que les abscisses 7 des
segments fermés qui constituent ), appartiennent toutes & l'inter-
valle (z,, 7,.,), on voit bien que la réunion du crible C' et de
tous les eribles C, est un crible général dont Uensemble criblé coin-
cide précisément avec Vensemble analytique donné E.

Done, nous avons démontré la proposition importante:

Théoréme {inverse). — Tout ensemble analytique. linduire est un
ensemble criblé aw moyen d'un crible général.

En raprochant cette proposition au théoréme direct, nous som-
mes amenés & la proposition suivante:

La famille de tous les ensembles linéaires criblés est identique avee
la famille de tous les ensembles analytiques linéaires.

V. Projections.

17. Par définition méme, est analytique tout ensemble E linéaire
de points qui nous -est donné comme Pensemble des valeurs d'une
fonction f(f) discontinue seulement pour une infinité dénombrable
de valeurs de £

La forme géométrique que Yon peut donner & cet énoncé le
rendra peut-8tre plus clair: considérons deux axes rectangulaires et
une courbe dont I'équation est :

x=f(t).

La fonction f est évidemment ponctuellement = discontinue relative-
ment & tout ensemble parfait; donc est une fonction de classe 1 de
M. Baire. Par suite, la différence

xz—fil)

est une fonction de deux variables, ¢ et z, reprdsentable analytique-
ment, Dans ces conditions, un théoréme de M. Lebesgue démontre
que lensemble des points du plan 70X dans lesquels cette diffé-
rence s'annule est sirement un ensemble plan mesurable B.

Le réle qui joue cet ensemble plan devient clair si nous remar-
quons que l'ensemble analytique linéaire donné E est une. projection

Fundaments Mathematicue t. X. BU 2
W
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orthogonale de cet- ensemble plan sur Paze OX. Pour apprécier la

simplicité de cet ensemble plan, il est commode de poser la dé-
finition générale suivante.

18. Prenons lespace -euclidien & & m dimensions. Soit, dans cet

espace, un systéme d'axes rectangulaires quelcouque que nous dési-
goerons par S (;, & ,..., &,). Imaginons, dans cet espace &, une
guite bien déterminée, dénombrable ou finie, de parallélépipedes
fermés & m dimensions, orientés suivant les axes du systéme S et
sans point commun deux & deux: ces parallélépipédes seront dits
les parallélépipédes de rang 1.

Imaginons, dans.chacun de ces parallélépipédes de. rang 1, une
suite bien déterminde, dénombrable ou finie, de parallélépipsdes
fermés, orientés suivant les axes du systéme S et sans points com-
muns deux 4 deux: ces parallélépipédes fermés seront dits les pa-
rallélépipddes de rang 2; on voit bien que lensemble composé de
tous les parallélépipédes de rang z est dénombrable.

D’une manitre générale, quel que soit Ventier positif u, n>> 1,
concevons, dans chacun des parallélépipddes de rang n— I, une
suite bien  déterminée, dénumbrable ou finie, de parallélépipédes
fermés analogues n’ayant aucun point commun deux & deux, et
nommons-les, pour abréger, rarallélépipides de rany n, etc.

Comme tous les parallélépipédes de ranmg n sont en nombre dé-
nombrable (ou fini), leur ensemble-somme est nécessairement mesu-
rable B; designons le par S,. Il résulte immédiatement de li que
la partic commune & tous les ensembles-sommes S, Sy Sp,... et
forcement un ensemble mesurablé B; désignons-le par e et posons
la définition suivante:

Définition. — Nous appellerons ensemble élémentaire lensemble
8 ainsi construit, o

On voit que tout ensemble 4lémentaire est un ensemble d’une

nmature pas trop compliquée, mais ce n’est, en tout rigueur, que hien
relativement 1),

Remarquons que I'ensemble formé d'un sewul point est évidem-

1) .La »simplicité« des ensembles &lémentaires - nous parait bien illusoire. La
traduction de la définition d’'ensemble élémentaire en langage do D'Arithmétique

se heurte & toutes les controverses relatives & la Théorie de 1o croissance. Il sem-
ble .

dans les ensembles élémentaires commé dans un gorme,

que toutes les difficultés de la théorie des ensembles projectifs sont contenues’
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ment élémentaire; de méme, tout ensemble isolé (c'est-h-dire tel que
chaque son point soit un point isolé) est encore élémentaire.

19. Cette définition étant posée, nous allons démontrer. la pro-
position suivante: :

Tout ensemble analytique linéaire est la projection orthogonale d'un
ensemble élémentaire plan. _

Pour le démontrer, il suffit de considérer la fonction F(z) con-
tinu du c6té droit en chogue point que nous avons défini prées-
demment (n° 15). :

En eftet, prenons un semi-segment quelconque d de rang n.
Soient H et. b respectivement le maximom et le minimum de F(z)
dans d. Les points du plan dont les abscisses appartiennent au
segment fermé d (I'extrémité droite y comprise) et dont les ordon-

‘nées sont compris dans le segment (h<Ca< HY forment un rectangle

fermé orienté suivant les axes des 7 et des z; wuous l'appelons
rectangle de rang n. : '

Done, & chaque semi-segment d de rang n situd dans (0<Cr<<1)
correspond dans le plan un rectangle de rang u, et il est évident
que deux de ces rectangles n’empidtent jamais I'un sur l'autre, inais
ils peuvent avoir une frontiére commune. Comme chaque semi-
segment ¢ de rang » contient une infinité dénombrable des semi-
segments d’ de rang n-1 qui n'ont aucun point commun deux
3 deux, chaque rectangle de rang n contient une infinité dénom-
brable. des rvectangles de rang n—+1 qui n'empidtent jamais I'un sur
Pautre, mais qui peuvent avoir une frontiére commune, et ainsi de
suite. Si cette dernidre circonstance se présente, nous pouvons. évi-
demment supposer que ces rectangles sont un peu contractés dans la
direction de I'axe des z sans que leurs projections sur l'sxe des

" 2 soient changées, de maniére que 'tous les rectangles de méme rang

n'aient aucun point commun.
Dans. ces conditions, nous avons un ensemble élémentaire plan
e; et il est manifeste que sa projection orthogonale sur l'axe des
x cofncide avee Pensemble des valeurs de F(z); or, I'ensemble ana-
lytique donné £ ne différe de -ce dernier que d’un nombre dénom-
brable (ou fini) des points supplémentaires que nous pouvons consi-
dérer comme les projections des points isolés dans le plan. Cette re-
marque achéve la démonstration du théoréme proposé.
¢ q f.d
2¢
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V1. Cribles & plusieurs dimensions.

920. Pour fixer les idées, nous nous bornons au eas d’un crible
dans V'espace 3 trois dimensions.

Prenons l'espace euclidien & trois dimensions et considérons trois
axes rectangulaires OXYZ et un cube fondamental K de edté 1
dont les points M (x,y,2) vérifient les inégalités -

I<e<<L. 0SSy, 02K

Définition: D'une manidre générale, nous appellerons crible dans
Pespace & trois dimensions foute collection dénombrable C' de rectan-
glés fermés paralldles au plan X0Z, orientés suivant les axes OX el
0Y, et situés & Pinterieur du cube K.

Par analogie avec ce qui précéde, nous désignerons par & la
totalité des points M(z,y) de la face inférieure du cube K tels que
la perpendiculaire P, élevée en M aun plan XOY coupe le crible
¢’ en un ensemble de points bien ordonné conformément & la direc-
tion positive de l'axe 0Z.

Lensemble des points qui n’appartienngnt pas & la totalité & nous
désignerons par E. :

Par définition de E, la perpendiculaire P, en chaque point M
de E coupe le crible ' en un ensemble dénombrable R, qui n'est
pas bien ordonné, en adoptant la méme convention de rang. Done,
il est possible de déterminer, dans ce cas, une suite descendante
a,, ay,... formée de points de R, chacun plus bas que le préeé-
dent et qui tendent vers un point g situé sur la perpendiculaire
P,. Ainsi, 'ensemble R,, dans ce cas, est d'un mouvement rétro-
grade, et il est clair que, parmi les points limites u de [, en
chacun desquels I'ensemble B, est d’'un mouvement rétrograde, il
y & un point le plus bas; nous désignerons par u(x,y) sa coordon-
née 2. -

C'est cet ensemble E (et non pas la totalité &) que nous appel-
lerons ensemble criblé au moyen du crible C' situé dans lespace
A trois dimensions ou. plus simplement, ensemble criblé.

21. Les ensembles criblés & plusieurs dimensions sont étroite-
ment liés avec les ensembles analytiques dans Uespace % plusieurs
- dimensions. Mais il est nécessaire d’abord de définir ces derniers.

Définition. Nous appelons ensemble analytique dans Vespace
& m Wimensions le liew des positions successives d'un point mobile
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M(2y, x54... %,,) doni- les coordonnées somt des fonctions dun para-
metre variable ¢ ddfinies dans Vintervalle (0 <#<C1) et discontinues
seulement pour wne infinité dénombrable de valeurs de i: = = fi(t),
#y =2 () )00y B =Fo(D).

On voit. bien que cette définition est une généralisation trés na-
turelle de la notion d'ensemble analytique linéaire. Ce qui justifie
Pintroduection de cette’ généralisation, c'est la proposition suivante:

La condition nécessaire et suffisante pour quun ensemble de points.
dans Despace euclidien & m dimensions soit criblé est qu'il soit ana-

Uytique dans cet espace.

22. La vcondiﬁon est necessaire, Pour fixer les idées, bornons-
-nous au cas d'un ensemble criblé E plan (m = 2)

Soit C’ un crible dans L'espace & trois dimensions qui-définit
l'ensemble K. Nous considérons chacun des rectangles fermés ¢, du
crible ¢' comme la face supérieure d'un parallélépipéde P, orienté
suivant les axes OXYZ et ayant sa base dans le plan 2=0.

Cela posé, nous commengons par transformer le crible donné

¢’ en un autre C” qui posséde les deux propriétés du crible eano-

nique C de M. H. Lebesgue: :

10 Lie diamedtre de lu base du parallélépipéde P, tend vers zéro
lorsque n crott indéfiniment, 5 '

20 Quel que soit le nombre m, il eriste dans le parallélepipide
P, un paralldlépipéde P, dont la hauteur est précisément inférieure

& celle du P,.

La méthode pour effectuer cette transformation est toujours la
méme que cette utilisée dans le cas de l'ensemble E linéaire: il
sq*fﬁt de remplacer les mots ,segment“ et ,rectangle“ respective-
ment par les mots ,rectangle’ ef ,parallélépipéde.

Tous les arguments de la démonstration d’analycité de 'ensemble
lebesguien E deviennent applicables au crible transformé C".

) _ e q f d

23. La condition est suffisante. Soit. £ un ensemble analytique
plan contenu ‘dans un carré dont les edtés ont pour équations

z=0, ¢=1; y=0, y=1.

Par définition, E est le lieu des positions successives d’un point
mobile M(x,y) dont les coordonnées sont des fonctions d’'un para-
métre variable £, définies dans l'intervalle (0 <C¢<C1) et discontinues
seulement pour ume infinité dénombrable de valeurs de #:
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z=f(®), y=90).

Drailleurs. comme nous avons dit (n° 13), on peut toujours sup-
poser les fonetions f et g discontinues seulement aux points ration-
nels de Dintervalle (0 <t <C1).

Il en résulte qu'ou peut enfermer chaque point drratlonnel ¢ de
(0, 1) en un intervalle ouvert & tel que les oscillations (totales) de
/et g dans J soient toutes les deux inférieures & e, & étant positif
aussi petit qu'on veut. Nous concluons de l& que, quel que soit un
intervalle ouvert d, on peut déterminer dans J un ensemble rédug-
tible R, tel que les oscillations (fotales) de f et g dans chacun des
intervalles contigus & R, soient toutes les deux inféricures & e, € élant
aussi pelit qu'on veut (n0 14).

Dans ces conditions, tous les raisonnements faits dans le cas
d’une seule fonetion f, deviennent encore applicables au cas de
deux fonetions f et g. ‘ ‘

Il est inutile de fatiguer le lecteur en répétant toujours les
mémes mots: l'application des procédés précédents (n° 15) est ju-
stifide. '

Nous serons ainsi amenés ayx fonetions composées

z=Fr)=Fflp[)] et y=G()=yglp()
définies dans le semi-segment
01

et ‘continues ‘du coté droit en chague point 7 de ce semi-segment,
sans aucune exception, méme aux points rationnels et & l'origine
de coordonnées O. Ces fonctions £ et & sont telles que leurs oscil-
lations (totales) dans’ chacun des semi-segment d de rang 7 soient
précisement inférieures & e,.J2.

D’ailleurs, si I'on fait varier ¢ dans le semi segment 0Tz < 1,
Vensemble total B’ des points M(x,y) est contenu dans Pensembie
analytique donné E et ne differe de B que d'un nombre dénom-
brable (ou fini) des points supplémentaires éventuels.

On démontre immédiatement que cet ensemble plan B’ est cribié
au moyen d'un crible C' situé dans Vespace & trois dimensions,

Pour le construire, considérons trois axes rectangulaires OX,
0Y et Oz, et prencns un semi segment queleonque d de rang #.
Comme les oscillations totales des deux fonctions F(z) et G(v) dans
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d sont inférieures & &,, on peut déterminer, dans le plan. XOY; un
petit carré g ayant pour cbté e,, tel que le* point mobile M(x,y)
reste dans g lorsque le paramétre v varie dans 4. Si nous consi-
dérons mdintenant le carré ¢ comme mme projection orthogonale sur
le plan XOY d’un carré Q parallel & ce plan et & distance égale
& la coordonnée © de la borne droite du semi-segment d, nous faisons
correspondre A chacun. des semi-segments d de rang » un oarré Q
bien déterminé parallel au plan XQY et situé dans le cube fon-
damental

I<r<l, 0<Sy<<L; 0<<z< 1.

8i nous effectuons cetie construction du carré @ pour chaque semi-
segment ¢ de rang n et si nous faisons varier n, nous obtiendrons
dans ce cube une infinité dénombrable de carvés fermés @ paral-
lels au plan XOY et orientés suivant les axes OX et OY. Dong,
nous avons un crible C' dans l'espace & trois dimensions. ‘

D'aprés la continuité des fonctions F' et G en chaque point du
«c0té droit, un ensemble criblé au moyen de ce crible C' coincide. pré-
cisément: avec Vensemble E'. Et, comme l'ensemble analytique donné
E ne différe de E' que d'un ensemble au plus dénombrable des
points supplémentaires, on conclut imiédiatement (n® 16) que Len-
semble, analytique E lui-méme est un ensemble criblé. ¢ g. f. d.

Nous sommes ainsi amenés & la proposition suivante: -

La famille de tous les ensembles de points dans Vespace & m di-
-mensions criblés au moyen d'un crible dans Uespace & m--1 dimefi-
sions est identique avec la famille de tous les ensembles analytiques
dans Pespace. & m dimensions.

24, Les projections. — Revenons aux ensembles élémentaires
-dans Pespace & plusieurs dimensions (n° 18). Nous pouvons tirer. de
la démonstration précédente une conséquence extrémement impor-
tante, : )

Nous avons vu qu'd chaque semi-segment d de rang n situé sur
Taxe Oz correspond un petit carré ¢ bien déterminé situé dans le
plan X0Y (n® 23). Considérons. donc l'ensemble des points dans
Tespace & trois dimensions dont les projections sur le plan X0Y e.t
sur I'axe Ot gppartiennent respectivement au carré g et an semi-
segment d supposé fermé (donc, au segment d). Il est évident que
cet ensemble forme un parallélépipéde fermé orienté suivant les
axes du triddre OXY¥w; nous Vappelons parallélépipede de rang n.


Yakuza


2 N.. Lusin:

Tous les parallélépipédes de rang » sont en infinité dénom’brable
et n'empiétent jamais l'un sur Pautre, mais ils peuvent avoir une
face commune. Si cetté dernitre circonstance se présente, nous pou-
vons évidemment les contracter dans la direction de Iaxe Oz sans
que les projections sur le plan XOY soient modifiées, de manidre
qu'ils n'aient aucun point commun deux & deux.

Comme chaque parallélépipéde de rang n contient manifestement
une infinité dénombrable de parallélépipédes de rang n-+1, nous
pouvons former au moyen des parallélépipédes de rangs 1,2,3,...
un ensemble élémentaire e, et il est manifeste que Iensemble plan
E’ est une projection orthogonale de e sur le plan XOY. Et puis-
que l'ensemble analytique donné E ne differe de E’ que d'une in-
finilé dénombrable des points supplémentaires, nous pouvons ajouter
4 6 un ensemble dénombrable de points de maniére que £ de-
vienne une projection orthogonale d’un ensemble élémentaire.

Nous sommes ainsi amenés & la proposition importante:

Tout ensemble analytique de points dans Vespace euclidien 8 & m
dimensions peut btre considéré comme ume projection orthogonale d’un
ensemble élémentaire situé dans un espace euclidien & m 1 dimen-
sions contenant 8 1),

Cette proposition est d’une extréme importance dans la théorie
des ensembles analytiques, puisque c'est de Ia que dérivent les pre-
miéres propriétés des ensembles analytiques: puissance, mesure, ca-
tégorie.

Puissance.

25. Soit E un ensemble analytique quelconque sur lequel on
sait seulement qu'il est mon dénombrable. Soit ¢ un ensemble 8lé-
mentaire dont la projection coincide avee E.

Comme le diamétre d'un parallélépipéde de rang n tend vers
zéro lorsque n croft indéfiniment et comme E est non dénombrable,
il existe un entier positif » suffisamment grand pour que, parmi les
parallélépipédes de rang n, il y ait deuz parallélépipedes 7 et n’
ayant les deux propriétés suivantes:

1° les projections de 7 et de s’ sont sans points communs;

%) Théoréme de Souslin: «Tout ensemble (A) est la projection orthogonale
d'up ensemdble B de classe I, V. aussi W, Sierpitski: «Les projections des
ensembles mesurables (B) et les ensemble (A)»> , Fundamenta Mathematicae t. 'V, 159,
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20 les projections: des parties de & enfermées dans 7 et dans
' sont toutes les deux encore mon dénombrables. )

Dés lors, nous sommes dans les mémes conditions quauparavant,
et nous ponvons déterminer, dans chacun des deux parallélépipddes
7 et 7', deux parallélépipsdes nouveaux jouissant des mémes pro-
priétés; nous obtenons ainsi quatre parallélépipédes déterminés. Nous
continuons & opérer' de la méme maniére dans chacun deux ot nous
obtenons huit parallélédipsdes déterminds. jouissant des mémes pro-
priétés, et ainsi indéfiniment. '

Il est clair que Vensemble des points qui appartiennent chacun
& une infinité de parallélépipsdes ainsi déterminés est un ensemble
Parfait contenu dans l'ensemble élémentaire ¢. Drailleurs, les pro-
Jections de deux ses points supposés différents sont toujours distinctes.

Il en résulte que la projection de cet ensemble parfait est encore
un ensemble parfait. Et comme ce dernier est manifestement con-
teou dans l'ensemble analytique donné K, nous obtenons la propo-
sition suivante:

Tout ensemble analytique mon dénombrable contient nécéssairement
un ensemble parfait, donc a la puissance du continu n,

Mesure.

26. Svit B un ensemble analytique quelconque sur lequel on
soit seulement qu'il a une mesure extérieure non nulle, m,E>0.

Tout d’abord, nous faisons cette remarque bien triviale que pour
démontrer qu'un ensemble de points E quelconque, de mesure exté-
rieure non nulle, est mesurable, il faut constater qu’il contient un
ensemble fermé F dont la mesure est supérieure & m,E— ¢, & étant
un nombre positif aussi petit que 'on veut; et cela - suffit.

En effet, d'une part, on peut enfermer les points de E en une
série de parallélépipédes (intervalles, rectangles) dont Pétendue (lon-
gueur, aire, volume) totale est inférieure & m,E 4 e. D'autre part,
tous les points qui n’appartiennent pas & E sont évidemment com-
pris dans une série de parallélépipédes extérieurs & lensemble fermé
F' dont I'étendue totale est inférieure & 1—m F 4 &. Done, 'étendue
totale de tous les deux séries de parallélépipddes est inférieure

a mBE+e+41—mF+e< 1+ 3¢; done, E est mesurable. Malgré
-son extréme banalité, cette remarque nous sera bien utile.

1) Cest un résultat de Souslin, Voir ma Note dans les Comptes Rendus, 1917.
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Encore une remarque: si nous avons une suite B, E,,... d’en-

sembles quelconques qui ne sont assujeltis & aucune restriction, la
mesure extérieure de l'ensemble-somme des » premiers termes de
1a suite tend vers la mesure extérieure de la réunion de fous les
termes de la suite, lorsque # croit indéfiniment.
Il en résulte qu'on peut prendre un nombre 7, de parallélépi-
pédes de rang 1 suffisamment grand pour qué la partie de I'ensemble
élémentairé ¢ comprise dans ces parallélépipédes ait une projeetion
dont Ja mesure extérieure est supérieure. & m, E—g.

Opérons de méme sur les parallélépipédes de rang 2 contenus
dans-les parallélépipddes choisis de rang 1: nous pouvons prendre
un nombre 7, suffisamment grand pour que la partie de ¢ comprise
dans ceux-ci ait une projection dont la mesure extérieure est supé-
rieure & m, B — e;7— &, ¢t ainsi de suile.

On formera ainsi des collections K, K,, K;,... de parallélépi-
pedes fespectivement de rangs 1,2,3,..,, chacune composée d'un
nombre fini de ceux-ci et intérieure & la précédente, telles que la
projection de la partie de l’ensemble élémentaire ¢ comprise dans
les parallélépipédes de la collection K, ait la mesure extérieure plus

.grande que m, B — & —g& —...—=¢,; ici la série & termes positifs
& 4 & ... est convergente et de somme &, £ étant aussi petit.
qu'on veut.

Il en résulte que la projection des points de K, est un ensemble
parfait de mesure plus grande que m,E— &; nous le désignons
par F. ‘

- D’autre part, la. partie commune aux collections K, , K ,... est
un ensemhle de points manifestement fermé, et il est clair que
Yensemble F' est une projection de ce dernier. Donc, I'ensemble F'
est contenu dans l'ensemble analytique donné E.

:Nous sommes ainsi amenés & la proposition suivante:

Tout ensemble analytigue est mesurable ¥).

Catégorie..

2?: Il #'agit de démontrer qu'aucun ensemble analytique n'est
Jamaés de ceux que M. H. Lebesgue a appelés autre fois ensembles

t) Théoréme V. de ma Note (1917): «Tout ensembls (4) est mesurable (L)»s,

v. sussi N, Lusin et W. Sierpitiski: «Sur quelques propridtds des ensembles (A,
Bull, Acad, Cracovie 1918, p. 44, :
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qui me sont pas Z, ou, pour reprendre une dénomination de M, A,
Denjoy, qu'un ensemble analytique n’est jamais inexhaustible résiducl.

En A'autres termes, il s'agit de faire voir que, quel que soit un
ensemble parfait I, il existe une portion 7 de P telle que de pre-
midre catégorie dans 75 est: ou bien ensemble analytique donné & ou
bien -son complémentaire CF.

Il suffit évidemment de constater que si 'ensemble analytique
donn¢ K n'est de premidre catégorie dans aucune portion de P,
l'ensemble complémentaire C/ est de premidre catégorie dans P.

Tout dabord, dans Pespace & m -1 dimensions oi ensemble
élémentaire e est situé, nous considérons le cube fondamental comme
un parallélépipéde unique de rang 0.

Nous commengons par supprimer tous les parallélépipedes, quel
que soit leur rang, tels que les parties de ¢ qui leur appartiennent,
alent des projections de premidre catégorie dans P; il est clair qu'il
y & des parallélépipédes conservés de tous les rangs

Cela posé, nous opérons sur chacun des parallélépipédes restants,
quel que soit son rang, de la maniére suivante: soit A ce parallé-
lépipéde; nous considérons la partie de l'ensemble élémentaire ¢ qui
appartient & A. Comme A est un des parallélépipédes conservés,
la projection de cette partie de ¢ n'est pas de premitre catégorie
dans P. Done, il existe dans ” un ensemble fermé bien détermind
I" tel que cette projection me soit jamais de premiére catégorie dans
aucune portion 7 de P qui ne contient pas de points de F, et cela

- n’ait pas lieu si la portion = est contenue dans F.

Ce premier point établi, nous faisons déterminer pour chaque
parallélépipéde conservé A , contenu dans A et de rang immédia-
tement suivant, un ensemble fermé F’ correspondant.

Il est clair que la partie commune & tous ces ensembles fermés
F' esl un ensemble non dense dans toute portion sz de P qui ne
contient pas de poinis de F. Done, I'ensemble des points communs
& tous les F’ et qui n'appartiennent pas & F est un ensemble non
dense dans P; nous le désignons par H(A).

Ainsi, & tout parallélépipide A, quel que soit son rang, corres-
pond un ensemble bien déterminé H(A) non dense dans P. Il s'en
suit que la réunion de tous ces ensembles H(A) est un ensemble
de premidre catégorie dans P. Désignons-le par H.

Nous allons démontrer que chaque point m de P qui n'appartient
pas & H est un point de Uensemble analytique donné E.
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En effet, comme m n'appartient pas b H(A,), olt Ao est le
cube fondamental, il existe, dans A,, un parallélépipéde A, de
rang 1 tel que le point m soit extérisur & lensemble fermt? Fy .qui
correspond & A,; comme ‘m n'appartient pas & H(A;) il existe,
dans A,, un parallélépipéde A, de rang 2 tel que m soit extérieur
& Pensemble fermé F, qui correspond &- Ay, et ainsi de suite.

On formers ainsi des parallélépipédes Ay, A;, Ag,... de rangs.

respectivement égaux & 0,1, 2,..., chacun intérieur au précédent
et tels que le point m n'appartiennc jamais & aucun des ensembles
fermés F,. Donc, le point m appartient nécessairement & la pro-
jection de chacun des parallélépipédes Agy Ayy Asy.... Nous con-
cluons de 1a que le. point m est projection d'wn point de I'ensemble

élémentaire ¢, donc appartient & E 1). e. q f. d

98. La forme analytique que on peul donner b cette proposi-
tion la rendra peut-dtre plus claire : considérons, dans l'espace eu-

clidien & m dimensions, un ensemble analytique arbitraire E. Soit
f une fonction égale & 1 pour les points de E et & O en dehors
de E.

Si P est un ensemble parfait queleonque situé dans lespace
considéré, il y a des portions de P dans lesquelles de premiére caté-
gorie: est ou bien E, ou bien son complémentaire CE. Done, la fon-
ction f ainsi définie posséde une propriété nécessaire de M, R. Baire
qui appartient & toutes les fonctions de sa classification; c'est-d-dire:

S est ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait P quand
on néglige des ensembles de premiére catégorie par rapport & cet
ensemble parfait P. ‘

29. Remarque. — Nous compléterons ces résultats par la re-
marque suivante.. Si un ensemble est mesurable, son complémen-
taire l'est aussi, et nous avons la méme conclusion pour la propriété
d’étre un’ ensemble Z. Done,

Le complémentaire d'un ensemble analytique est mesurable et est un
ensemble Z (n’est pas un ensemble inexhaustible non résiduel).

1) Théoréme V1 de ma Note (1917): »Lorsqu'un ensemble E, qus est un
- ensemble (4) formé & Vaide de points d'un ensemble parfait P, est de seconds
catdgorie sur P, il existe un intervalle contenant des points de P et dans lequsl
le complémentaire de E par rapport & P est de premidre catdgorise, V. auesi
N, Lusin' et W. Sierpitiaki: »>Sur un ensrmble non mesurable (B)e, Journal de
Mathématiques t. II (1928), p. 68; O, Nikodym: Fundamenta Mathématicae t, VII,
p. 153,
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CHAPITRE 1L

La mesurabilité 5.

VII. Les idées de M. Emile Borel,

30. La notion d’ensemble mesurable B. — Il est temps d’exa-
wminer les relations des ensembles criblés (analytiques) avee les en-
sembles dits mesurables B.

Nous ne chercherons pas & donner une définition générale du
mot ,mesurable B“: il nous parait qu'il y a Ia une chose suffisam-
ment "dangereuse pour qu’une définition générale en soit pratiquée
sans précaution extréme.

On appelle habituellement ensemble mesurable B tout ensemble
.de points qui peut étre obtenu par Vapplication répétée des deux opé-
rations fondameniales (addition d'une infinité dénombrable d’ensem-
bles, partic gommune & une infinité dénombrable d’ensembles) & par-
bir d'intervalles. .

Cette définition parait .sans doute particuliérement claire quand
il s'agit des ensembles déja réalisés; mais elle n’a point encore une
nettelé suffisante pour pouvoir figurer dans une démonstration ma-
thématique, dans laquelle on raisonne sur un ensemble mesurable B
dont la réalisation est dans le virtuel. La nécessité de faire de tels
raisonnements s'impose immédiatement si 'on se propose d’étudier
les propriétes générales d’ensembles mesurables B. Et alors on cherche
& préciser cette définition au moyen de phrases supplémentaires.

Dans ce but, aprés avoir énoncé la définition considérée, on fait
habituellement connaitre que les deux opérations fondamentales, par
lesquelles on construit des ensembles mesurables B au moyen d’in-
tervalles, peuvent étre combinées mutluellement d'une maniére trés
compliquée, puisque, pour avoir un ensemble désiré F' mesurable B,
on doit bien souvent préparer préalablement une infinité d'autres
ensembles préliminaires, également mesurables B, dont une compo-

sition au moyen des opérations fondamentales nous améne, en dé-

finitive, & posséder l'ensemble résultant E. :
Ces explications, nécessaires d’ailleurs si I'on se propose d'étudier
les ensembles mesurables B dans leur généralité, mettent nettement
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en lumidre toute la complexité, de la notion générale de ensemble
mesurable B. Mais ces éxplications mémes font comprendre que l'a.
définition précédente d’ensemble mesurable B prise seule, n’avait
aucun sens met: sans elles, que veulent dire, en effet, ces mots:
Application répéile des deux opérations fondamentales? Ainsi, cfs
explications sont inséparables de la définition préeédente; on plutdt
ce sont tes explications  qui sont la définition elle-méme d’ensemble
mesurable B.

Si nous cherchons & analyser ces explications, voiei ce que nous
constatons: nous sommes partis d'intervalles que nous avons consi~
dérés comme donnés; puis mous avions & préparer les ensembles.
intermédiaires infiniment nombreux dont les uns sirement dépendent
des autres. Dans quel ordre faut-il les prendre pour étre assuré de
les avoir tous, sans s'égarer dans leur maultiplicité innombrable et
sans faire aucun cercle vicieux? .

On rencontre cette question pour la premiére fois dans les élé-
ments, lorsqwon aborde I'étude des fonetions et l'on adopte d’habi-
tude la définition suivante: une fonction f(x) est dite dlémentaire,
si Pon' sait obtenir par Vapplication répélée des opérations fonda-

mentales (addition, soustraction, multiplication, division, |/7, log, sin,

“etc)) & partir de la variable réelle x et de constantes. Il est impossible
de ne pas étre frappé de l'analogie entre cette définition et la défi-
nition précédente d'ensemble mesurable B. Mais cette analogie est
purement formelle. -~ o

~ Dans le cas de la notion de fonction élémentaire, chacune des
opérations fondamentales est applicable au .plus & deus fonctions
préalablement définies; l'ensemble "des fonctions intermédiaires est
done manifestement fini. C'est la raison pour laquelle on peut placer
ces fonctions dans un certain ordre, de telle manidre qu’on sait dé-
terminer, par.les opérations fondamentales, toutes les fonctions in-
termédiaires les unes aprds les autres, sans en excepter une seule et
sans répéter aucune d’eux plusieurs fois, pour, en définitive, aboutir

4 une fonction finale' désirée. C'est en raison de cet ordre, qu'il est

impossible de tomber dans le cercle vicieux et par conséquent, que
la définition donnée de fonetion élémentaire est.la vrade définition.

Le cas est tout différent de la notion d'ensemble. mesurable B,
Dans ce cas, les ensembles préliminaires sont en nombre infini, et
Yordre dans lequel ces ensembles sont placés est beaucoup plus
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important que ne l'est cette définition d’ensemble mesurable B elle-
méme. Sans la connaissance de cet ordre, notis nous trouverons

~ éternellement dans la situation d’'un mathématicien qui prétend pos-

séder les entiers positifs possibles sans connaitre cependant le prin-
cipe d’induction compléte. Cest cet ordre des ensembles intermé-
diaires qui est le véritable nerf de toutes les définitions construc-
tives d’ensemble mesvrable B. La nécessité théorique des définitions
constructives d'ensemble mesurable B se transforme done, sur le
terrain des raisonnements généraux, en la nécessité mathématique
de la définition rigoureuse d'ordre des ensembles intermédiaires

On sait que tous les processus pour établir effectivement cet
ordre sont susceptibles d'une étude générale, qui a été faite, pour
la premidre fois par G. Cantor, & occasion des dérivés successifs
d’'un ensemble donné, et qui conduit & la notion des nombres trans-
finis de la seconde classe, Un nombre transfini lui-méme n’est pas
autre chose qu'une notation abrégée, pour indiquer l'ordre dans

- lequel doivent étre effectudes une infinité dénombrable d’opérations,

comportant une infinité dénombrable de passages & la limite suc-
cessifs ou superposés 1). Lorsqu'on ne limite pas le champ des Ma-
thématiques & l'étude d'une catégorie déterminéé d’ensembles me-
surables B provenant, par exemple, des fonctions de classe finie de
M. B. Baire, on fait intervenir dans la définition d’ensemble mesu-
rable B les nombres transfinis aussi grands qu'on veut. C'est la raison.
pour laquelle la totalité des ensembles mesurables B est quelque chose
sidrement adégquate & la totalilé des nombres transfinis de lu seconde
classe. B

31. Les critiques de M. Emile Borel. — Cest M. E. Borel
qui a fait la critique la plus profonde sur ce sujet. Cette critique
est devenue trop classique pour qu'il soit nécessaire d’en exposer
en détail les arguments: nous allohs nous borner & rappeler rapi-
dement les points essentiels sur lesquels elle est fondée. .

D'abord, il y a bien des virtualités qui semblent étre, dans
état actuel de la Science, des totalités légitimes (c'est-h-dire de
véritables ensembles). Par exemple, il parailt difficile de nier, pen-

1) On doit cette définition & M. E. Borel: Le ocaleul des intégrales ddfinies
(Journal des Mathématiques, 1912, p. 177). 11 y a plusiours théories des nombres
transfinis: la théorie le Cantor sd'émanation de typesc, les théories nominalistes
de MM. R. Baire et Y. Lebesgue; la théorie formelle de MM. B. Russel—W.
Sierpinski.
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dant qu'on fait un travail dans la Théorie des Fonections, la possi-
bilité de raisonner sur fous les points compris dans ud intervalle
donné, ou sur toutes les fomctions continues, cette possibilité parait
légitimée par la définition connue fout finic d'un point réél ou de
la continuité d’une fonetion due & Cauchy. On obtient ainsi les
propriétés générales de la fofalité, mais on me raisonne jamais en
réalité sur un individu déterminé de cette totatité, & moins qu’il ne
g'agisse d’un individu trés particulier qui a pu étre distingué de
tous les autres par une définition finie ). D'ailleurs, i I'on donne,
par une loi quelcongue, un individu de la totalité, nous savons le
déterminer post factum par un procédé régulier, en employant, par
exemple, les divisions décimales ou les approximations polynomiales
bien choisies. '

Tout au contraire, I'ensemble de tous les ensembles de points est
une totalité illégitime. Quand on parle de cette totalité, on ne donme
ni a Joi de cette infinité, ni le moyen de la nommer. SilPon donne,
par une voie quelconque, un individu de cette totalité, il n’existe
aueun procédé régulier pour Iobtenir post factum, méme si le mot
transfiniment; par une systhése hardié, acquérait un sens aussi clair
et anssi universellement dépourvu d’ambiguité que le sens actuel-
lement adopté pour le mot indéfiniment. Nous ne connaissons actuel-
lement auncun moyen de-définir la totalité des ensembles de points:
quand nous parlons d'elle, nous n’imaginons en JSait que les divers
artifices qu'on peut inventer pour déterminer les ensembles trés
compliqués. & défaut d’une définition finie qui permettrait de les
embrasser d'un seul regard, Mais, dés quiil dagit de la possibilité
humaine- de eréer les procédés de détermination et les: systdmes des
conventions, I'assimilation, consciente ou inconsciente, avec une tota-
lité & définition finie doit complétement disparaitre, et nous sommes
dans le domaine des subjectivitds. Ainsi la totalité des ensembles de
points, étant variable d’un mathématicien & un autre, n’a, sur le ter-
rain. de la Science objective, les parties classiques des Mathg-
matiques par exemple, une autre existence qu’une existence pu-
rement verbale: il n'est done pas possible de la regarder comme

un véritable étre mathématigue, pouvant étre introduit dans les rai-
sonnements. ’

9 Va{r E. Borel: La Philosophis mathdmatiqus ot ‘l'inﬂni (Revue du Mois
aofit 1912, ’
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De méme qu'il est nécessaire d’attribuer & la totalité des ensem-
bles de points l'existence entiérement verbale, il faut faire entrer
dans le domaine des illégimités la totalité des mombres réels elle-
-méme. Comme tout nombre réel doit avoir une loi Jinie nécessaire
pour le déterminer k partir de Punité 2), il est clair qu'on est arrété,
dans les deux cas, par la méme difficulté: on ne peut pas embrasser
d'un seul regard les &tres mathématiques, déterminds & partir des
conclitions immohiles, par les lois finies les plus diverses, sans con-
naitre une loi de ces lois. Il est cependant nécessaire de dire un
mot de la notion du continu. Il peul paraitre paradoxal de séparer
la totalild des points de la totalité des nombres en légitimant la
premiére et en niant la seconde; c’est cependant un ordre des idées
extrémement naturel. La unotion du continu est acquise par l'intui-
tion géométrique 2); la connaissance de l'unité de longueur n'est
nullement nécessaire pour fixer sur la droite un point unique et
bien déterminé: un point immobile est bien défini sur la droite par
cela seul qu'dl est sur la droite Ie ol il est. Dans I'étude du continu,
il v’y a aucune difficulté¢ tant qu'on reste au point de vue pure-
ment géoméirique; les points d'une droite sont tous identiques, car
ils ont tous les mémes propriétés générales; les difficultés ne se
présentent qu'avec les définitions arithmétiques, car la connaissance
de ces propriétés générales commumes est alors moins aisée 5).
D'ailleurs, on sait que la wotion arithmétique compléte du continu
exige qu'on admette la ldgitimité d'une infinité dénombrable de choix
successifs et arbitraires, cette légitimité étant fort doutepse. Ainsi le
continu n’apparaft jamais comme donné dans son intégralité arithmé-
tique 3. Un des problémes les plus importants de la Théorie des
Fonctions d’une variable réelle consiste maintenant a transformer la
totalité des nombres en wne totalité légitime (h définition finie), ou
L nwommer une classe & définition finie de mombres invariante relati-
vement @ toutes les fransformations de U Analyse classique et de I Al-

1) Nous rappelons iei la notion importante de hawuferr d'un nombre réel donnd
due & M. E Borel: Le caleul dev intégrales défimies (Journal des Math., 1912,
p. 168). 1l serait fort intéressant de rapprocher des ces idées de M. E. Borel les
idées mouvelles de M. D. Hilbert: Logische Grundlagen der Mathematik (Math,
Ann,, t. 88).

%) Voir E. Borel: Sur les principes de la théorie des ensembles (Communi-
cation faite au 1Ve Congrés international des Mathématiciens, Rome, avril 1908).

%) Voir E. Borel: L'antinomie du transfini (Revue philosophique, 1900).

Fundamenta Mathematicae t. X. 3
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géhre: clest cette classe des nombres 13;(11i constituerait le continw

ique qu'utilisent les mathématiciens ). ’
prat]zﬂgnuer;]:ezzrllltseaux totalités des nombres trf\nsﬁnis ot des ensem-
bles musurables B telles qu'elles sont défini précédc‘ammen’t, n’?us
n’avons que bien pew de choses & dire: les deux‘ totalités sm:'t sutle(;
ment illégitimes. La difficulté, quil y a & acquérir la.conceptmn’
ces totalités tient & ce qu'on ne peut formuler eﬁ'ectw?meu qu'un
nombre fini de conventions et, si loin que ces conventions I:)elrmejtg-
tent d’aller, les étres (nombres transfinis, ensembles mesura yZS ({
quelles permettent d’atteindre effectivement ne sont rien ix . gar
de ceux qui leur échappent, mais qui pourront,étre d'éterr'mn 8 par
dautres conventions en nombre fini, sans quon arrive jamals au
bout 2. La conception de la totalité constmfctiv.e des ens(?leb,les me-
surables B, bien que n’étant pas contradlcton".e en soi, n'est 'I;,?H
une véritable conception mathématique, parce qu’il n’est pus possible
de décrire exactement, par un nombre fini de cc‘mventlons, la con-
struction d'une telle totalité: il faudrait une infinité de conventions,
indépendantes d’une fagon absolue, les unes de'as autres, pour en
fixer la notation d'une maniére dépourvue d’ambiguité ?). 5

C'est pour ces raisons que M. E. Borel a proposé,. dans. ’étude
des ensembles mesurables B, de se borner A la cons'udératlon tou-
jours d'un corps ouvert d’ensembles mesurables B: lillustre a.uteux"
a donné ce nom b une collection d’ensembles mesurables B qui
correspondent aux nombres transfinis inférieurs & un nombre trans-
fini fixé d'avance, done telle qu'elle puisse sfirement étre éten(%ue
par la répétition des opérations fondamentales. A afatte conception
M. E. Borel oppose celle du corps formé, cest-d-dire ne pouvant
plus &tre étendu par la répétition des mémes opérations, celte
derniére étant considérée comme vague et illégitime *).

C'est cette forme du paradove du tramsfini qui nous a foreé
d’éviter la mnotion -si délicate du nombre transfini. Il est vrai que

) Voir E. Borel: Les «Paradoxess de la théorie des ensembles (Annules
de I'Ecole Normale Supérieure, 1908). o

3 Voir E. Borel: L'infini mathématique et la rdalité (Revue de Mois, 10
juillet 1914). . ‘

3) Voir E, Borel: La philosophie mathématique et P'infini (Revus de Mois, aolit
1912),
4 Voir: Legons sur la théorie des fonctions, 21tme &4, Note VI, pp. 286
236. ‘

icm

Sur les ensembles analytiques. 35

nous étions obligés, dans ce qui précéde, d’avoir recours aux
ensembles lhien ordonnds (toujours formés de points rationnels, leur
rang étant conforme A la direct'on positive de la droite), mais
Pexistence de tels ensembles particuliers nous parait hers de dowio
étant simplement un fait mathématique suffisamment primitif pone
quune explication en soit au moins inutile. Il en est tout autre-
ment dans le cas de la notion de nombre transfini: cette derniére
nous paraft toute secondaive, étant dérivée (peut-étre de maniére
difficile & préciser) de l'image si parfaitement claire que nous nous
faisons (ou croyons nous faire) d’un ensemble bien ordonné de
points rationnels. Mais alors il faut bien entendu expliquer le
transfini.

52. Néaumoins, la nécessité mathématique: d’avoir les propriétés
générales communes & fous les ensembles mesurables B s'impose
immédiatement. Si I'on a donné une totalité & définition finie d'atres
quelconques, on obtient les propriétés communes & tous ces Atres
par Uanalyse directe, de la définition méme (supposée finie) de la
totalité proposée. Un exemple parfait de cette manisre de procéder
est le cas de la totalité des fonctions de classe 1 de M. R. Baire.
Mais comment doit-on procéder dans le cas d’wne totalité privée
d’une définition finie? Et, tout d’abord, comment done sont possi-
bles de telles propriétés?

Lorsqu'on essait de raisonner sur une totalité imparfaite privée
d'une définition finie & la maniére d'une totalité & définition finie,
on ne peut faire que des raisonnements généraux ou symboliques,
dans lesquels la totalité considérée est représentde par un symbole
unique. De tels raisonnements, en tant que raisonnement généraux,
sont admissibles du moment quils sont exempts de contradietion,
mais ils sont en méme temps vides de tout contenu préeis 1). Pour
pouvoir leur donner un contenu, il faudrait préciser la désignation-
uniforme des éléments de la totalité, et cest précisement ce qui
est impossible. La théorie des totalités, privées d’une définition finie
se réduit forcément & une sorte d’algéhre logigue dont les symboles
ne recouvrent aucune réalité accessible, les divers mathématiciens
ne pouvant étre assurés qu'ils sont d'aceord sur cette réalité, puis-

1) Voir E. Borel Sur les principes de la thdorie des ensembles. IV Con-
grés international des Mathématiciens, Rome 1908).
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quils ‘wen ont pas une représentation commune ). Cett'e manibre
de procéder est évidemment admissible, en ce sens que I'on a tou-
jours le droit de eréer un vocabulaire et de construire avee ce
voeabulaire un édifice logique; mais cette maniére de procéder
est stérile au point de vue des découverles de faits nouveaux
qui seuls font avancer motre science. On ne doit done pas se
faire dillusion sur la véritable valeur de ces raisonnements sywm-
boliques 2). 7

Clest pour ces raisons qu'on a préféré suivre, avec un succds
incontestable, une voie différente. Si l'on ne limite pas les Mathé-
matiques & V'étude d’'une classe spéciale d’ensembles mesurables B
provenant des fonctions de classe finie de M. R Buire (ce qui suffit
pour la plupart des applications), la méthode est la méme et con-
siste toujours & déduire les ensembles nouveaux d’ensembles déja
définis; seulement. au liew de partir des intervalles el de suivre la
construction de proche en proche, on suppose que la construction
a été faite jusqudh un certain point et posstde cerfaines propriétés,
et Pon démontre que ces propriéids subsistent lorsqu'on avance d'un
pas nouvean. Cette manidre de procéder cst infaillible au point de
vue logique et, ce qui est plus important encore, elle est irrépro-
chable & l'égard de la réalité mathématique. D’ailleurs, elle est
fractuense : la plupart des propriétés précieuses (mesure, catégorie)
communes & tous les ensembles mesurables B sont dues d cotle
méthude. La position de cette méthode est done théoriquement trés
forte 8),

Pratiquement elle I'est beaucoup moins. Il suffit d'indiquer que
cette fagon de procéder a conduit une fois méme & la perce d’'une
telle propriété commune & tous les ensembles non dénombrables
mesurables B: la propriéié, d'avoir la puissance du continu. Comme
cette circonstance est peut étre peu connue, il nous semble qu'il
y aura quelque intérét a insister sur ce point.

On trouve dans le travail si mémorable de M. H. Lebesgue
(Sur les fonctions représentables analytiquement) 4) beaucoup de pro-
priétés fondamentales communes & tous les ensembles non dénom-

') Sur les principes de la théorie des ensembles, loe. cit.

) L’ Infini mathématique et la réalité, loc. cit.

%) Cf. E. Borel: Le caleul des intdgralei adfinies (Journul de Jordan, 1912),
p. 183,

1) Journal de Jordan, 1905.
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brables mesurables B. Toutes ces propriétés Pillustre auteur avait
obtenues par I'application uniforme de la méthode précédente: on les
vérifie pour les intervalles, et I'on démontre qu'elles sont invariantes
b I'égard des deux opérations fondamentales (addition, partie com-
mune). Mais, parmi ces propriétés, on ne rencontre pas la propriété
importante qui établit Pexistence d’un ensemble parfait de points
dans chaque ensemble non dénombrable mesurable B. Clest cetle
propriété qui a été découverte pour la premidre fois par MM. Ale-
xandroff et Hausdorff dix ans aprés lapparition du Mémoire de
M. H. Lebesgue.

Cest 1 le point capital: toutes les propriétés déduites par M.
H. Lebesgue sont inductives, et la propriété trouvée par M. M. Ale-
xandroff et Hausdorff n’est pas de cette nature: cette propriété n'est
plus invariante relativement & la deuxidme opération fondamentale
{partie commune & une infinité dénombrable d’ensembles) et, par
suite, ne peut étre obtenue par cette méthode !). L’absence de cette
propriété dans le Mémoire de M. H. Lebesgue sexplique ainsi tout
naturellement et était inévitable.

C'est la un fait fort important: il y-a des propriétés non-induc-
tives communes & tous les ensembles mesurables B. Mais domment
done peut-il exister de telles propriétés? '

33. La réponse nous semble gimposer: il existe une définition

“toute finie de la totalité des ensembles mesurables B d'aprés laquelle

cette totalité devient une totalité légitime (i définition finje). Clest
a cette définitiou finje qu'on doit lexistence des propriétés non-in-
ductives des ensembles mesurables B. La connaissance de cette dé-
finition suffit pour avoir toutes les propriétés, inductives et non in-
ductives, des ensembles mesurables B.

Pour légitimer cette affirmation, il nous suffira de transformer
effectivement la totalité construective des ensembles mesurables B en
une totalité & définition finie. Et, pour écarter tout cercle vicieux,
nous suivons le mode d’exposition que voici: nous ne chercherons
pas (& concevoir en soi U'ensemble mesurable B le plus général ni méme
& définir une notion correspondante. Tout au contraire nous com-
mencerons par ne séparer jamnais la notion générale d’ensemble me-

1) Or, il existe une propriété inductive (invariante relativement & deux opé-
rations fondamentales) qui entraine la propriété de MM. Alexandroff et Hausdorff:
voir W. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae t. V (1924}, p. 166—171.
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surable B de la notion plus conerdte de propriéié inductive et nous
finirons par arriver & une propriété inductive particulitre telle que
chaque ensemble de points la possédant puisse étre déduit des in-
tervalles au moyen ' des opérations fondamentales (addition, partie
commune) indéfiniment répétées.

Tous cela étant accompli sans faire intervenir aucun nombre
transfini; par définition méme sera mesurable B tout ensemble de
points qui posséde cette propriété particuliére.

~Cest cette propriété qui légitime la totalité des ensembles me-
surables B si mal congue au point de vue purement constructif.

VIII. Premitre propriété inductive: analycité,

34. Nous appellerons inductive toute propriélé P qui appartient
4 tous les parallélépipédes (rectangles, intervalles) et qui est inva-
riante relativement aux deux opérations fondamentales: faire la
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles, prendre la partie-
commune & une infinité dénombrable d'ensembles.

Par définition de Yadjectif mesurable B, chaque propriété induc-
tive appartient nécessairement & fous les ensembles ,mesurables B,
mais elle peut bien appartenir & beaucoup d’,autres* ensembles.

Ces définitions étant posées, il importe de considérer la propriété
des ensembles de poinfs qui consiste en ce: tel ensemble a un érible.

Nous allons démontrer une proposition trés importante relative
b cette propriétd:

Théoréme. La propriété: avoir un crible, est ume propriété in-
ductive. :

Pour faciliter les raisonnements, nous, partons de lidentité de
la famille des ensembles criblés avec la famille des ensembles ana-
lytiques. _

D'abord, tout parallélépipéde fermé A situé dans l'espace & m
dimensions est un ensemble analytique !): il suffit de prendre une
courbe peanienne x, =7,(t). z,=f;(t),..., &n==F.(f) remplissant
A, les fonctions f étant continues dans lintervalle (0<C#<<1).

Ceci étant établi, considérons la premiére des opérations: somme.

Soient K, E,,... les ensembles analytiques dans lespace & m
dimensions. Pac définition méme d’ensemble analytique, K, est le

') Lemme 1 de ‘Souslin: «Tout intervalle (4, b) est un onsemble (d)».
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lieu des positions successives d’un point mobile M(z,, ,..., 2,)
dont les coordonnées sont de la forme

151 =f§")(tn)ﬁ Ly = ,éu)(tn)a reey xm:fg‘)(tﬂ)’
les fonetions f™ étant continues dans lintervalle 0<<t, <1 sauf
aux points d'un ensemble au plus dénombrable.
Prenons un paramétre nouveaux 7 et divisons son intervalle
0<<z<Cl en une infinité dénombrable d'intervalles par les points
%, %..... Si nous faisons transformer Pintervalle (0<t,<<1) en

I'intervalle (r <T<{1) par une substitution lindaire, nous obtien-
drons un systéme de m fonctions nouvelles du paramétre =

@ =/1(%), B =1/2()y ., Tn=Fn(5)
définies dans Fintervalle (0 <<7<C1) sauf aux points }, %,... et dis-
continues seulement en une infinité dénombrable de points.

Pour avoir les fonctions f définies parfout dans Dintervalle
(0<<w<1), il suffit évidemment d'établir une correspondance uni-
voque et réciproque entre les milieux des intervalles (Gr2 =) et la
réunion de ces milieux et des points 4, §....: en assigrant aux
fonetions /; en tout point de cette réunion des valeurs respective-
ment égales aux valeurs de ces fonctions en un milieu correspon-
dant, nous obtiendrons manifestement les fonctions f; définies par-
tout dans lintervalle (0 <{7z<C1). Comme ces fonctions /; sont dis-
continues seulement en une infinité dénombrable de points, le lieu
du point mobile M(z,, =;,..., x,) doot les coordonnées sont

@z, = f1(7), ¥ = f3(7),..., B =1(7)
est un ensemble analytique *). D'ailleurs, il est clair qu'il coincide

avec.la réunion des ensembles analytiques donnés E,, £,,...
Il ne reste qu'a considérer la seconde des opérations fondamen-

tales: partie commune.

Comme tout ensemble fini ou dénombrable est évidemment un
ensemble ecriblé, tout revient & considérer le cas d’une partie com-
mune non déuombrable. '

D’ailleurs, comme nous avons dit précédemment (nn° 13, 23),
zous pouvons supposer les fonctions

By = FO), TSP e T fO(E)

t) Lemme 2 de Souslin: «Sost E,, E,,... une infinité énumérable d'ensembles
(4), leur ensemble-somme E = E, -+ E, ... est un ensemble (4)».
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qui servent & la définition de ensemble analytique 1, , discontinues
seulement aux points rationnels de lintervalle (0 < t,<1). ‘
Cela posé, prenons un point irrationncl quelconque #, de linter-

valle (0 <C#,<C1); soit
t,,:.—.—(a,,,], Cpyayeeey an‘v"‘)

son déveloPpemenf en fraction continue, les nombres «,, étant des
entiers positifs. Nous savons, d’une infinité de maniéres, ranger les
termes du tablean & double entrée

0,1 @ya-e-

Oy, 1 ®gy9-.-

dans une suite simple 8, By ,..., Bi,... . Choisissons un procédé
déterminé (d'ailleurs quelconque) pour opérer cette transformation;
nous poserons

t=(ﬁ17 ﬂia"'v ﬁka"')

et nous ferons correspondre le point irrationnel ¢ situé dans le do-
maine nouveau (0<Ct<C1) & la suite illimitée des points irration-

nels #;, #,... situés respectivement dans les intervalles (0 <C#; <C1),

0<t,<Cl),...

11 est clair que la connpaissance de cette suite £y, #y,... déter-
mine ¢ d’ane maniére unique, et que, réciproquement, la connais-
sance de ¢ détermine, d'une manidre unique, la suite £, #,,...
Nous pouvons done écrire

h=@:(t), b=u(t),..., ta=0u(), ...,

olt, quel que soit un untier positif », la fonction ¢, (f) est définie
pour ~chaque nombre irrationel du domaine (0<Ct<Z1); pour ¢ »u-
tionel, ¢, n'a aueun sens. Si nous désignons par J l'ensemble des
points irrativnnels du domaine (0<C#<C1), nous pouvons remarquer

que la fonctton @,(f) est continue en tout point £, de I relativement

& Uensemble J. Il en résulte que la fonction composée

Y E) =/ ()]

est encore continue en tout point #, de J relativement & .
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Cela posé, considérons les e suites illimitées des égalités simul-
tanées

) = () = wO() =... = 9P = ..
YR =Pl =Pl = = v =...

V) =R =) =... = 9P =...
ot désignons par H l'ensemble des points ¢ de & qui vérifient toutes
ces égalités,

_ Daprés la continuité relative des fonetions ¢ on voit bien
que cet ensemble H est fermé relativement & ; dailleurs, H est
contenu dans .

On conelut de 1& immédiatement que, parmi les points limites
de H, ce sont les points limites rationnels seuls qui n’appartiennent
pas & H. Done, 'ensemble H ne diffdre dun ensemble fermé au
sens ordinaire (absolu) sur le segment (0<C¢<C1) que d'un ensemble
au plus dénombrable des points supplémentaires. Enfin, comme la
partie commune & E,, E,,... est non dénombrable, I'ensemble H
l'est aussi.

Dans ces conditions, I'ensemble H admet évidemment une appli-
cation effective sur le continu (0 < 7<C1) au moyen d'une fonction

t= (7
définie sur l'intervalle (0 <C%<C1) et discontinue seulement en points
rationnels de cet intervalle 1).

Cela posé, considérons un systéme de i fonctions composées
Jis Sayoeoy fu de ¢ définies par les égalités

HE@=9@], @)=y o(?)], .., fu(®) =9

Il résulte de la continuité des fonctions ¥ et w en tout point
irrationnel, que les fonctions f sont discontinues seulement aux
poits rationnels. Done, le liew du point mobile M(z,, y,..., 2,)
dont les coordonnées sont

Iy =.fl (’5)) Xy =72 ('5)‘) e fm'::f;n('[)

est un ensemble analyfique; nous le désignons par K.

1) Pour effectuer cette application, il suffit de faire une modification insigni-
fiante dans la démonstration du théoréme connu: Tout ensemble parfait lindaire
a la puissance du confinu. donnge par M. E. Borel. Poir ses Legons sur les
JSonctions de variables réelles, pp. 14 —16.
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Le procédé que nous venons d'employer pour déterminer l'en-
semble B uous indiqne que K est formé des points qui appartien-
nent & fous les ensembles analytiques donnés Ly, B, ... et qui cor-
respondent aux valeurs irrationnelles de fous les parametres repré-
sentants £, , t,,.., f,,... Par conséquent, 'ensemble F ne differe de
la partie commune & tous les ensembles Ey, K,.... que par des
points supplémentaires qui correspoudent éventuellement aux valeurs
rationnelles des paramétres &, fy,..., t,,...; mais alors ces points
supplémentaires sont au plus en infinité dénombrable. Done, la partie
commune considérée, étant la réunion d'un ensemble analytique,
done criblé, et d'un cnsewble dénombrable de points, est elle-méme
un ensemble criblé, done analytique 1). e q f d

Applications.

35 Application & la puissance d’'un ensemble mesurable B, —
Une des conséquences importantes de la proposition précédente,
clest que

Tout ensemble mesurahle B est un ensemble criblé, donc analyti-
que ).

Mais nous avons vu préegdemment (n° 25) que chaque ensemble,
analytique est ou bien fini, ou bien dénombrable, ou bien contient
un ensemble parfait. Il en résulte que '

Tout ensemble mesurable B non dénombrable contient un ensemble
parfait, donc a la puissance du continu.

On obtient ainsi la proposition de MM. Alexandroff -- Hansdorff.

Il est aisé de voir que la propriété d’ensembles de points dout
il s'agit dans cette proposition est uue propriété non inductive.

En effet, désignons, d'une maniére générale, par P, la propriété
suivante d'ensembles de points : quel que soit un ensemble parfait m,
si Uensemble K posséde sur m une infinité non dénombrable de points,
il posséde sur m un ensemble parfait E, de points.

Tout ensemble analytique E admet sirement cette propriété P,,
puisque la partie commune & E et s, étant un ensemble analytique
(n® 34) et non dénombrable, par hypothése, doit contenir nécessai-
rement un ensemble parfait X, .

') Lemme 3 de Souslin: «Soit E,, E,,... une infinité énumdrable d’ensem-
bles (A), lewr partie commune B= K, , H,, ... est un ensemble (4)».
1) Théoréme 1 de Souslin: «Tout ensemble mesurable B est un ensembla (A)».

icm

Sur les ensembles analytiques. 43

Or, en reprenant les déductions des idéalistes basées sur Phypo-
thése du continu (c'est-d-dire une énumération des points du continu
au moyen des nombres transfinis de seconde classe), on forme sans
aucune difficulté une suite d'ensembles Z, E,,... qui possédent tous
la propriété P, sans que leur partie commune la posséde, hien
qu'elle soit non dénombrable 1). :

36. Application aux projections d'ensembles. — Nous avons défini un
ensemble analytique comme le lieu d'un point mobile M(z,, Tyyeooy T)
dont les coordonnées vérifient les égalités

z = f(), 7 =/f(), oy B = fult) 5 ,
ol les fonetions f sont discontinues seulement en une infinite dé-
nombrable de points '

La définition proposée d'ensemble analytique nous oblige & jus-
tifier cette dénomination en prouvant. qu'elle est indépendante du sy-
stéme choisi S(xy, xy,..., z,) de coordonnées.

Pour ¢ démontrer, changeons le systéme de coordonnées, en
prenant un second systdme de référence S'(&, ay,...,«,). Lés for-
mules de transformation de coordonnées sont des relations hien con-
nues qui expriment les coordonnées nouvelles x;, «;,..., 2 en fonction
des coordonnées anciennes z,, ,,..., «, (et inversement); comme ces
relations sout lindaires par rapport & @, 4s,..., %, et oot des coef-
ficients constants, les ccordonnées nouvelles z;, t3,..., z;, sont des
fonctions discontinues seulement en une infinité dénombrable de
points de lintervalle (0<<t<C1). Done, le fait de Panalycité dun
ensemble de point est le méme dans tous les systémes de coordonnées
cartésiennes. '

1) D’aprés .une remarque de M. Sierpinski, il suffirait pour notre but de pren-
dre au lieu de la propriété P, la propriété P, d’ensembles de points, définie comme
il suit. Un ensemble E jouit de la propriété P,, #'il est dénombrable ou bien &'l
contient un sous-ensemble parfait.

En s'appuyant sur I'axiome de M. Zermelo (sans admettre I'hypothése du con-
tinn) on démontre sans peine que la partie commune de deux ensembles jouissant
de la propriéte Py, ne jouit pas nécessairement de cette propriété. En effet, de
l'axiome de ‘M. Zermelo résulte I'existcnce dans I'intervalle (0,1) d’un ensemble
E non dénombrable et ne contenant aucun sous-ensemble parfait, Or, désignons
par M lensemble de tous les nombres réels > 1 et par N Pensemble de tous les
nombres réels < 0, et posons E, =E--M, E,=E- N. On voit sans peine que
les ensembles E, et K, possédent la propriété F, sans que leur partie commune
(qui est évidemment I’ensemble E) la posséde. La propriété P, est done mon in-
ductive.
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, Oela posé, prenons, dans l'espace euclidien & & m dimensions,

un ensemble analytique B et projetons-le orthogonalen‘lent Bur un
espace euclidien &' & wt' dimensions, 1<<m/ < m, prlE: arbitraire-
rement dans lespace donné &. Comme Vanalycité de K ne dépend
nullement du systéme choisi Sz, Xy« ) de courdonnées, nous
pouvons prendre, dans espace &, un systéme d'axes rer:tangulmres
S(z,, ;..., x,) tel que les axes des x,, %,,..., ®,, appartiennent
a l'espace 8’; ces axes forment,  pour l'espace -8', un ﬁystér})fs de
référence; désignons le par S'(ry, @y s Tl Dans ces con'dltlon?,
la projection orthogonale p°. d'un point Pe(xt, x5, a8, PI‘IB Mbl,.
trairement dans &, sur lespace &' a pour coordounces relatives & 5
respectivement les nombres af, 2,..., Tn - Il suit de la que. quel
que soit l'ensemble analytique /i

@y =J1(8), @ =Lo () es B = Frr()reor B =Tu(t)

situé dans l'espace &, la projection orthogonale de K sur l'espace
& est un ensemble des points de & dont les coordonnées sont de
la forme.-

2y =fi(t), @y =12().. s B = Full)-

On voit bien que clest un ensemble analytique.

Ainsi:

La projection orthogonale d'un ensemble analytique de points dans
Vespace cuclidien & m dimensions sur un espace euclidien & m' dimen-
sions, m' <m, est un ensemble analytique *).

Comme les ensembles mesurables B sont tous des ensembles
analytiques, nous pouvons dire en particulier que:

La projection orthogonale d'un ensemble mesurable B est towjours
un ensemble analylique.

Ce théorbme est trés important, parce qu'il nous montre qu'on
n'obtient que des ensembles analytiques -en projetant les ensembles
élémentaires qui sont tous mesurables B (n° 18). Et comme, d’autre
~ part, chaque ensemble analytique peut étre obtenu en faisant projeter
un ensemble élémentaire eonvenablement déterminé (n® 24), nous

avons ainsi frois méthodes rigoureusement équivalentes pour définir

les ensembles analytiques:

1) Théoréme de Souslin: «$i E est un cnsemble (A), sa projection lest
aussis,
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10 fuire cribler au moyen d'un crible général ;

2% derirve les équations paramétriques x, = f,(t);

3% projeter les ensembles dlémentaires.

37. Application aux fonctions. — Nous avons défini un en-
semble analylique au moyen des équations paramétriques

zy =J1()y & =/,(t),.. .. 0 =fal®),

ol f; sont discontinues senlement en une infinité dénombrable de points
du domaine (0 <t<1).

Dans ces conditions, les fonctions #; sont des fonctions de classe 1
de la classification de M. R. Baire 1).

Il est naturel maintenant de chevcher 4 étendre b des classes
supérieures de M. Baire la définition que nous venouns de donner.

Nous considérons un systéme de m fonctions arbitraires de la
classification de M. Baire f)(#), f;(¢),..., /() définies dans linter-
valle (0 << 1) et nous désignons par E le lieu des positions suc-
cessives du point mobile M(z,,z,,..., x,) dont les coordonnées vé-
rifient les équations

Zy '_:f] (“7 Iy :"':.fﬁ(t)!"'; L zfm(f)~

Il #’agit de reconnaitre la nature de l'ensemble £.

Prenons, dans ce but, un espace euclidien & & m--1 dimen-
sions contenant I'espace & & m dimensions. Soit §'(z, ay,..., 2,,f)
un systéme d’axes rectangulaires dans l'espace &' renfermant le
systéme de référence S(xy, x5,...,x,) pris dans l'espace &; l'axe
des t est donc une droite menée -par lorigine O du systéme S et
perpendiculaire & l'espace 8.

Cela posé, considérons-la fonction F'(z,, #;,..., 2,,1) de m+1
variables définie par l'égalité

’

F=lo,—fiOF+2—AOF +- 4 [z. — /O

Comme lés fonetions 1y, f3,..., /. appartiennent & la classifi-
cation de M. Baire, la fonction F' en fait également partie. Done,
la fonetion F' est représentable analytiquement. Or, un théoréme bien
connu de M. H. Lebesgue nous apprend que 'ensemble des points
de l'espace dans lesquels une fonction représentable analytiquement
est égale & O est nécessairement un ensemble mesurable B ®). Done,

1) Toir E, Borel: Legons sur les fonciions de variables réelles, p. 100.
1) Sur les fonctions représentables analytiquement. p. 1566.
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l'ensemble des points N(x,, 2y,..., &, f) dans Pespace & m -1 di-
mensions &' dont les coordonnées .2y, xy,..., @,,t vérifient les
équations

oy =[f1(8)y @y =fol) ... , @, =Fu(t)

est un ensemble mesorable B.

11 s’en suit que la projection orthogonale de cet ensemble sir
lespace euclidien & & m dimensions est un ensemble analytigue.
Or, cette projection n'est autre chose que le lieu, dans l'espace &,
du point mobile M(z,, #,...., x,) dont les coordonnées penvent ge
mettre sous la forme paramétrique

Xy '_:f:l(t)a x2=f2(t)*”': '”m:‘:fm(t)'

Nous sommes ainsi amenés & la proposition suivante:

On wélargit nullement la définition des ensembles analytiques en
considérant le liew des positions que prend successivement un point
mobile dont les coordonnées sont des fonctions arbitraires du para-
métre représentant qui appartiennent & la classification de M. R
Baire 1),

IX — Seconde propriété inductive: unicité.

38. Les ensembles d'unicité. — Revenons done & la définition
des ensembles analytiques primitivement donnée. Soit & un ensemble
analytique dans l'espace & & m dimensions donné par les équations
paramétriques

z=A(t), z =/(t),.. ©y Ty == fa(®),
les fonetions f étant discontinues seulement en une infinité dénom-
brable de points.

11 résulte de la définition méme que la condition nécessaire et
suffisante pour qu'un point queleonque M°(x?, ..., «%) pris dang
l'espace & appartienne & l'ensemble analytique & est quiil y ait au
moins une racine £ commune aux équations ‘

A=), B=1o(t),..., %= f.(8).

o ’l‘héorérfxe HI de ma Note (1917): «L'ensemble des valeurs de toute fom-
ction flx) qui rentre dans lu classification de M. Baire est un ensembls (A)»
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Or, dans le cas géuéral, ces équations admettent plusieurs ra-
cines communes; c'est un cas compliqué.

C'est la raison pour laquelle il est naturel de soumettre d'abord
& lanalyse attentive le cas le plus simple ot les équations précé-
dentes n'ont qu'une et ume seule racine commune quel que soit le
poit MO(x). x3,..., %) appartenant & Vensemble analytigue E Dans
ce cas & chaque point M° de K correspond une valeur unigue £°
dans lintervalle (0 <C#<C1).

Nous sommes ainsi amenés & proposer la definition suivante:

Si les fonctions , = f,(t), @y == fo(t) ..., X = fu(t) discontinues
seulement en une infinité dénombrable de points de Uintervalle (0<¢<<1)
qui  déterminent un ensemble analytique E sont telles quw'a deux va-
lewrs différentes du paraméire variable t correspondent deux points
distinets de E, Pensemble E est dit ensemble d’unicité.

D'aprés cette définition, on voit bien que tout ensemble d’unicité
n'est autre chose qu'un ensemble analytique de forme peut-étre trés
particulidre.

Pour préciser la particularite des ensembles d’unicité, nous fai-
sons d’abord observer qu'aucun ensemble fini ou dénombrable ne
peut pas étre un ensemble d'unicité, En effet, les équations para-
métriques x; = £1(t), 2 =/1a(t),..., Zo=S0(t) qui servent & dé-
finir la notion d’ensemble d’unicité E réalisent évidemment une cor-
respondance wnivoque et réciprogque entre les points de K et de I'in-
tervalle (0<C£<C1) de maniére qua tout nombre ¢ de I'intervalle
(0<< ¢<<1) correspond un point M de E et un seul, et réciproque-
meut & chaque point M de E correspond le seul nombre ¢ de cet
intervalle. Ainsi nous avons une application de E sur le continu
effectuée au moyen du systéme de m fonctions discontinues seule-
ment en une infinité dénombrable de points.

Done, _

Tout ensemble deumicité a effectivement la puissance du continu.

Pour examiner la nature d'un ensemble d’unicité, nous allons
démontrer cette proposition importante:

Théoréme. — La propriété des ensembles de points: élre un en-
semble fini, ow bien dénombrable, ou bien un ensemble d’unicité est
une propriété inductive.

Tout d'abord, la somme d'une infinité dénombrable d’ensembles
dunicité wayant auwcun point commun deuzr & deux est un ensemble

dunicité.
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Pour le voir, il suffit d'observer que la démonstration préeé-
demment donnée (n® 34) dans le cas des ensembles analytiques
gapplique sans aucun changement au cas des ensembles d'unicité,
puisque si le systéme de m équations paramétriques

‘T? = f(l")(fu)f ag = f'g,)("'u) A x?ﬂ :. 'fl'l‘)(‘f“)

n'admet qu'une et une seule racine commune f, quel que soit
lentier positif 2, le systéme résultant

= /1(0), B =1, (@),

w'admet de méme qu'une et une seule racine commune °.

Puis, la partie commune & une infinitd dénombrable d’ensembles
dunicité, si clle west ni un ensemble fini, ni un ensemble dénombrable,
est encore un ensemble &' unicite.

Pour le voir, il suffit de faire la mnéme observation (voir n® 34).

Il ne reste donc qu'dh démontrer que fout parallélépipéde fermé
P & m dimensions est un ensemble d'unicité,

Pour le voir, il est nécessaire de prendre unc préeaution puis-
que le raisonnement préeédent (n® 34) ne s'applique plus: toute courbe
peanienne remplissant P admet sfirement des points multiples. -

Prenons done le parallélépipéde P. Comme il existe, pour tout
couple de parallélépipédes & m dimensions P et P’, une trans-
formation T

0 — y
AR} Ly == m(r’;)

mizwl(mlv xza"‘smm>|‘--, x:nzwm(xla xZ)"’) 37,,,)

linéaire par rapport aux variables x,, xy,..., ®, qui transforme
P en P', on voit bien qu'il syffit de démontrer la proposition
énoneée pour le cube fondamental K:

<z <1, <2 <1,.., 02, <)

Cela posé, fixons parmi les leltres @, ,.xy ..., @, quelques-unes
d’entre elles ') on les prenant égales b des nombres rationmels éga-
lement; fixes, arbitrairement chomls entre 0 et 1, et faisons varier
les autres en leur donnant respectivement toutes les valeurs irra-
tionnelles cumprises entre 0 et 1; nous obtenons ainsi un ensemble

de points qui constitue une partie bien déterminée du cube K dé-
signons-1a par K’.

Y) le nombre de lettres fixées pouvant atre 0,
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Nous pouvons maintenant affirmer que K’ est un ensemble d’unicité.

En effet, en reprenant le raisonnement précédemment donné (n®
34) pour le cas de ,l'espace & une infinité de dimensions‘- (il s'agit
14 d’une infinité des paramétres 7,, tyy- %, t,... qui varient les uns
indépendamment des antres dans l'ensemble des nombres irrationnels &,
et de leur représentation par une suite des fonctions d’une variable ¢:
b= (), t,=0,{),-..,t,= @,(),...), nous constatons que ‘K’
est un ensemble homéomorphe 4 I'ensemble & des points irrationnels
de lintervalle (0<C#<C1), done K’ est un ensemble d'unicité,

Cela posé, revenons au cube fondamental K. Nous avons déja
vu que l'ensemble considéré K’ fait partie du cube K et qu'il est
parfaitement déterminé par le choix. parmi les lettres z,, #y,. ... 2,
des lettres fires et par choix de leurs valeurs rationnelles. Comme
ces choix sont en infinité dénombrable et comme aux choix diffé-
rents correspondent des K’ sans points communs deux 3 deux,
nous pouvons écrire

K=3K+D,

olt D est I'ensemble -des points de K & coordonndes foutss ration-
nelles. Done, D est dénombrable,

D’aprés le théoréme du n® 34, on conclut de la que le cube
fondamental est un ensemble d'unicité. e. g f d

39. Il résulte de ce théoréme que

Tout ensemble mesurable B est ou bien un ensemble fini, ou bien
un ensemble dénombrable, ou bien un ensemble d’unicité 1).

Mais un théoréme bien plus remarquable et qui -est relatif & la
nature elle-méme des ensembles mesurables B est le suivant:

Etant donné un systéme de m dquations paraméiriques & racine
commune unique, on sait obtenir Uensemble d'unicité E défini par ce
systéme d’équations b partir de parallélépipédes, au moyen d'ume série
d’opérations fondamentales: somme, partie -commune, énumérées au
moyen des entiers positifs, dont Uénumération se déduit du systéme
donné des équations paramétriques.

Pour démontrer ce théoréme important, il convient d’étudier
d’abord quelques questions préliminaires.

1) Théoréme IV de. ma Note (1917): «Pour gu'un ensemble (4) soit mesu-
rable B, il faut et il suffit quil admetie un systéme d'unicité».

Fundamenta Mathematicae t. X, 4
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X. Séparabilité B.

40. Ensembles bien arrangés. — Tout d'abord, nous ’5\1101'131
introduire quelques notions qui seront fort utiles dans ce qui suit.

Définition. — La suite naturelle E des nombres entiers 1,2, 8,...
est dite arrangée si, par une loi quelcongue, & chaque élément (n? d’e
E correspond une partie finie ou infinie (ou vide) L, de lfl constitude
 des éléments dits ,précédents® de (n), une précaution étant prise pour que
les relations b ,précéde® ¢ et a ,précéde* b entratnent a ,précége ¢ ).

Définition. — La suite naturelle E des nombres entiers 1, 2, 3, ...
supposée arrangée est dite bien arrangée s'il n'existe aucune suite zl
limitde a,, ag, ay,... @'éléments de E telle que, quel que soit un enticr
pOsitif n, @y pprécéde’ a,. L

Ces définitions étant posées, nous allons .démontrer la proposi-
tion suivante: ‘

Théoréme. — On sait metire toute suite naturelle Il bien arrangde
sous forme bien ordonnée E' de manidre que, si, dans la suile I,
(a) pprécéde’ (b) suivant une loi adoptée, (a) aif, dans Ucnscmble bien
ordonné B’ un rang inférieur & (b). ’

Pour démontrer celte proposition, il suffirait de s’en rapporter
au deuxidme raisonnement de M. Zermelo relatif & la possibilité de
mettre tout ensemble sous forme bien ordomnée, ce raisonnement
étant ici parfaitement correct, puisqu’il n’est nullement, dans le cas
considéré, question- de ’Axiome du Choix, mais qulil #agit ici de
choix bien réalisés.

En effet, soit £, une partie arbitraire de la suite naturelle k.
Comme cette derniére est. bien arrangée, il y a bien de tels élé-
ments de K, dont les ,précédents® (s'ils existent) n’appartiennent
plus & E; et, parmi ces éléments de £, on trouve le premier dans
E, ; soit ¢, cet élément de E,. Par cette méthode on obtiendra
bien, dahs chaque partie E, de la suite A, un élément distingué
¢, de E; bien déterminé. La régle de choix est done donnée.
Il résulte de la maniére méme de déterminer ce choix réalisé
que, quelle que soit une partie K, de la suite naturelle £, aucun
élément de Z; n'est un ,précédent” d'un élément distingué ¢, de E,.

Or, d’une maniére générale I'ordination d’un ensemblo M pro-
venant du choix dans chaque son sous-ensemble M, d'un élément

') On peut rapprocher cette notion & celle des ensombles partiellement ordon-
nés de M. F. Haunsdorff: voir «Grundsiige der Mengenlohres, Leipaig 1914, p. 139,
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distingué m,, est telle que tout élément m de A/ est un élément
distingué dans le sous-ensemble formé des dléments de M dont le
rang est supérieur ou égal & m 1),

Il résulte de la que I'ordination de E provenant de la régle indiquée
de choix satisfait & I'énoncé du théoréme proposé e. q. f d.

41. Il 'y & un grave inconvénient dans ce raisonnement: cest
la nécessité de cousidérer une partie arbitraire K, de la suite na-
turelle £. Alors, le premier raisonnement de M. Zermelo est pré-
férable, puisquil ne s'agit la que des parties de E énumérées au
moyen des entiers positits.

Appelons done chatne tout ensemble bien ordonné C formé
d'éléments de B ayant la propriété suivante : quel que soit un élé-
ment ¢ de la chaine C, si Yon supprime de £ tous les éléments
de C dont le rang, dans C, est inférieur & e, parmi les éléments
de E restants, le premier tel que tous ses »précédents* (s'ils exi-
stent) ne soient plus des éléments restants, coincide' avec e.

Il est clair qu'il y a des chuines puisque le premier élément de
£ qui v'a aucun des ,précédents“ en constitue une. Il est évident

. que, étant données deux chuines différentes, 'une est précisement un

segment de lautro. Il en résulte que, si C, est une chaine telle
qu'elle ne soit pas la plus grande chatne, & C, correspond un nombhre
entier positif #, bien déterminé qui est un élément d'une plus grande
chaine C; immédiatement supérieur 4 tous les &léments de Co.
D'ailleurs, le réciproque encore a lieu: & chaque élément de E cor-
respond une et une seule chaine qui n'est la plus grande chaine.
On conclut de la immédiatement que la fofalité des chaines dont
chacune n’est pas la plus grande existe effectivement puisque ce
n'est qu'un ensemble énuméré au moyen des entiers positifs. Done,
il existe la réunion de toutes ces chaines. Or, cette réunion aug-
mentée, #'il le faut, d'un dernier élément restant de E n'est manife-
stement qu'une la plus grande chaine. 11 est évident que cette plus
grande chaine vérifie I'énoncé du théordme proposs. e.q f.d

42. Ensemble séparables B. — Nous-allons tirer du théoréme
démontré des conséquences importantes. Il convient pour cela d’in-
troduire d'abord upe notion fort utile,

Définition. — Nous dirons que deuzx ensembles de ‘points E et E'

1) Voir M. E. Borel: Legons sur la théorie des fonctions, 2eme édition,
Note 1V, n® IIl, ~ Le continu bien ordonné d’aprés M. Zermelo, pp 148—149.
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wayant aucun élément commun sont séparables B, lorsqu'on swit dé-
duire des définitions de B et de E' denx séries d'opérations fonda~
mentalés: somme, partie commune énumérées au moyen des entiers
positifs qui permettent d’obtenir, b partir des parallélépipédes, deux
ensembles H ¢t H' wayant aucun point commun et enfermant respe-
ctivement. les ensembles E et E'.

~ Cette notion étant acquise nous pouvons dumontrer le théoréme-
suivant:

Théoréme. — Deux ensembles analytiques w'ayant awcun point
commun sont toujours. séparables B.

Considérons deux ensembles analytiques quelconques I et J',
lindaires pour fixer les idées.

Soient ' et C’ deux ecribles situés dans un carré fondamental
dont les cbtés ont pour équations

2=0,2=1, y=0,y=1
et au moyen desquels £ et E’ sont donnés.

Les cribles C et C’ sont formés chacun d'une infinité dénom-
brable des segments fermés oy, 0y, 0y,... 6t, respectivement, o1, 03, 6;,..
paralléles & l'axe horizontale. 0X.

Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer ces segments tels
que les projections de deux segments quelconques sur Faxe OX ou
‘bien sont emhoitées I'une dans Pautre, ou bien sont sans point intéricur
“commun. En-effet, I'entier positif » étant donné, il suffit de partager
les segments o, et o, en un nombre fini de segments fermés au moyen
des points dont les abscisses coincident avec les extrémités des pro-
Jjections de 2n segments oy, 0y,..., 6, ot of, 0;,..., 0}, deux cribles nou-
veaux formés respectivement de ces parties de o, et de o}, lorsque
nous faisons varier n, satisfont évidemment & la condition énoncée 1),

43. Cela posé, consid¢rons tous les couples, [0, ¢'] de segments
fermés o et ¢’ pris respectivement dans les cribles C' et C' et*dont
les projections sur l'axe OX sont emboitées I'une davs l'autre. Il
est clair que ces couples sont en une infinité énumérable; nous
pouvons done les numéroter au moyen des entiers positifs. Soit

1) D'ailleurs, nous pouvons supposer que les longueurs de o, ¢t ¢, tendent
vers zéro lorsque n croit indefiniment, En -effet, il suffit avant 1e pmtage de ¢,
et ¢, que nous venons de décrire, de diviser g, e o, en n parties égales et, en
faisant varier #, de numéroter les segments fexmés aingi obtenus au moyen des
entiers positifs. Il importe de remsarquer que toutes ces transformations ne modi-
fient nullement les cribles C' et ¢’ au point de vue géométrique,
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11, 12],.... [#),...
leur suite le symbole (1] désignant un couple [o), ¢’]; nous y ajoutons
le couple [0] formé du c6té y =1 répété deux fois du carré fon-
damental.

Cela posé, faisons la convention suivante de langage: nous con-
viendrons de dire que le couple [n,] = [0y, 6]] ,précéde“ le couple
[ng] == [0y, 03], lorsque la projection de ¢, est contenune dans celle de
o, et lorsque l'ordonnée de o, est inférieure & celle de o, et si
nous avons les relations analogues entre o et o

Cette définition étant admise, il est clair que les conditions [b]
ppréctde” [¢] et [a] ,précéde [b] entrainent [a] ,précéde“ [c] Nous
concluons de Ja que la suite

€] 0], (11, [2],..., [n,...

est arrangde. De plus, cette suite est bien arrangée, car autrement
nous aurions une suite illimitée [a,|, [a,],... telle que [a,y,] ,pré-
céde“ |a,| quel que soit up entier 7, ce qui est précisément im-
possible puisque les ensembles E et £’ n'ont aucun point commun.

D'aprés le théoréme précédent (n® 40), la suite (I) peut é&tre
mise effectivement sous forme bien ordonnde de’maniére que si [a]
oprécéde® [b], le rang de [«], dans cetle forme bien ordonnée, soit
inférieur & [b]. D'ailleurs. comme tout couple [n], n<J1, ,précéde”
le couple [0], celui i a, dans cette forme bien ordonnée, un rang
supérieur & tous les aubres.

Cela. posé, nous prenons la fonetion w(x) définie précédemment
{nn° 3, 10, 20) sur l'eusemble E au moyen du ecrible C; soit u'(z)
une fonction analogue définie sur £’ au moyen du crible C'. Enfin,
dtant douné un couple |o, ¢’|. désignons par (e, ¢] un couple ecor-
respondant formé de deux ensembles de points et défini de la ma-
piére suivante: e est 'ensemble des points de E qui appartiennent
4 la projection de ¢ sur 'axe OX et pour lesquels u(x) est plus
petite que T'ordonnée de o ¢ est défini d'une maniére analogue au
moyen de E’ et o :

Dans ces conditions, & chaque élément [#] de l'ensemble bien
ordouné, précédemment considéré, correspond un couple d’ensembles;
nous avons donc un ensemble bien ordonné (II) des couples corres-
pondants d’ensembles. D’ailleurs, parmi ces couples d’ensembles,
il ya un qui u un rang le plus élevé: c'est évidemment le couple
[E. E'] qui correspond & {0}
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44. Je dis maintenant que chague couple d’ensembles est séparable B.

La chose est vraie pour le premier couple [¢, ¢'| de l'ensemble
bien ordonné (II).

En effet. soit [o, ¢'] le couple correspondant de segments,
Comme ce couple est le premier dans Pensemble bien ordonné des
couples de segments, il n’existe aucun couple de segments qui le
aprécéde®. Cela posé considérons I'ensemble des segments =z du
crible 'C tels que leurs projections soient contenues dans celle de
o et dont les ordonnées sont inférieures & celle de ¢. Soit H la
somme des projections de.ces segments . Nous désignons par H'
la somme analogue relative au erible C’ et su segment o’. Comme
le couple [0, ¢’} n’a aucun couple qub le ,précéde-, les ensembles
H et H' n'ont aucun point commun sauf, peut-étre, les extrémités
des projections qui sont en infinité énumérable. Et comme les en-
sembles ¢ et ¢ sont évidemment centenus respectivement dans
H et H' (sauf, peut-étre, quatre extrémités des projections de o et
de ¢'), on voit bien que ¢ et ¢ sont séparables B.

Supposons la proposition vraie pour tous les couples d'ensembles
qui ont un rang inférieur & [e, ¢] et étendons-la A [e, ¢/]. Soit
[0, ¢'] un couple correspondant de segments.

Désignons par 7 un segment du erible C ayant la projection
contenue dans la projection de o et dont V'ordonnée est inférieure
4 celle de 0; de méme, nous désignons par ¥ un segment du cri-
ble C’ ayant les propriétés analogues velativement & o’. Soit 5 Ven-
semble des points do £ qui appartiennent & la projection de 7 et
dans lesquels u(z) est plus petile que I'ordonnde de %} soit %’ len-
semble des points de [’ qui possédent les propriétés analogues re-
lativement & la projection de ©' et & la fonetion w’(s).

Je dis que 5 et %' sont séparables B et que mous possédons les
ensembles H et H' qui effectuent cette séparation.

En effet, si les projections de 7 et de +' sont emboitées Pune
dans Vautre, le couple de segments [z, 7’| strerent aprécéde le
couple [o. 0]: done, dans ce cas, la séparation de # et %' est sup-
posée. Si, au contraire, les projections de 7 et de 7' n'ont aueun
point commun (sauf éventuellement une extrémité), la séparation
de 7 et 5’ se produit au moyen des projections mémes de 7 et 7'

Je dis maintenant que les ensembles # et ¢ sont séparables B et
que nous connaissons les ensembles séparatifs.

En effet, le segment ¢ étant fixe, faisons varier le segment =’ de
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toutes les maniéres possibles et prenons la partie commune & tous
les ensembles H correspondants aux divers segments 7. Soit & cette
partie commune. Il est clair que l'ensemble % en contient aucun
point de ¢’ puisque chaque point de ¢ (sauf éventuellement les
deux extrémités de la projection de o) appartient évidemment & au
moiny un. des ensembles 7.

Je dis enfin que ¢ et ¢ sont séparables B. En effet, pour réaliser
celte séparation, il suffit de former la somme S des emsembles &
qui correspondent aux divers segments z et d’'ajouter, s'il le faut,
les deux extrémités de la projection de o: comme tout point de
¢ ou bien est une extrémité de la projection de o, ou bien appar-
tient & un des ensembles #, on voit bien que l'ensemble-somme S
renferme l'ensemble e et ne contient aucun point de ¢’. D’autre part,
le segment ¢ étant fixe, si nous faisons la somme S’ des ensembles
H' correspondants aux divers segments 7' et si nous prenons la
partie commune P aux sommes S’ correspondantes aux segments
7 possibles, nous obtenons manifestement un ensemble n’ayant aucun
point commun avec S et contenant 'ensemble ¢’ (sauf, peut-étre,
los extrémités de la projection de 7'). La séparation cherchée est
done effectuée. ¢ q f. d

Corollaire. 8i deuz ensembles analytiques E et E' sont complé-
mentaires, on sait déduire de la définition de E et B’ leur construc-
tion au moyen des opérations: somme, partie commune, & partir des
parallélépipédes 1).

XI. Construction effective, 4 partir des parallélépipedes, de tout
ensemble d’unicité,

45. Nous pouvons maintenant aborder I’étude des ensembles
d'unicité. .

Théorémer — Quel que soit un ensemble d’unicité E, on sait dé-
duire de la définition de E sa construction au moyen des opérations:
somme, partie commune, & partir de parallélépipédes 1).

En effet, soit K un ensemble d’unicité situé dans l'espace eueli-
dien & m dimensions et donné par les équations paramétriques

2 =f1{), 2y =1 ()....o T = fu(t),

1) Théoréme 111 de Souslin: «Si l'ensemble E et son complémentaire CE sont
tous les deux des ensembles (4), ils sont mesurables B,
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les fonctions f; étant discontinues chacune seulement en une infinité
dénombrable de points dans le domaine (0 <C¢<C 1). D'ailleurs, comme
nous avons vu (nn 13, 23), on peut toujours supposer, sans dimi-
fuer la généralité d'ensembles d’unicité, les fonetions f; discontinues
seulement aux points rationnels de (0 <t <1).

Prenons uwn nombre positif ¢. Comme les fonetions f; sont con-
tinues en chaque point irrationnel £, on peut déterminer, dans le
domaine (0<C£<C1), un ensemble réductible fermé ¢, de points
rationnels tel que les oscillations (totales) de toutes les fonetions f,
dans chacun des intervalles contigus & ¢,, soient inférieures i &
(n® 14).

Donnons & ¢ une suite de valeurs &, &,..., &,,... décroissantes
et tendant vers 0. On obtient une suite d'ensembles réductibles fer-
més correspondants Qg , Qg seeer g,y Cela posé, oS prenons
une suite d’ensembles réduectibles nouveaux B, K,,..., L,,... dé-
terminés par la relation de récurrence suivante: le premier ensemble
R, coincide avec l'ensemble réduciible 0, » et lensemblé R, , dtant
déterminé, on forme l'ensemble R, en ajoutant & £,_; lensemble
0, et en divisant d’une maniére régulidre (n° 14) chaque inter-
valle contign & cette réunion. ‘

On formera ainsi la suite infinie des ensembles

Ry, By,..., By,...

réductibles. dans (0<C¢<C1), chacun contenu dans les suivants et

tels que les oscillations (totales) des fonctions f; dans tout inter-
valle contign & B, soient inférieures & ¢,. Il importe de remarquer
que chacun des intervalles contigus & R,., est intérieur au sens
étroit & un intervalle contign & R, de maniére qu'ils n’aient aucune
borne commune. Oa conclut de 13 immédiatement qu'il existe stire-

ment des points de intervalle (0 <<#<C1) communs & tous les in- -

tervalles ouverts
Oy Ogyevny Opyens
contigus respectivement aux ensembles R,, R,,..., R,...., chacun

intérieur au précédent.
Ces préliminaires terminés, nous allons revenir & l'ensemble

d'unicité donné E. Soit » un nombre entier positif donné, Prenons.

'} Théoréme 1V de ma Note (1917): «Pour qu'un ensemble (4) soit mesurable

B, il yaut et il swffit qusl admette un systéme. d'unicitds,
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ensemble réductible R, et soient ¢ et ¢ deux intervalles distinets
quelconques contigus & R,. Si nous faisons varier le paramétre ¢ dans

+ 0 et puis dans ¢, le systéme des équations paramétriques

T=A00), 2=10),..., T =fo(t)

nous donne deur ensembles analytiques ¢ et ¢ qui 1'ont qucun point
commun. Done, nous pouvons en déduire deux ensembles H et H’
qui séparent respectivement ¢ et ¢’. Si nous fixons lintervalle con-
tign & et faisons varier Iintervalle contign &', toujours distinet de
d, nous obtenons une infinité énumérable d’ensembles H contenant
¢. Done, la partie commune & tous ces H contient sirement l'en-
semble ¢; nous la désignons par . :

Il résulte évidemment de cette considération qu'a chaque intervalle
d contigu & R, correspond un ensemble unalytique trés petit ¢ et un
ensemble A qui contient e. Comme les ensembles. & qui correspondent
aux ¢ distinets n'ont manifestement aucun point commun deux & deux,
nous avons une séparation simullande de tous les e au moyen des ensem-
bles h. D'ailleurs, nous pouvons supposer les ensembles 4 également
trés petits puisque les oscillations (totales) des fonctions 7, dans ¢ étant
inférieures i ¢,, l'ensemble ¢ correspondant a un diamétre trés petit.

Cela posé, désignons par S, la somme de tous ces ensembles
h en lui ajoutant une infinité énumérable de points de & qui cor-
respondent aux points de l'ensemble réductible R, .

Il est clair que I'ensemble d'unicité donné E est contenu dans
8,, quel que soit un entier positif ». Done, la partie commune
& tous les ensembles S;, S;,... contient sirement E; désignons cette
partie commune par P. '

~Je dis maintenant que P coincide avec E. En effet. soit M un
point de P. Il faut démontrer que M appartient a E.

La chose est manifeste si M appartient & un des ensembles
énumérables supplémentaires que I'on ajoute aux sommes des ensem-
bles 4: dans ce eas, M est un point de E que l'on obtent en don-
nant 4 ¢ une valeur qui appartient & un eunsemble réductible R,.

Supposons done que A/ n'appartient & aucun de ces ensembles
supplémentaires. Dans ce cas, le point M appartient & un et & un
seul des ensembles %, quel que soit un entier positif #; soit d, un
intervalle correspondant contigu & R,.

Nous sommes ainsi amenés & posséder une suite illimitée d'in-
tervalles ouverts
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Oy Ogyerey Ounnn :
contigus respectivement aux ensembles R, R,,... et tels que sl
nous faisons varier le paramétre ¢ dans d,, le point M appartient
strement & up ensemble %, renfermant un ensemble analytique petit
e, qui correspond & 4,.

Soit , nn point qui est commun & tous les 6y, 6yy0v.y G,nn.
Comme les fonctions £, sont continues en f, et comme le diaméire
de h, tend vers zéro lorsque  croft indéfiniment, il est manifeste
qu'on obtient le point M en donnant 4 ¢ la valeur #,. Done, M ap-
partient & E. c. q. £ d

46. Notion d’ensemble mesurable B. — Les considérations pré-
cédentes sont trés importantes parce qu'elles nous montrent .que,
si Uon fait absiraction des ensembles finis et des ensembles dénom-
brables, il n'y a pas de différence essentielle entre les ensembles
d'unicité et les ensembles dits mesurables B. Nous entrerous plus
loin dans quelques détails sur la possibilité de concevoir d’,autres
ensembles; notre seul but, dans ce Chapitre, a été de préciser un
peu la notion d’ensemble mesurable B.

Voici la conclusion & laquelle nous arrivons: nous sommes partis
de la définition purement constructive d'un ensemble mesurable B et
nous avous constaté que la notion qui se dégage de cette défini-
tion n'a point encore une netteté suffisante pour pouvoir figurer
dans un raissonnement mathématique, puisque la totalité des ensem-
bles ainsi définis n’est elleméme qu'une des tormes du paradoxe
du transfini. Alors nous avons entrepris la marche suivante: nous
avons démontré que la propriété des evsembles de points: dire des
ensembles d'unicité, ou dénombrables, on finis est une propriété induc-
tive, donc telle que, dans foute construetion particuliére effectuée au
moyen des deuxopérations fondamentaler lorsqu'on suit cette con-
struction de proche en proche, chaque ensemble intermédiaire pos-
sbde cette propriété, de méme que l'ensemble final, Clest la raison
pour laquelle il est assez naturel de regarder cette propriété comme
-appartenant & fous les ensembles mesurables B, ainsi que toute pro-
priété inductive, d'ailleurs. bien que vous n'avons pas ume définition
de ces ensembles. D'autre. part, nous avons démontré que tout en-
semble d'unicité peut étre construit, & partir des parallélépipédes,
au moyen des deux opérations fondamentnles vépétées une infinité
énumérable de fois, la série de ces opérations et leur ordre étent
tirés des équations paramétriques de l'ensemble d'unierté proposc.
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Nous sommes ainsi amenés & proposer le principe suivant:

Tout ensemble mesurable B est ou bien un ensemble fini, " ou bien
un ensemble dénombrable, on bien un ensemble dunicité.

La notion acquise mnous parait avoir le grand avantage d'étre
moins métaphysique. puisque, comme il est difficile de nier lexi-
stence des totalités de fous les points de (0,1), de-tontes les fonctions
continues, de foutes les tonctions discontipues seulement en points
rationnels, il paraft difficile de nier la totalité de tous les ensembles
analytiques; or, si nous ajoutons la condition supplémentaire d’avois des
points sirement distincts correspondants aux valeurs différentesde t, la
légitimité de la totalité correspondante ne peut pas en étre diminude.

Remarquons, enfin, que la notion acquise facilite notre conception
de I'ensemble mesurable B le plus général.

En effet, parmi les ensembles ayant la puissance infinie, les plus
simples et lés plus naturcls sont les ensembles dont les éléments peu-
vent Gire numérotés au moyen des entiers positifs.

Ce sont les ensembles dénombrables.

De méme, parmi les ensembles non dénombrables, les plus sim-
ples et les plus naturels sont les ensembles dont les éléments pewvent
btre mumérotés au moyen des mombres réels, & condition de n’employer
jamais que des correspendances discontinues au plus en une infinité
énumérable de points.

Ce sont les ensembles mesuwrables B.

Applications.

47. Applications aux projections d’ensembles. — Nous avons
une application du théoréme précédent aux projections d’ensembles
tout & fait analogue & celle du n® 37.

Théoréme. — La projection orthogonale d'un ensemble mesurable
B dans Uespace euclidien & m’ dimensions, m’ <m , si les projections
de deux points diﬁ'éren_ts de Uensemble sont distinctes, est sirement un
ensemble mesurable B. :

Poar le voir, prenons la démonstration du théoréme correspondant
du n° 36. Comme, dans le cas acluel, deux points de la projection

‘1"1 :fl(t)v xz =f2(t)) Lo :/‘m’(t)

de lensemble mesurable B considéré qui correspondent & deux va-
leurs différentes du paramétre variable ¢ sont distincts, le théoréme
proposé est démontré. e q. f. d.
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48. Application aux fonctions. — Cette application est encore
analogue & celle du n® 37. :
Théoréme. — Si le systtme de m fonctions quelconques de la

classification de M. René Baire @, == f1(t), ¥ =]‘;(t),.:., Lo == S (£)
est tel qud deux valeurs différentes du’ paramétre variable ¢ corres-
pondent dewx points distinets de Vespace & m dimensions, U'ensemble
E défini & Vaide de ces équations paramétriques est siirement mesu-
rable B.

En effet, considérous dans l'espace & i m -1 dimensions le sy-
stéme  S(w;, Tp,.. ., ¥, 1) d'axes rectangulaires. D’aprés le théoréme
cité de M. H. Lebesgue (n® 37), I'ensemble £’ des points de I'espace
& qui annulent la fonction représentable analytiquement de -1
variables réelles @, Zg,.. vy Zny b

(2 —f (0]2 + [ — S (B2 . A L — S (A

est un ensemble mesurable B. Il résulle de la propriété admise du
systome des fonctions 7, que chaque perpendiculaire & I'espace &
% m dimensions déterminé par les axes des x, Zp...., &, COUP®
Vensemble E’ au plus en un seul point. Done, d'aprés le théoréme
précédent, la projection orthogonale de A’ sur espace euclidien
& est un ensemble mesurable B, Or, ce dernier coincide évidemment
avec l'ensemble propusé K. s q f d

.49. Remarque. —- 11 est trés aisé de donner une extension utile
au théoréme précédent, en Vélendant au cas o Pon prend pouwr do-
maine de définition des fonctions f;, au lien de lintervalle fonda-
mental (0<<¢<<1), un ensemble mesurable B arbitratre.

En. effet, soit H un ensemble mesurable B situé dans linter-
valle (0 <<#<C1) et sur lequel est défini un systéme de m fonctions
queleonques 2, =f;(t), % = f3(8),..., &, =Ja(t) de la classifica-
tion de M. RB. Baire.

Supposons qua deux valeurs différentes du paramétre variable
¢ prises dans Uensemble H correspondent deux points distinets de
P'espace & & m dimensions, et que nous ne savons rien lorsqu'on
prend des valeurs de ¢ n’appartenant plus & H. Il s'agit de démon-
trer que lensemble K des points dams lespace 8 qui correspondent
@ toutes les valeurs de t prises dans H et seulement dans H est un
ensemble encore mesurable B,

La chose est triviale, si H est un ensemble fini ou dénombrable.
Supposons done que H est non dénombrable

icm

Sur les ensembles analytiques. 61

Comme H est supposé mesurable B, il existe une réprésentation
paramétrique ' '

t=9(1)
de l'ensemble H telle qu'elle établisse une correspondance univoque
et réciproque entre les points de l'ensemble H et de intervalle

(0 <<z<1), la fonction ¢(7) étant discontinue seulement en une
infinité dénonrbrable de points.

COela posé, considérons les fonetions composées

& =f19@)]. & ="1p@)],.... 1. =Fu[p()].

Il est cliir que ces fonctions sont définies dans Dintervalle total
(0<<w<C1) et appartiennent & la classification de M. R. Baire.
Comme & deux valeurs diftérents de 7 correspondent deux points
distinets de Pespace &, il est manifeste que Vensemble E est mesu-
rable B.

[

XIL Les fonctions implicites,

50. Probleme de M. Henri Lebesgue. — Soit & l'espace eucli-
dien & m -} p dimensions rapporté 4 un systéme de référence
S(2yy Tyyoory T, Yry Yo,--s Yp) d'axes rectangulaires.

Désignons par 8, et & deux espaces euclidiens partiels, respec-
tivement & m et & p dimensions qui contiennent l'un le systéme
S (xy, xgy..., &,) I autre le systéme S(yy, y,...., ¥,) d'axes rectan-
gulaires, ‘

Cela posé, considérons des relations analytiques

Fl(xl;x27"'jzm) yltyEﬂ"'vyP>=0
}?i(xlng_a-'-) xm) ?/u%w--,yp)‘—"o

Fq(‘zlaxh"j,mmy Y1y Yss--0s _z,!,)=0

ou les fonetions ¥ sont des fonctions de la classification de M. René
Baire -définies partout dans l'espace &.

La question se pose alors de savoir

si ces relations sont résolubles par rapport aux y, et, si elles les
sont, quelle est la nature des fonctions implicites y qui les satisfont?
(voir M. Henri Lebesgue: Sur les fonctions représentables analy-
liguement, p. 192).
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51. Domaine d'existence des fonctions implicites, — Tout
d’abord, la fonction de m - p variables réelles

P4 P4 T

rentre évidemment dans la classification de M. Baire. Done, I'en-
semble des points E de Pespace total & qui annulent cette fonetion
est un ensemble mesurable B 1).

Il en résulte que la projection orthogonale K, de K sur l'espace
. euclidien ‘partiel &, est un ensemble analytique. D’ailleurs, comme
l'ensemble E peut étre un ensemble mesurable B pris arbitraire-
ment dans D’espace &, sa projection orthoginale Ky est l'ensemble
analytique le plus géndral,

Ainsi:

Le domaine d'existence des fomctions impliciles est un ensemble
analytique le plus général,

52. Fonctions implicites uniformes. Théoréme de M. Lebes-
gue. — Ceci étant établi, considérons le cas classique de M. H.
Lebesgue, ot aucune des fonctions implicites y n’est jamais une
fonetion multiforme.

Dans ce cas, les projections orthogonales de deux points différents
de l'ensemble E sur I'espace euclidien partiel &, sont siirement di-
stinctes. Il en suit immédiatement (n® 47) que la projection ortho-
gonale E, de E sur l'espace partiel &, est un ensemble mesurable B.

Doue, ,

Le domaine d'existence des fonctions implicites uniformes est un
ehsemble silrement mesurable B,

53. Cela posé, considérons la nature de ces fonctions implicites.

Pour écarter le cas trivial ot E est fini ou dénomibrable, nous
supposerons l'ensemble E non dénombrable.

Dans ce dernier cas, comme £ est mesurable B, nous pouvons
l'écrire d'une maniére paramétrique

& =f(t), x, =f2(t)»--'> B = fu(t), 5 =91(t)n Yo=0s(t): e, Yp=9't)

les fonctions f et g étunt discontinues sedlement en une infinité
dénombrable de points de I'intervalle 0<t<l).

Examinons une fonetion implicite quelconque y,. D'aprés un
théoréme connu de M. Lebesgue, powr quune fonction quelconque

.

1) Voir H. Lebeagus: Sur les fonctions yeprdsantables analyliquement, p. 1567,

*
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y(eyy @oy.n., @) rentre duis la classification de M. Baire il faut et
i suffit que, quel que soient a et b, lensemble

Bla<<y<<?)

soit mesurable B 1).
Appliquons ce eritére au cus de la fonction implicite ¢, .
Comme la fonction g,(f) est discontinue seulement en une infi-
nité: dénombrable de points dans Pintervalle (0<C¢< 1), elle rentre
dans la classification de M. Baire. Done, I'ensemble des points ¢ de
Vintervalle (0 <{#<C1) pour lesquels on a '

1< gult) <<

est un ensemble mesurable B; désignons-le par e.
Il résulte de la.Remarque du n® 49 que si nous faisons varier
t dans e, I'ensemble des points

= fi(t), 3y =13(t),..., @0 =Fu(t)

sera nécessairement un ensemble mesurable B.
Or, il est manifeste que cet ensemble coincide avee I'ensemble

FlaKyz,, z,,..., 2,) <.

Done, la fonction implicite y, rentre dans la classification de
M. R. Buire.

Nous sommes ainsi amenés au théoréme de M. Lebesgue relatif
aux fonctions implicites wniformes 3):

Théoréme (Lebesgue). — Une fonction uniforme définie impli-
citement & Daide d'expression analytique est exprimable analytique-
ment d'une maniére explicite ). ,

.b4. Fonctions implicites multiformes. Les recherches de
M. Novikoff. — Les choses sont plis compligées dans le cas des
fonctions implicites multiformes. C'est le théoréme de M. H. Le-
besgue relatif aux fonetions implicites uniformes que nous per-

1) Voir: Sur les fonctions représentables analytiquement, p. 167,

) Joc. cit, p. 192.

3) Pour préciser les limites d'efficacité du raisonnement, il nous a suffi de
faire un changement dans l'énoncé de M. H. Lebesgue concernant l'addition du
mot <uniformes. D'ailleurs, M, Henri Lebesgue lui-méme ne considérait jamais
que des fonctions implicites uniformes.
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mettra, par analogie, d’aborder I'étude des fonctions implicites smul-
tiformes 1).

Tout d’abord, il faut de signaler ici un cas particulier important
qui a beaucoup de ressemblance avec le cas classique de M. H. Le-
besgue des fonctions implicites uniformes, celui ol lensemble des
valeurs que peut prendre chacune des fonctions implicites multijormes
e un point (%,, Ty,..., &,) est au plus dénombrable.

Voici les résultats des recherches de M. Novikoff relatives & ce
cas important;

L Le domaine E, d'eristence des fonctions implicites y, est encore
un ensemble mesurable B,

IL Il existe aw moins un systéme de p fonctions uniformes

yd. 43,..., y0 définies dans le domaine Ky et rentrant dans la clas-
sification de M. R. Baire qui salisfunt les relations analytiques pro-
posées Fy =0, F,=0,..., F,=0.

IIL. Le sysitme complet g, Ya... 5y, des fomctions implicites mul-

tiformes qui vérifient les équations proposées Fy =0, Fy=0,..., F;=0.

peut Etre regardé comme lo véunion d’ume infinité dénombrable de sy-
stémes de p fonctiom uniformes de la classification de M. Baire vé
rifiant chacun les équations proposées.

Nous nous bornouns, pour abréger Vexposition, aux énoncés seuls
de ces résultats intéressants.

En résumé: si l'on se borne & considérer les fonctions implicites
uniformes & un nombre dénombrable des valewrs, c’est le théoréme de
M. H. Lebesgue qui a encore lieu.

5. Cas.général. — Le résultat est tout différent dans le cas
général. des fonctions implicites multiformes & une infinité non dé-
nombrable. des valeurs,

Tout d'abord, le domaine Ey dexistence des fonctions implicites
est, dans ce cas, Uensemble analytique le plus général (n® B0).

Insistons un peu sur ce fait. Soit M(x,, ,,..., #,) un point
quelconque du domaine d’existence K. Comme les équations pro-
posées

1) Cest M. H. Lebesgue qui a esquissé ‘le programme d'étude des fonctions
implicites mulitformes.

«A ce théoréme (il o’agit du théordme relatif aux fonctions uniformes) on
en peut rattacher d'autres sur les fonetions & plusieurs déterminations, J'indique
seulement la nature de ces propositionss. (loc. eit. pp. 192—193),
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Fl(mlixz,"'1vxm7 yl:yh-“’ yp)=0
Fz(ﬂ«”n%,---,mmyu Yayoons Yp) =0

- . . ... - ] - » . . . .

Fo(@y, @40y @y Yus Y2y ) =0
sont, par hypothése, résolubles en y,,7,,...,%, pour tout point
M(z,, 2, ..., 2,) appartenant & Ey, il existe des systémes de nombres
Y13 Yay--+» Yp-qui vérifient simultanément ces équations. Chaque sy-
stéme de nombres. y,,¥,...., ¥, étant un point dans l'espace eucli-
dien partiel &, il est manifeste que l'ensemble de fous les points
Ny, ¥s,--., ¥,) de Pespace. &, qui vérifient les équations proposées
est un ensemble mesurable B: il suffit de considérer l'ensemble des
points N qui annulent la fonction

Fi4 Fi4 .. P,

les nombres z,, @, ,..., 2, étant fixes, Nous désignons par K, l'en-
semble de ces points N. '

Dans le cas général, l'ensemble E, n'est pas .dénombrable, donc
il a la puissance du continu; et, parmi les points M de Ey, il
y en a effectivement de tels que E, ne soit pas dénombrable ou fini.

Ces considérations géométriques étant faites, il est clair que
chercher & vérifier les équations proposées au moyen des fonctions uni-
formes cest chercher & choisir, dans chacun des enseinbles E, , un et
un seul point N.

Maintenant, la question intéressante se pose:

la réalisation effective de ce choix est-elle possible? Ei, si elle Uest,
existe-t-i] des fonctions uniformes de la classification de M. R. Baire
qui réalisent ce choix?

Voici les résultats de M. Novikoff & cet égard:

I. On peut toujours nommer, au sens de M. H. Lebesgue, un'sy-
stéme de p fonctions uniformes y,, ys,..., ¥, qui vérifient les équa-
tions proposées.

1L On peuwt définir effectivement un systéme d'équations analy-
tiques Fy =0, F,=0,..., F,=0 tel qu'il w'ewisie aucun sysiéme
de fonctions uniformes de la classification de M. Baire qui vérifient
ces équations 1),

1y L'existence d'un tel systéme d'équations est déduito par M, Novikoff de
T'existence de deux ensembles B, et K, complémentaires respectivement de deux

Fundamenta Mathematicae t. X. 5
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56. Systémes & une infinité dénombrable d’équatio-ns_. — Ces
considérations peuvent-elles étre élendues au cas d’'une infinité dé-
nombrable des équalions F;==0 contenant une infinité dé.nombmb]e
des @ et des y? Cela,dépend, bien entendu, de la définition d'une
fonction d’une infinite dénombrable de variables et de la notion de
la jclassification de M. Baire“ dans ce cas. N

Il est nécessaire de prendre une précaution que voici: une fon-
ction f (%, @y, Zy,..., Zuy...) d'une infinité dénombrable des varia-
bles z; continue par rapport & chacune de ces variables peut devenir
une fonction absolument arbitraire p(x) de variable réelle z lorsqu’on
pose

x:xl—_—wz:xa‘::,._:w":...

Mais voici une définition d'une fonetion d’une infinité dénom- .

brable de variables:
S, Byyensi oy ) =lmf (2, 24,.., 2,)

Cette définition étant admise, le théoréme fondamental de M. H,
Lebesgue relatif aux fonetions implicites wniformes a encore lieu,

CHAPITRE IIIL
L’ensemble analytique le plus général.

XIII. Le critére de la mesurabilité B.

57. L'étude approfondie de l'ensemble lebesguien I/. — Re-
venons au but principal de la recherche actuelle: & I'étude de l'en-
semble’ analytique £ défini par M. H. Lebesgue. Tout d'abord, nous
allons tirer les conséquences importantes de la démonstration du
théoréme du n° 42 relatif & la séparabilité B de tous les deux en-
sembles analytiques E et B’ qui n’ont aucun point commun.

ensembles analytiques et Gui ne sont pas séparables B, bien qu'ils n'aient aucun
point commun. M. Novikotf a notamment irouvé un exemple d'une fonetion F'(w, y)
de classe 2, telle qu'il existe une fonction uniforme ¢ (x) vérifiant pour tout x réel
Péquation F(z, p(x)) == 0, mais qu'il n'existe aucune fonction uniforme (@) de
la classification de M. Baire qui vérifinit (pour tout réel) cotte dquation,
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Soient O et ¢’ deux cribles au moyen desquels sont respective-
mént définis les ensembles analytiques E et E'. Soient z et x’ deux
points quelconques qui appartiennent respectivement aux ensembles
B et E'. Désignons par R, et B. deux ensembles énumérables en
lesquels les perpendiculaires' P, et P, élevées respectivement dans
les points x et &’ & Paxe' OX coupent les cribles C et €. D’aprés
le n° 10, les ensembles R, et R.. sont bien ordonndes conformément
b la direction positive de l'axe (Y.

Cela posé, nous avons la proposition suivante :

. Théoréme. ~— Les cribles C et C' étant données, on sait nommer

un “ensemble bien ordonné W formé des entiers positifs et plus étendu

que les ensembles bien ordonnés R, et R, quels que soient les points
w et & qui appartiennent respectivement aun ensembles E ot K’
Pour le démontrer, il suffit de se rapporter & la démonstration
du -théoréme du n® 42. En effet, désignons par W la forme bien
ordonnée sous laquelle est mise la suite (I) du n® 43 de manidre
que si [a] ,précede® (6] suivant une loi adoptée dans (I), le rang de -
[a] dans W est inférieur & [b] (voyez n® 43). Svit © un point de
E qui.n’est pas une extrémité de la projection sur laxe 0X d’aucun

des segments fermés constituant les cribles C et C'.

Il s'en suit que la perpendiculaire P, élevée en z & l'axe OX
coupe des segments des cribles C et (' seulement en des points
intérieurs. Done, si ¢ et ¢’ sont deux segments quelconques qui
appartiennent respectivement aux cribles C et C’ et qui rencontrent

la perpendiculaire P,, leurs projections sur 'axe OX sont emboitdes

Pune dans I'antre (n®42); ceci montre que le couple [0, o] est sire-
ment un élément de W. V

Cela posé, prenons une suite o;, 0, 0y,..., 0,.... de segments
du crible C telle gu'elle coupe la perpendiculaire P, en uune suite
descendente de points correspondants a,; @, a5,...; a,... (0° 10);
d’ailleurs, nous pouvons supposer que la projection de g,y est con-
tenue dans celle de o, quel que soit lentier positif n. Comme le
point x appartient & K, il est elair qu'il existe de telles suites
O1y Ogs--t : :

Ceci étant, considérons tous les couples de la forme

{On) UJ])

n étant un entier positif et o/ un segment du crible ¢’ tel quil
rencontre la perpendiculaire P,; soit W, leur ensemble. Il est clair
5*
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que W, est un ensemble bien ordonné, puisquil est une partie de
Pensemble bien ordonné W. Nous allons comparer les ensembles
bien ordonnés R, et W,. Remarquons qu'd chaque élément [o,, o'
de W, correspond un peint de R, et un seul: c'est un point de la
perpendiculaire P, qui appartient & o’ .

Pour effectuer cette comparaison, partons de l'élément initial
[0, 0] de Wy. Je dis que le point correspondant de R, a un rang
fini. En effet, dans le cas contraire. nous pourrions déterminer un
point de P, de rang fini assez grand pour que le segment o’ cor-
respondant aif une projection contenue dans celle du segment o, OH
done, dans ccas, le couple [0u41, 0'] pprécéderait’ le couple [o,’, 0}
ce qui est précisément impossible. _

D'une fagon générale, quel que soit le point p de R,, parmi les
éléments-couples de I'ensemble bien ordonné W, tels que les points
correspondants de I'ensemble bien ordonné R, aient, dans R,, des rangs
supérieurs ou égaux & p, le premier, dans W, correspond & un point
p’ de R, dont le rang dépasse celui de p d'un nombre fini d’unités.

On conclut de la immédiatement que, si p est un élément de
E, tel qu'il y ait une infinité d’éléments ‘de K, de rangs supérieurs
& p, le segment de B, défini par p est semblable & une partie de
W, done est semblable 4 un segment de W.

Il en résulte que, si 'on ajoute & Iensemble bien -ordonné w,
pour former un ensemble hien ordonné plus étendu, un ensemble
bien ordonné semblable & la suite nalurelle des nombres entiers
positifs, on obtient un ensemble bien ordonné stirement plus étendu
que tout ensemble bien ordonné R, et, par symétrie, R,,, quels que
soient les points # et 2’ qui appartiennent respectivement & [ et
a B et qui ne coincident avec aucune projection d'une extrémité
des segments o et o' constituant les cribles donnds C' et (/. Or ces
derniéres sont en une infinité énumérée de méme que le sont les
segments des cribles C et (.

Done, si Fon ajoute, I'un aprés I'autre, & l'ensemble bien ordonné
W les ensembles bien ordonnés R, et R, déterminés pour les pro-
Jections x et ' de ces extrémités numérotées au moyeun des entiers
positifs, on obtient un ensemble bien ordonné Jize, énumérable et

!) Nous supposons que, quelque petit que soit &, les cribles C et (¥ ne ren-

ferment qu'un nowhbre fini de segments formds dont les longueurs dépasment. s,
Foir la note du no 49,
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strement plus étendu que les ensembles hien ordonnés k., et R,
quels que soient les points z et * qui appartiennent respectivement
b E et a B e. q f d

58. Ceci étant établi, nous revenons & I'ensemble lebesguien £ de
points (n® 1) défini au moyen du erible canonique de M, H. Lebes-
gue (n° 2). Nous avons reconnu que % est un ensemble analytique
(I, nn® 5—8). Rappelons que la collection 1) des points x de
lintervalle (0 <2 <(1),-qui n’appartiennent pas & K, a été appelé
totalité lebesguienne et a été désignée par & (n°® 1).

Le résultat principal du Mémoire présent est le suivant:

Théoréme fondamental, — On aboutit & une contradiction, en
admettant comme possible qu'on saura nommer wn crible pour la to-
talité lebesguicnne 8.

En effet, soit ¢’ un crible nommé pour la totalité lebesguienne &.
Comme Vensemble lebesguien E et la totalité lebesguienne & n’ont
aucun point commun, on voit bien que, d'aprés le théordme précé-
dent, nous pouvons nommer un ensemble énumérable bien ordonné
W plus étendu que tout ensemble de points bien ordonné R, quel
que soit le point # qui appartient & la totalité lebesguienne &.

D’autre part I'expression de x est bien déterminée dés que z est
donné

7} (/) 0, a,
:'2’l+'2‘i+'2'13++2n+1‘

Par définition (n® 1), Pensemble R, est formé des nombres ra-
tionnels écrits dans la suite

Py Tey Tgyeuny Tugens

et ayant cette prepriété que leurs indices soient égaux aux indices
des chiffres 6, qui sont 1. .

Comme la suite 7, ry,... contient fous les nombres rationnels,
compris entre 0 et 1, il est clair que B, est l’ensemble le plus
général formé de points rationnels dans (0,1).

Et comme l'ensemble le plus général formé de points rationnels
est, en particulier, un ensemble bien ordonué aussi étendu que 'on
voudrait, la contradiction désirée est signalée.

Il est trés important de remarquer que, en fin de compte, en

1) Ce mot collection doit &tre pris dans le sens le plus large possible.
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dépit des apparences, c’est la possibilité humaine libre .de penser
aux ensembles dénombrables bien ordonnes aussi étendus que
I'on veut qui est le dernier principe de cette démonstration.

e. q. f d

Corollaire. — Il y a une contradiction dans la supposition que
Vensemble lebesquien E fait partie de la famille des ensembles mesu~
rables B.

En effet, dire que l'ensemble E est mesurable B c¢est dire que
nous savons nommer!) une construction de E au moyen des opé-
rations: somme, partie commune, 3 partir d’intervalles. Dés que nous
savons nommer cette constructions de ¥, nous savons nommer une
construction analogue de la totalité lebesguienne &, puisque cette

derniére est la complémentaire de K. Dés que nous savons réaliser.

cette: construction de &, nous savons hommer une représentation
paramétrique z = f(f) de &, f étant discontinue seulement en une
infinité dénombrable de points (n°® 34), donc nous savons nommer
un crible pour & (n® 16), ce qui est précisément impossible, d'aprés
le théoréme fondamental précédent. e q. f. d,

Nous sommes conduits ainsi & P'énoneé suivant:

La notion d'ensemble analytique le plus génédral me coincide pas
avec celle d’ensemble mesurable B le plus général.

59. Cribles bornés et non bornés. — Neus allons donner une
extension- aux résultats qui font l'objet des deux numéros précé-
dents, en étendant le raisonnement fait pour le cas 'ensemble lebes-
guien E.

Tout d’abord, nous allons établir une distinction importante entre
les divers eribles.

Définition I — On dit que C est un crible borné si lon sait
nommer un ensemble énumérable bien ordonné W plus dtendu que
Vensemble R, quel que soit » wWappartenant pas & Uensemble E- eriblé
au moyen de (',

Définition I Un crible C est dit non horné ¢’il n’existe pas
dusnsemble dénombrablecbien ordonné qui soit plus étendu que I'ensemble
It, quel que soit = Wappartenant pas & Vensemble E criblé au moyen
de C.~

La définition I est évidemment légitime parce que la possibilité

') Nous ne chercherons pas & concevoir l'ensemble mesurable B en goi in-
dépendemment de notre possibilité de mommer une telle conmstruction,
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de nommer ne se démontre pas, mais. elle se constate; on en a apergu -
ou l'on n'en a pas apergu?). Quant & la définition II, nous ne cher-
cherons pas & reconnaitre ui si elle est un inverse absolu de la
définition I, ni si elle est assez kroneckérienne pour lui attribuer
up seDs, .

Voiei une proposition relative & la définition I:

Théoréme, — Pour qw'un crible C soit borné il faut et il sufﬁt
quon sache nommer une construction de Vensemble criblé E au, mdym
des opérations : somme, partie commune, & partir d'intervalles (c'est-o-dire

-que E soit un ensemble effectivement mesurable B),

La condition est nécessaire. — En effet, soit W un ensemble.

£numérable bien ordonné plus étendu que ehaque ensemble bien

ordonné R,, quel que soit le point z n’appartenant pas b Len-

semble E criblé au moyen de C'. Nous supposons ce crible C placé:

dans l'intérieur du carré fondamental K dont les cotés ont pour

équations ' '
z=0, z=1; y=0, y=1.

Soient ¢, 0,..., 0,,... les segments constituant le orible C; ce

sont les segments fermés paralldles & l'axe OX et situés dans Vin-

térieur du carré K.
Nous désignerons par ¢ les éléments de I'ensemble bien ordonné
W soit ¢, un élément initial de W. .
Cela posé, nous introduisons une infinité énumérable d’ensembles

'de points situés dans I'intérieur de K que nous désignons par [e, o,] -
-et qui sont déterminés par la loi de récurrence que voiei:

1° Par définition, [¢,, 0] ¢oincide avec le segment fermé a,;

2¢ Sil'élément ¢ de W ‘est-de premidre espéce, [e, 0,] est la somme
des projections orthogonales sur o, des ensembles [¢/, g;], ol o, est.
vn segment du crible C dont Vordonnée est précisément inférieure
A celle de o,; ‘ :

8° Silélément e de W est de seconde espice, [e, 0,] est la partie
commune & tous les ensembles [¢', 0,], ¢ étant un élément de W
précédant e.

Comme l'ensemble bien ordonné W est supposé énumérée au
moyen des entiers positifs, on voit bien que les ensembles [e, o,]

) Voir J. Hadamard: Letire & M. Emile Borel, (Bulletin de la Société
mathématiqus ds Francs, 1904),
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sont en une infinité énumérable et sont fous effectivement mesurables
B puisque nous avons nommé la tonstruction de c%mcun d'eux au
moyen des opérations: somme, partie commune, & partir des segments.

Désignons par [e¢] la somme -des “projections orthogonales sur
'axe- OX des ensembles [¢, 0,], ¢ étant fixe, et n=1,2,8,....
Désignons, enfin, par £’ la partie commune & tous |¢]. On voit bien
que B’ est ¢ffectivement mesurable B.

Je dis maintenant que E’ coincide -avec E.

En effet, si le point x appartient & B, il appartient manifeste-
ment & la projection sur l'axe (0X de tout ensemble [¢, 0,], ol o,

a une ordonnée supérieure b u(x) (voir n° 10). Done, x appartient.

a k.

Si au contraire, . n'appartient pas & F, I'ensemble R, est bien
ordonné. Et, comme [, est moins Gtendu que W, il existe un élé-
ment ¢ de 1V tel que n'appartienne & la projection sur 'axe 0X
d’aucun ‘ensemble [¢, 0,], quel que soit . Done, # n'appartient
pis & E’. ' o

“Ainsi, les ensembles' & et E’ sont identiques. Nous concluons de
I que E est effectivement mesurable B. ‘

La condition est suffisante. — En effet, si & est un ensemble
effectivement mesurable B, nous savons nommer un erible ¢’ pour
I'ensemble complémentaire de E (n® B8, Corollaire). Mais alors,
d'aprés le théoréme du n® 7, nous savons nommer un ensemble
W formé des entiers positifs ‘et plus étendu que R,, » étant un
point arbitraire du complémentaire de E. Done, le crible donné C
est borné. e. q f. d.

On ne trouve aucune difficulté pour étendre toutes ces propo-
sitions au cas des cribles & plusieurs dimensions (n® 10).

60. Voici. la conclusion & laquelle nous ATTiVOns: nous connais-
sons actuellement un critére pour qu'un crible queliconque C soit
borné., Mais il n'y a rien de pareil pour la définition IT du n°
précédent. Nous ne savons pas méme si elle a un sens.

Il est vrai que cette définition est énoncée en termes tels que
nil wWexiste pas d’un ensemble. .. hien ordonné plus étendu que...“
“qui paraitront sans doute tous objectifs, mais on peut demander si
cette objectivité n’est pas plus apparente que réelle,

Le verbe ,exister* est employé dans cet énoned, au sens absolu,
or il semble que la Science, d'aprés son ecaractére méme, ne peut

employer ce mot qu'au sens relatif, en indiquant chaque fois d’avance:
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un champ de lois par rapport auquel on constate les ,existences
et ,non-existences“ d'étre scientifique, de méme maniére qu'on ne
peut pas parler d'irréductibilité ou de réductibilité d’équation algé-
brigue au sens absolu sans faire indiquer d'avance un corps de
nombres par rapport auquel on constate Pirréductibilit (ou V'inverse)
de cette équation. C'est Kromecker qui a ajouté méme lexigence
du procédé fini régulier deffectuer la réductibilité.

Si nous ne trouvons pas toujours, lorsqu’on parle d'existence,
de renseignements explicites relatifs 3 un champ de lois par rapport
auquel on considére 'existence ou non-existence, c'est en raison de
la clarté extréme de l'unicite méme de tel champ: tel est, par
exemple, le cas d’existence de lintégrale d’une équation différen-
tielle. Mais, dans le cas général, des renseignements sur un champ
de lois sont nécessaires, ainsi que la régularité kroneckérienne, dans
ce champ, des procédés qui peuvent &tre supposés finis ou infinis;
mais, dans ce dernier cas, ces procédés doivent dtre nécessairement
dnumérables puisque, lorsqu’il g'agit de Il'infini, c’est seulement la
suite naturelle des nombres entiers positifs

1.2, 8, 4,...

qui présente une image parfaitement claire et positive 1). La notion
de linfini non dénombrable est une notion purement négative 2),
n'ayant aucune réalité objective; cette notion évoquant seulement
la possibilité humaine de eréer des démonstrations wbar Pabsurde*
ne recouvre aucune réalilé accessible et varie de champ en champ.

Si nous faisons varier un champ de lois, les ,existences* et
nhon-existences d'un étre mathématique changent totalement de
sens ef peuvent étre méme permulées, ainsi que la régularité kro-
neckérienne dans un champ,

Maintenant, ‘quand nous examinons de prés la définition IT, nous
la trouvons trop peu kroneckérienne pour lui attribuer un sens.

Il est vrai que, dans I'état actuel de la Science, on ne peut
éviter totalement l’emploi des notions non-kroneckériennes, mais il
importe de remarquer quil y a des notions 2Plus* kroneckériennes

1) Voir M. E. Borel: IL'infini mathématique et la réalité (Revue du Mors,
10 juillet 1914).

%) Voir M. E, Borel: Les «Paradozess de la théorie des ensembles (dnnales
de PEcole Normale, 1908).
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et ,moins*- kroneckériennes, et il importe de distingper les divers
degrés d’intensité de cette qualité. o

Par exemple, la notion de la série divergente (A termes positifs)
ou la notion de nombre irrationnel sont des notions sirement non-
kroneckériennes. Mais, une série & termes positifs ou un nmombre
réel étant donnés, on reconnait si ells est convergente ou #'il est
rationnel au bout d’une infinité érumérable d'opérations. Le degré
de la qualité indiquée est donc énumérable.

Il »’y a rien de pareil pour la notion de crible ,non borné“:
il n'est pas possible de fixer une méthode telle que, si le crible
donné C est non bornd, on en soit assuré sirement au bout, d’une
infinité énumérable d’opératidns; cela tient & ce que le complémen-
taire 8 de B n'est' ni dénombrable, ni méme mesurable B; il est
donc nécessaire de prendre fous les ensembles bien ordonnés E,,
@ étant un point arbitraire de &, et les comparer; en pratique, cela
revient & dire quil est impossible de définir la notion d’un crible
nop borné. ‘

Voici une ditfioulté foute objective: le crible quelconque C élant
donnd, il west pas possible de fiwer une méthode qui permetirait de
nommer un point du complémentaire 8 de E.

Il en est tout autrement dans le cas de Iensemble analytique
(n® 11) et nous savons ¢ffectivement former, le crible C étant donné
une représentation paramétrique x=f() de E; alors, en posant
t =14, nous avons un point unique et bien déterminé de I'ensemble
eriblé . Mais, il n'est pas possible de nommer un point du eom-

plémentaire & méme si nous sommes assuré, par une méthode hy-

pothétique quelconque, que le crible C ést non borné et done gu'il
y a des points de 8. (Yest en raison de cette impossibilité qu'il n’est
possible ni de trouver un ensemble parfait contenu dans &, ni méme
de reconnaitre sans aucune ambiguite sa puissance.

Cette difficulté ne se présente plus, #i le crible donné C est un
erible dunicité, c'est-d-dire un crible tel que, quel que soit le point
x de E, l'ensemble R, ait un point et un seul point limite vers
lequel, B, a un mouvement rétrograde (n® 10): d’aprés les théordmes
des nn® 38, 45,-tout enserable E effectivement mesursble B’ admet
un crible d'unicité, et ce sont les seuls ensexbles qui possédent cette
propriété. Done, si ensemble E est cribld au moyen d’un erible
d'unicité, nous savons nommer un crible pour son complémentaire
8, et, par conséquent, effectuer la représentation paramétrique
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2 ==g(t). Alors. en posant =%, nous avons le point z, = g(})
slirement appartenant & &.

Mais, dans le cas général, lorsque C n’est aucun des cribles
d’unicité, ce mode de raisonnement doit complétement disparaitre,
et nous sommes dans l'impossibilité de nommer un point de 8.

Il y aurait lien de distinguer parmi les eribles ybon bornés¢
les plus généraux, qui paraissént devoir étre exclus, au moins pour
l'instant, des considérations mathématiques, des cribles pnon bornés®
dont les ensembles bien ordonnés correspondants- B, soient assujettis
& des restrictions. Ces restrictions doivent étre de nature telle que -
Paffirmation de non-existence de la ,borne“ des ensembles R, puisse
btre déduite de la conception si vague d’ensemble le plus général
formé de points rationnels. '

On appelle dense en luj méme tout ensemble dénombrable linéaire
dont aucun point n'a pas de point consécutif. On sait que chaque
ensemble dénombrable linéaire dense en lui méme est semblable
& lensemble des points rationnels de l'intervalle (0,1), les extrémités
comprises ou exclues.

Cela posé, considérons un erible C quelconque. Soit ¥ I'ensemble
des ordonnées de tous les segments o constituant le erible C. La
considération du crible canonique de M. H. Lebesgue (nn® 2 ef 58)
nous améne & proposer la définition suivante:

Nous dirons qu’un crible C est de type lebesguien si nous savons
nommer une partie ¥; de ¥ formée d’une réunion de lensemble
D dense en lui-méme et d'un ensemble bien ordonné H (en adop-
tant la convention habituelle d’ordre) fixre de maniére que, quelle
que soit une partie D, de D, il existe un point z dans (0 <<z <1)
dont I'ensemble correspondant R, contienne D, et soit contenu
dans Y.

Sans insister sur la géndralité de cette définition, nous ferons

observer que la démonstration du théoréme du n° 58 relatif & ce que

le crible canonique de M. H. Lebesgue ne peut pas étre borné,
s'étend sams aucune modification au cas dun crible de type lebesguien.
Ainsi, auncun des ensembles déterminés an moyen d'un erible de
type lebesguien ne fait partie de la famille des ensembles mesu-
rables B.

Nous allons faire une application immédiate de cette obser-
vation, :
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61. Une modification de l'exemple de M. H. Lebesgue!). —
On sait que M. R. Baire a donné un exemple purement arithmétique
d'une fonction de classe 3 de sa’ classification. Voici cet exemple.

Prenons lintervalle fondamental (0,1) et considérons un nombre
irrationnel quelconque « réduit en fraction continue

A..—:(al, CgyevoyOuy-vn)s

Gy, Gy, Qg,... Gtant des entiers positifs. A tout nombre, irrationnel
« correspond une suite bien déterminée d’entiers positifi

Cyy Qyy.ery Qpy.n

et, réciproquement, une telle suite détermine d'une maniére unique

le nnmbre irrationnel z.
Cela posé, il nous suffira, suivant M. R. Baire, de poser

Fla)=1

si les entiers positifs @, @y...., Q... tendent vers Uinfini, et de poser

| F@)=0
dans le cas contraire.
La fonction f(x) ainsi définie. est exactement une fonction de
classe 3, d'aprés les recherches de M. R. Baire %),

62. Pour nommer d'une maniére entidrement arithmétique une
fonetion analogue f(z) ne faisant pas partie de la classification de
M. Baire, posons la définition suivante:

" Nous dirons qu'une suile ), 0y, Gy,..., @,,..~ d'entiers positifs
est composée, sl y a, parmi ses termes, une infinité de mombres

) Cf. ma Note dans les C. R, t. 182, p. 1521 (séance du 21 juin 1926),

%) Aela Muthematica, t. 30. :

1l importe de remaxquer que M, R. Baire s'abstient toujours de 'emploi de
la méthode de diagonale de Cantor (c'est-h-dire de faire une application sur le
continu) par laquelle M, H, Lebesgue a réussi & nommer des exemples de fon-
ctions de taules les classes (Sur les fonctions représentables analytiquement,
P 212). Cest M. Lebesgue qui voulut bign m'indiquer (ue, si l'on §carte cette
tméthode, le probléme d'existence d'une fonction de classe 4 mérite d'attiver Yatten~
ion des analystes, malgré sa difficulté,
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« divisibles les uns par les autres a, : a, 1@, i au cas contraire
. ; . 1 2 3
nous dirons que la suite donnde Gy Qg, Qg,..., Q... est simple.

Cette définition posée. nous définissons la- fonetion J(x) par les
égalités :

J@) =1,
st la suite @, oy, ay,.... @, ... est composée, et nous posons
flz)=0,

si la suite a,, ay, ay,..., @,,... est simple. )

Pour démontrer que la fonetion /(&) ainsi définie ne rentre pas
dansla classification de M. Baire, il suffit de eonstater que l'en-
semble des points & = (a,, a,, ¢ ,..., @,,...) qui correspondent aux
suifes composés est un ensemble criblé au moyen du crible C de type
lebesguien.

Pour. construire ce crible, rappelons quelques désignations de
M. R. Baire (loc. cit.). Le symbole I(e, @y,..., @,) désigne un in-
tervalle dit de rang n dont les extrémités sont rationnelles et données
par deux fractions conlinues finies: '

o+ P | et . @ + P

On sait que tous les intervalles I de rang » sont sans point commun
deux & deux et couvrent totalement Iintervalle (0 <<xz<<1). Dhil-
leurs, chaque intervalle de rang 2, I(a,, a,,..7, @,), est divisé
en une infinité d'intervalles de rang n 4 1: I(e,, a,,..., @, 1),
I(@,, ay,..., @,,2),... Enfin, toute suite I,,-I,,.... T,,... d’intervalles
de rangs respectivement égaux & 1, 2, 3,..., chacun intérieur au pré-
eédent, est nécessairement de la forme I(a,), I(a;, @), I(ey, oy, ),...;
le point irrationnel (a,, a,, e;,...) est le sedl qui appartient & fous
ces intervalles,

Cela rappelé, considérons l'intervalle quelconque I(ay, @y, ..., @,)
de rang n. Nous faisons correspondre i cet intervalle un segment
fermé situé dans P'intérieur du carré fondamental et paralléle i Yaxe
0X que nous désignerons par o(a,, a,,..., @,) et qui est-déterminé
de la maniére suivante: —— ,

1° la projection de o(e,, @,..., @,) sur I'axe ‘OX coincide avec
lintervalle I(e,, a,,..., @,), les extrémités exclues;
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20 T'ordonnée de- a(al, G- ., @,) est un nombre “ratiqnnel de
la forme

0 n—
S +22+ A+ ':.:H‘ o

défini par cette‘condition que ‘0,,=1 et, pour ¢ <n, on a 6,=0
si @, est un diviseur de a,, et 6,==1, dans le cas contraire.

Comme les intervalles I(e;, @;;..., @,) sont en une infinité énu-
mérable, l'ensemble des segments o forme un (-rlble 0’ qui définit
un ensemble criblé E. ,

On voit bien, d’aprés'la construction du erible C, que ce crible
est de type lebesquien et que lensemble criblé E au moyen.de C
coincide avec l'ensemble des points pour lesquels on a /f(w) =1,
sauf ‘peut-étre des ‘points rationnels. cq fod

Ainsi; parmi les lois de I Arithmétique, il y en a de telles ‘quells
nous aménent aux ensembles ne faisant partie de la famille des
_ensembles ‘mesurables B 1). ‘

63. La diagonale de Cantor. — On obtient des ensembles ana-

lythues non mesurables B, en partant d'un ordre d'idées tout différent.

‘On sait que G. Cantor & nommé, quelle que soit une suite dé-
‘nombrable Uy, Ugye .oy Uyy... de nombres réels, un nombre réel U tel
quil ne fasse pas partie de cette suite. La méthode qu'il avait
employé est celle d'une diagohale. ‘

On sait que cette méthode diagonale de G. Cantor a ét6 em-
ployée par M. E. Borel pour le cas des familles applicables sur le
continu ?) et qulelle a permis.de conclure : & M. E. Borel Pexistence
.de fonetions qui ne sont ni de la classe @, ni d'une classe infs-
" rieure ), et & M. H. Lebesgue l'existence de fonctions de toute
‘classe de la classification de M. R. Baire 4).

1) Cest pourquol, il serm fort intéressant de pouvoir donner un probléme de
P'Arithmétique pure dont la’ résolution dépend d’une manidre essértielle d’un en-
semble non mesurable ‘B, Il semble que la résolution d'un tel probléme, s'il existe
de tels problémes, doit présenter des difficultés extraordinaires,

Ceci se rattache 4 la question de savoir dans quelle mesure les problémes de
NArithmétique déja connus sont™ids pox ensembles non. nesurables; B,

%) Voir E. Borel: «Legons sur la théorie des fonctionss, prmmére édmon.
1898, Note II, p. 107.

3) JVoir B, Borel: «Lecons sur los fonctwns de vartables réelless, 1906, Note 111,

4. Fir B, Lebesgue « Sur les fonctions reprdsentables analy Jtz.gmmant», p. 212,
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C'est cette méthode qui wous permettra maintenant de conclure
I'existence d'un ensemble analytique non mesurable B.

Mais il est nécessaire de prendre une préeaution voici laquelle:
sl nous partons d'une des applications sur le continu de la famille
de tous les ensembles analytiques, nous pouvons en déduire seule-
ment un ensemble mom analytique et, par suite, non mesurable B;
mais nous ne pouvons pas encore concluré de la existence des
ensembles analytiques non mesurables B.

Pour éviter cette difficulté, nous introduisons la notion suivante:

wi ensemble analytique U de ponts du plan XOY sappelle uni-
versel si nmous avons en le coupant avec les droites paralléles ¢ Vaxe
OY tous les ensembles analytiques linéaires possibles.

Le complémentaire CU de tout ensemble universel U me peut
pas étre analytique.

En effet, si CU est un ensemble analytique, sa partie située sur
la diagonale A,z =1y, Vest aussi (n° 34), ainsi que la projection
P de .cette partie sur 'axe OY. Comme I'ensemble U est wuniversel,
il existe une paralltle A Yaxe OY, z =z,, telle que la partie de

‘U située sur cette paralltle a pour projection sur l'axe OY len-

semble P.

Or, le point M(x,, z,) de la diagonale A4 ne peut appartenir
4 l'ensemble U, puisque, dans ce cas, la projection de M sur l'axe
OY doit étre contenue dans P, ce qui est contradictoire; et le point
M ne peut non plus-appartenir & CU puisque, dans ce cas, la pro-
jection de M sur axe OY doit étre étre étrangére & P, ce qui est
encore contradictoire. ¢ q. f d

Tout revient & démontrer I'existence réelle d'un ensemble analy-
tique universel U.

Tout ensemble analytique linéaire E est I'ensemble des valeurs
que prend dans Vintervalle (0 <C#<C 1) une fonetion f(t) discontinue-
seulement en une infinité dénombrable de points. Une telle fone-
tion f(f) est une fonction de classe 1 de la classification de M.
R. Baire.

Tout revient donc i définir une fonetion @(t,x) telle qu'elle
fournisse, en attribuant & x des valeurs particuliéres z°, toutes les
fonctions de la variable ¢ de classe 1 possibles.

Toute fonetion 7 (¢) de classe 1 peut étre réprésentée par une
série de polynomes, & coefficients rationnels, il suffit de prendre la
série dont le terme général est une fonction continue de t et de z
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0@ - PLt) + ¢a(@) - By(t) 4. F 9u(@) - B+

la suite P;, P,,... 6tant 'ensemble de tous les polynomes en ¢ & coef-
ficients rationnels et @,(x), @,(2),... étant une courbe péanienne
remplissant, pour 0<Cz<Cl, le cube fondamental & coté 1 dans
Pespace & une infinité dénombrable de dimensions.

Appelons S,(t,2) la somme des n premiers termes de cette série:
c'est une fonetion continue de ¢ et de . La fonetion ¢(f,2) définie
par 'égalité - ’

o(t, z) = lim 8,(¢, »)

posséde évidemment la proprété désirée et est de classe 2 an plus
dans la classification de M. R. Baire. Done, la surface (S)

) p=9(t.2)

est représentable analytiquément; I'ensemble des points, dans l'espace
& trois dimensions, qui appartiennent & cette surface (S) est mesu-
rable B (H. Lebesgue), la projection U de la surface (§) sur le plan
XO0Y est un ensemble analytiqgue, qui est manifestement wuniversel.

: e. q f. d

Remarque 17— On démontre de la méme maniére qu'il existe
encore, dans l’espace euclidien & trois dimensions OXYZ, un ensemble
analytique‘um’versel U: cest un ensemble analytique tel qu'en le
coupant avec les plans paralléles au-plan XOY, nous aurons tous
" les ensembles analytiques plans possibles.

Remarque II. — Pour les raisons que nous avons exposées ailleurs
(Comptes Rendus, t. 181, 1925, p. 95) et sur lesquelles nous ne re-
venons pas, la méthode de la diagonale de G. Cantor, bien que
n'étant pas transfinie en apparence, nous parait étre en réalité ad-
équat au transfini, puisque fout epsemble analytique non mesurable
B est intimement lié & la totalité de fous les ensembles dénombra-
bles bien ordonnés (n® 59) Drailleurs, les difficultés lides & cette
méthode #aceroissent infiniment, lorsqu'il s'agit des ensembles dits
_ projectifs.

XIV, Le transfini.

64. L'axiome du Choix. — Pour préciser la notion du transfing
11 convient de considérer d’abord P’axiome du Choix. ‘
" Soit M un ensemble formé des ensembles de points non vides
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M’ saus points communs deux & deux, et défini d’une maniére précise
au moyen d'une loi toute finie A.

Nous dirons que nous sommes dans le cas du choix lebesquien
si nous pouvons tirer de A une loi nouvelle 4 toute finie qui per-
mette de définir d’'une maniére précise et sans ambiguité possible
un ensemble de points L contenant un et un seul point dans chacun
des ensembles M’

il n’existe pas une telle possibilité, nous dirons que nous sommes
dans le cas du choix zermellien: cest le fameux Principe du Choix
arbitraire appelé souvent Ariome de M. Zermelo qui fait Paffirma-
tion catégorique, dans fous les cas, de l'existence réelle d’un ensemble
Z ayant un et un seul point dans chaque /', en donnant aux mots
une ‘extension extraordinaire et trop peu kroneckérienne pour qu'on
puisse, & mon avis, lui attribuer un sens.

Mais il y a lieu ici de distinguer un cas particulier important,
celui ol lensemble M est dénombrable. Dans ce cas, le choix lebes-
guien est bien imposé, puisque il est & priori impossible, 4 notre
avis, d'avoir les ensembles /' euz-mémes numérotés au moyen des
entiers positifs sans avoir préalablement une loi qui définit les points
choisis, un dans chacun des ensembles M’, et nuwérotés d'une ma-
niére analogue.

Maintenant une question trés importante se pose: le choix lebes-
guien est-il nécessairement imposé de méme dans le cas ol len-
semble M a effectivement 1) la puissance du continun?

En d'autres termes, si Pon admet qu'il nous est impossible de
constater un uumérotage des ensembles M’ au moyen des entiers
positifs sans avoir réalisé préalablement un choix déterminé d’un et
d'un seul point dans chaque M’ en méme temps qu'un numérotage
analogue des éléments choisisy — dans quelle mesure un numéro-
tage des ensembles M’ au moyen des nombres réels suppose-il accom-
pli un numérotage analogue des éléments choisies un et un seul
dans chaque M'?

Cette question, & laquelle nous avons été naturellement conduits,
paraitra sans doute trés aisée si Ion ne prend pas une précaution
pour &tre certain d’avoir une applicatiou effective de M sur le continu,

En effet, prenons pour les ensembles M’, les ensembles de points

dune droite D tels que la distance de deux points quelconques de

1) Ce veut dire que nous savons nommer une application de M sur le continu,

Fundamenta Mathemalicae t. X. 6
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M’ soit rationnelle et la distance de deux points, dont Pun appar-
tient 3 M’ et I'auire est en déhors de M’ soit irrationnelle. On voit.

bien que, étant donnés deux ensembles M’, ils sont ou bieu iden-
tiques, ou bien sans points communs.
Soit M l'ensemble de fous ces ensembles M’ différents.

Chaque ensemble M’ est évidemment dénombrable, étant ’ensemble-

des points de la forme i_—g, ol « est un point de M.

D’autre part, la droite D esl totalement décomposée en les én-
sembles M’ . Il parait essez naturel de conclure de l1a que I'ensemble

M a la puissance du continu. Or, le choix d'un point dans chaque

M’ présente des difficultés excessives.

En réalité, la puissance de I'ensemble M (sl est légitime d'en
‘parler) est toute inconnue: nous ne savons pas nommer une applica-
tion de M sur le continu. De plus, M. Sierpiriski a démontré que si
nous savons nommer une ordination simple de .M, quelle que soit
la puissance de M, nous savons nommer un ensemble de points
non mesurable, au sens de M. H. Lebesgue 1).

Mais on peut indiquer un autre exemple de l'ensemble M ayant
effectivement la puissance du continu, tel que le choix lebesguien
dans les M’ présente des difficultés insurmontables,

~ Prenons, en effet, 'ensemble analytique universel U que nous
avons construit dans n® 63. Soit £ Pensemble des points = de l'axe
0X tels que la perpendiculaire P, élevée en z & l'axe OX coupe
le complémentaire CU de U en un ensemble non vide.

Il est trés aisé de voir que L contient un ensemble parfait;
done, E a affectivement lo puissance du continu ?). * Or, le choix le-
besguien, pour chaque point # de B, d'un et d’un seul point de
CU ayant x pour I'abscisse est manifestement adéquat an choix d'un
point du complémentaire de chaque ensemble analytique lindaire (n° 60).

Ainsi, il y a ude différence essentielle enire le cas ot M est
nuinéroté au moyen des entiers positifs et le cas ot M est numé-
roté au moyen des nombres réels. La possibilité d'avoir les ensem-
bles M’ numérotés au moyen des nombres réels sans avoir le choix
lebesguien tignt, & notre avis, & ce que le contind ne peut pas étre
mis effectivement sous la forme bien ordonnée.

1) Bull, Acad. Cracovie, 1918, p. 147,
*) Clest une conséquence. du théoréme connu de Cantor-Bernstein, Voir M, B.
Borel: .<Legons sur' la théorie de fonctionss, Note 1, p. 108.
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65. L’axiome du Partage. — Nous avons indiqué précédemment
(n® 30, Note) qu'il y a plusieurs théories des nombres transfinis.
Pour voir l'origine logique du transfini, plagons nous sur le terrain
de la théorie formelle de MM. Russel-Sierpirski qul parait éire la
plus achevée.

Soit R une relation binaire (& 2 termes) symétrique (c'est-d-dire
si xRy est vraie, yRx Vest aussi) et transitive (c'est-i-dire si xRy

st vraie et si ¥Rz est vraie, 2Rz V'est aussi) présentant un sens bien

déterminé pour tous les. points 2 et y pris dans le continu 1).
Appelons systéme complet relativement 4 R tout ensemble de
points & tel que la relation xRy est vraie quels que soient les points
x et.y pris dans 8. et est fausse toutes les fois que I'un de ces.deux
points, & et y, appartient & & et l'autre & son complémentaire Cé&.

Il est clair que, étant donnds deux systémes complets, & et &,
ils sont ou bien identiques, ou bien sans point commun.

Ces préliminaires terminés, I'’Axiome du Partage ) affirme l'exi-
stence réelle de la totalité T des systémes complets distincts qui épuise
d'une maniére définitive le continu.

Les arguments qui peuvent étre inventés en faveur de cet axiome
sont tous d'ordre psychologique, comme dans le cas de I'Axiome
du Choix, d'ailleurs, et ne valent pas mieux 3); la collection fini-de
phrases qui constitue la relation R, en nous prétaut la possibilité
de définir de systémes complets particuliers, est elle-méme bien loin
de nous présenter une décomposition totale du continu.

Il en est tout autrement pour le cas singulier ol nous pouvons
tirer de R une loi finie 4 qui définit un ensemble de points L
ouissant des deux propriétés smivantes:

1° xRz est fausse si les points z et &’ (z = «') appartiennent & L;

20 Quel que soit le point y pris dans le continu, il existe un
point x de L tel que xRy est vraie.

Nous appellerons partage lebesguien tout partage qui posséde ces
deux propriétés. C'est dans ce cas seul que la totalité 7' existe
réellement, étant achevée: elle est done légitime.

1) On péurmit par exemple, prendre pour B la phrase: <avoir la distance
|z —y| commensurables,
1) On appelle, dans la Logique, ce mode détabhr des existences Principe
d'abstraction.
3) Je dois signaler les conversations intéressantes sur ce sujet avec MM. Kol-
mogoroff et Novikoff.
6+
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Mais, dans le cas général ol nous n’avons plus du partage lebes-
guien, la totalité 7' est, & notre avis, tout illégitime: ce west qu'une
pure virtualité.

(Yest cet axiome qui est lorigine, en faisant varier la relation
R, dune quantité innombyable de virtualités quasi-gffectives, et il
y & bien des chances pour que la plupart soient irréductibles deux
4 deux 1),

66. Le transfini. — D’aprés la théorie formelle des nombres
transfinis, on appelle nombre transfini de seconde classe tout ensemble
& composé de tous les ensembles bien ordonnés semblables deux
adeux formés chacun de points rationnels de l'intervalle (0 <y <T1),
le rang des puints étant conforme & la direction positive de 'axe OY.

C'est & partir de cette définition qu'on construit une belle théorie
des nombres transfinis de seconde clasge.

D'aprés ce qui préecéde il est clair que le ,nombre transfini“ de
cette théorie n'est autre chose qu'un gystéme complet par rapport
4 la relation symétrique et transitive ', 8tre semblable“. Dune, la fo-
talité des mombres transfinis de seconde classe, dépend de Pupplication
de U dwiome du Partage ce qui présente i notre avis, des difficultés
énormes 2). ‘

67. La forme géométrique que V'on peut donner & cet énomcé
le rendra peut-étre plus clair. '
~ Considérons, dans le plan XOY, le carré fondamental K & c6té 1.
Soit C le crible. canonigue de M. H. Lebesgue (n° 2) situé dans K.
Prenous l'ensemble lebesguien £ et la totalité lebesguienne &; on
sait que I/ est eriblé au moyen de C, et & est le complémentaire de £.

Si le point variable  parcourt la totalité &, nous avons les en-
sembles bien ordonnés B, (formés de points rationnels et rangés
suivant la direction positive de Vaxe OY) tous possibles. Dés lors,
la notion de nombre transfini de la théorie formelle s'applique im-

!) Rappelons ce que nous avons dit dans n® 64 de la puissance de la vir-
tualité 4 provenant de la relation «avoir la distance |@—y| rationnelles,

%) Je ne sais pas §'il existe un exemple correct d’un ensemble bien ordonng
non dénombrable formé d’eléments quelconques. L'existence de ces ensembles me
Darait fort discatable. Au contraire, c'est le théordme: Tout ensemble bien ordonnd
est nécessuirement dénombrable qui me parait trds vraisemblable, Mais, la démon-
stration de cotte proposition parait présenter, dans I'état actuel de la Bcience, de

grandes difficultés, puisque nous n’avoms pas encore classées towtes les méthodes
d'ordonner les ensembles, ‘
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médiatement et peut 8tre interprétée d’une manidre totalement géo-
métrique.

Il suffit pour cela de réunir en un seul stystéme fous les points
& de 'axe OX dont les ensembles correspondants R, sont semblables
deux & deux. Nous obtenons ainsi un ensemble ¢ bien déterminé et
parfaitement défini par la connaissance d’un seul son point z.

On voit bien que ces ensembles réunions ¢ sont tous sans point
commun deux 3 deux et que la totalité lebesguienne & est la somme
de tous ces ensembles réunions e.

D’aprés la théorie formelle, on voit bien que c'est cet ensemble-
-réunion e qui est. par définition, un nombre tramsfini, de la méme
manidre gu'un nombre réel est, par définition, un ensemble de points
rationnels satisfaisant aux conditions bien connues de la théorie de
Dedekind. La totalité des nombres transfinis west autre chose que la
totalité de ces ensembles-réunions e, et il importe de remarquer que
Pexistence de cette totalité est entiérement due & V'Awiome de Partage,
puisque c’est ce partage de la totalité lebesguienne & en ensembles-
-réunions ¢ qui crée celte totalité des mombres transfinis.

Ces ensembles-réunions ¢ peuvent &tre rangés d'une manidre bien
ordonnée: 1l suffit de dire que I'un d’eux ¢ est avant ¢, si 'ensemble
bien ordonné E, correspondant & un point z de e est moins étendu
que l'ensemble R, correspondaut & un point 2’ de ¢'. Avec celte
convention, la totalité des e est mise sous la forme bien ordonnée (W)

(W) €0y €1y Eareens BuyersCayenr

Enfin, on remarque que, quel que soit un point z de e,, I'ensemble
bien ordonné E, est semblable au segment de (W) défini par e,.
68. Ceci étant établi, une question trés importante se pose:
quelle est la nature de ces ensembles-réunions e?
Dans nos démonstrations nous ferons usage du lemme suivant:
Lemme 1. — Si nous savons nommer un point de e,, nous sa-
vons mommer un point distingué dans chacun des ey qui précédent e,.
En effet, soit « un point nommsé de ¢,. L’ensemble hien ordonné
R. est aussi nommé. Soit ¢, un élément de W précédent ¢,. Comme

tout ensemble bien ordonné R,., ' étant un point de ¢4, est sem-

blable au méme segment bien déterminé de E,, et comme ce seg-
ment est évidemment un R, on voit bien que le point nommé §,
appartient & ¢;. Ainsi. nous avons un point distingué de eg.

c. q. f. d
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Ce lemme étant &tabli, voici un théordéme relatif & la question
posée:

Théoréme. — Pour que nous sachions nommer une construction
de eq; au moyen des opérations: somme, partie commune, & partir
dintervalles, il faut et i suffit que nous sachions nommer un point
de ¢,.

La condition est nécessaire. — En effet, si nous savons nom-
mer une telle construction de ¢,, nous savons Hommer une répré-
senlation parametrique x == f(¢) de ¢,. Alors, en faisant ¢ =%, nous
avous un point nommé dans e,.

La condition est suffisante, — D’aprés le lemme précédent,
si nous savons nommer un point, soit z,, dans ¢,, nous savons nom-
mer un point distingué z’ dans chaque ¢’ précédent es.

D’antre part, nous avons vu (voir le théoréme du n° 59) que,
étant donné un ensemble énumérable bien urdonné W7, I'ensemble
des points # du complémentaire de E dont R, correspondants ne
dépassent pas W), est un ensemble effectivement mesurable B (c’est-
4 dire nous savons indiquer une construction de cet ensemble). En
prenaut pour 17, I'ensemble bien ordonné R, , nous obtenons comme
conséquence que la somme de tous les ¢’ qui précédent e, est un
ensemble gffectivenient mesurable B.

Ce raisonnement est enmcore applicable & tout ensemble ¢’ pré-
cédent ¢, , puisque nous savons normamer un point »' de ¢'.

Il résulte de la que la somme des ensembles ¢’ préeédents ¢, est
encore effectivement mesurable B.- Done. ¢, est effectivement me-
surable B. : ‘ e. q. f. d.

- Si un ensemble ¢, ne contient aucun point qu’on pest nommer,
e, est un ensemble mesurable B en soi. puisqu'on ne saura jamais
nommer une construction de ¢, .

69. Le paradoxe du transfini. Ce paradoxe consiste préci-
sément en ce quon ne peut pas définir fous les nombres transfinis
au moyen des notations de passages & la limite successifs ou super-
posés: il n'est pas possible de fixer une désignation uniforme de
tous les mombres transfinis 1).

"Précisons un peu ce paradoxe.

Lemme, Pour qidon sache nommer un point de e,, il faut et

1) Voir M, E. Borel: «La Philosophic mathématique et Uinfinis (Revue d{?
Mois, 1912).
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il suffit gwon sache avoir une suite fomdamentale et une seule pour
chacun des éléments limites de W non supéricures i e,.

La condition est nécessaire. — En effet, si 2 est un point nommsé
de ¢, R, est ensemble bien ordonné nommé. D'ailleurs, nous savons
nommer un pumérotage de B, au moyen des entiers positifs puis-
que E, est formé de points rationnels. Comme le segment de W
-défini par e, est semblable & R, nous savons nuinéroter les élé-
ments ¢’ de ce segment au moyen des entiers positifs:

€y oy Chyueny Cogenn
Soit ¢ un élément lmite de W, non supérieur 4 e,. Prenons, dans
la suite précédente, le premier élément inférieur & ¢, =oit &),
4, 2> 1. Prenons ensuite le premier élément supérieur & ¢, dans W

et inférieur & ¢/, soit ¢y, 4, >4,. On peut continuer application
de la méthode indéﬁniment. On forme de cette manidre une suite

4 , i
eh, ez’,..v, sz.,.-.

qui est évidemment fondamentale pour ¢’

La condition “est suffisante. — Pour avoir un point nommé de
¢, 1l suffit de sawoir nommer un numérotage de segment de W défini
par e, au moyen des entiers positifs. En effet, nous pouvons, dans
ces conditions, déterminer un ensemble ¢ bien ordonné. et formé
de points rationnels (le rang. étant conforme & la direction positive)
tel quil soit semblable & ce segment. Comme cet ensemble est un
B, nous avons un point & nommé dans e,.

Tout revient done & nommer un numérotage de ce segment.

Je dis qu'on sait un numérotage déferminé du segment défini par
ggy 81 l'on sait un et un seul numérotageé du segment défini par
chacun des éléments ¢’ précédents e,.

En effet, 5i ¢, est de premidre espdce, on déduit le numérotage
du segment-défini par ¢, du numérotage du segment défini par €s—y

z 7 ¢ ’
1y €ay Chserey Cryeon
en ajoutant & cette suite un seul élément €1
Cg—1y €1y €2y €gyenry Chyen.

Si e, est de seconde espéce, nous avons, d’aprés Ihypothése, une
8 pece, 5 P yp y
seule suite fondamentale )

Car Canreeey Epgee
pour ¢g.
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Effectuons un numérotage déferminé et unique du segment dé-

fini par chaque ¢, (ce qui est. possible, d’aprés I'hypothése) et con-
sidérons le tableau & double entrée

s Cas Enye
éﬂz’ eh’ LZU

6231 ez’m €y

ainsi obtenu. ,

Si nous rangeons les termes de cé tablean dans une suite sim-
ple et supprimons les élémenss répétés, nous obtiendronq évidem-
ment un numérotage déterminé du segment défini par e;.

Nous concluons de la qu'on sait un numérotage détérminé du

“segment de W défini par e, ¢ q. t. d

Ceci étant établi, revenons au paradoxe du transfini.

La désignation des nombres transfinis non limites est évidemment

unique, étant de la forme @ -4 n. Ce sont les nombres limites qui.

présentent des difficultés pour la notation.

Comme chaque suite fondamenlale n'est autre chose qu'un pas-
sage & la limite, nous voyons bien que. nous avons une désignation
unique de tous les nombres transfinis qui sont inférieurs & un ¢,
dans lequel nous pouvons mommer un point.

Done, le puradoxe du transfini revient & nommer wun et un seul
point dans chacun des éléments e, de la totalité W, done & la réali-
sation du choix lebesquien (n® 64) dans tous les e,.

70. On étend sans aucune difficulté les considérations précédentes
au cas du crible queleonque (non canonique).

Soit C un erible queltonque, £ un ensemble de points criblé
au moyen de C, et & lp complémentaive de K.

D’aprés les raisonnements du n° 67, nous pouvons éerire

8=6’°—|—€1+ +8+ +6a+
ol tous les R, sont semblables lorsque 2 reste dans e et ils sont
non semblables lorsque  sort de e¢,. :
Toutes les conclusions restent encore les mémes; si nous joou—
vons nommer un point de e, nous savons le construire, & partir d'in-
tervalles (parallélépipédes). La seule difiérence que présentle le cas
général avec le cas préeédent consiste précisément en ce que cer-
tains de ces ensembles-rdunions e, pewvent dtre vides.

icm

Sur les ensembles analytiques. 89 .

Si I'ensemble donné E est mesurable B, tous les termes de la
suite transfinie

€ 6135 €gyeans em‘/"'J Cyyore

& partir de certain terme, sont vides. Si I'ensemble donné £ est non
mesurable B, la suite considérée est essentiellement transfinie.

Comme la totalite & est la somme de tous les €y, DOUS remar-
quons bien que, si Pun au moins des ter mes, de la suzte transfinie
est un ensemble mon dénombrable, il y a un ensemble parfait contenu
dans ce terme. donc contenu dans 8.

 Done, dans ce cas, le complémentaive de E a la puissance du
continu.

Il n'y a quun cas extraordinaire, celui ot chaque ensemble
e, est dénombrable ou consiste en un et un seul point.

Alors, le probléme se pose de savoir si ce cas.extraordinaire est
M'ellement possible? C'est un ,probléme* sur la puissance des ensem-
bles complémentaires des ensembles analytiques.

Draprés les considérations du numéro précédent, on voit bien
que ce ,probléme west qu'une des formes du paradoze du transfini.

Ces considérations sont intimement lides & la méthode de la
diagonale de G. Cantor.

XV — Les ensembles projectifs 1).

71. Cest M. H. Lebesgue qui a signalé le grand intérét théo-
rique & étudier la projection, comme une des opérations le plus sim-
ples et, en méme temps, les plus importanies de Géométrie, opéralion
permettant de former des ensembles nouveaux qu'on peut mommer
& partir d’ensembles effectifs déja connus 2). Cest suivant cette idée
de M. H. Lebesgue qu'on obtient d’abord, & partir des ensembles
mesurables B, tous les ensembles analytiques E; puis, & partir de
leurs complémentalres CE, une classe nouvelle d'ensembles PCE
d'une nature tout inconnue mais guw'on peut mommer; puis, & partir
de leurs complémentaires CPCE, les ensembles nouveaux PCPCE
quon peut encore mommer: ce sont les ensembles projectifs.

!) Je me horne & un exposé bref des propridtés des emsembles projectifs.
Voir mes Notes dans les Comptes Rendus des 4 mai, 25 mai, 15 juin, 13 juillet
et 17 aofit 1925.

3 Annales de VEcole Normale Supe’mem e, 1918, p. 242,
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Posons la définition de classe d’un ensemble projectif. Pour fixer
les, idées, nous nous bornons au ‘cas des ensembles lindaires.

Soit & un ensemble quelconque de points dans l'espace eucli-
dien & & m dimensions, m > 1. Nous désignerons par PE la pro-
jection orthogonale de E sur un espace euclidien & & m—1 di-
mensions situé dans l'espace 8, et par CE le complémentaire de E
relativement & &,

Ceci dtant établi, nous posons la définition suivante:

Nous dirons quw'un ensemble lindaire est un ensemble projectif de

classe n, §%l peut se mettre sous la forme
PC...PE ou CPC...PE,

ot I est un ensemble -mesurable B situé dans Uespace euclidien & n-~1
dimensions et ol la lettre P alternant avec la lettre C est derite pré-
cisément n fois, et si cela est impossible lorsque Von remplace Pentier
positif n par un nombre plus pebit.

Cette définition étant posée, on voit immédiatement que tout
ensemble analytique, ou son complémentaire, n'est qu'un ensemble

projectif de clesse 1, et vice versa; donc la théorie, des ensemibles

apalytiques se confond avec la théorie des ensembles projectifs de
classe 1. Ctte remarque fait comprendre Iintérét- de la notion d'én-
semble projectif.

72. Un démontre d’abord sans peine, en appliquant la diagonale
de Cantory, qu'il ewiste des ensembles projectifs de toute classe. D'ail-
leurs; la somme d’'un nombre fini d’ensembles projectifs et la partie
conmune & un nombre fini d’ensembles projectifs sont encore des
ensembles projectifs. Mais une propriété bien plus remarquable et
qui est une des plus importantes est la suivante: tous les ensem-
bles non mesurables B qui ont été jusqu'ici, qu'ils se soient pré-
sentés ,naturellement” ou qu'ils aient ét6 nommés sans l'emploi du
raisonnement de M. Zermelo (Axiome du Choix) pour fournir des
exemples de toutes espéces, sunt tous projectifs. Ce résultat, peu
surprenant au premier abord, étonnera plus si lon rapelle qu'il y a,
parmi les ensembles non mesurables B quwon peut nommer, des en-
sembles tels que dans la définition de chacun d'eux devraient in-
tervenir effectivement fous les nombres transfinis (Axiome du Par-
tage) et non pas seulement ceux qui sont inférieurs & I'un deux
fixé d’avance.

La théorie des ensembles projectifs présente de grandes diffi-
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cultés. Il est vrai que la théorie des ensembles complémentaires
des ensembles analytiques présente une difficulté essentielle relative
& la puissance d’un tel enserble, mais les difficultés s'aceroissent
infiniment lorsqu'il s'agit des ensembles projectifs: on ne sais pas,
par exemple, si un ensemble projectif de classe 2 a la puissance du
continu, #'il a la catégorie déterminée (c’est-a dire. g'il est ,un en-
semble Z¢), ni méme il est nesurable au sens de M. H. Liebesgue.

Ces difficultés et la facilité méme avec laquelle on trouve le
transfini toujours exelu, nous aménent 4 examiner plus attentive-
ment la légitimité de ces ensewmbles. Les difficultés de la théorie
des ensembles projectifs ont lear origine dans ce que l'opération:
prendre un complémentaire est une opération purement négative.

73. Nous allons citer quelques exemples curieux d’ensembles
projectifs. o

Premvier exemple. — Prenons l'espace euclidien 0XYZ et, dans
le plan X0Z, un ensemble analytique universel U (n® 63). Soit U’
un ensemble mesurable B situé dans le plan YOZ et tel que nous
avons en le coupant avec les droites paralltles & I'axe OZ tous les
ensembles parfaits linéaires non denses possibles.. On peut déter-
miner un tel ensemble U/’ sans aucune difficulté,

Cela posé, désignons par £ un ensemble de points dans l'espace
b trois dimensions tels que leurs projections orthogonales sur le
plan X0Z appartienvent & U. Soit B’ un ensemble analogue rela-
tivement & U’

On voit bien que E est un ensemble analytique et que E’ est
mesurable B, donc analytique. Nous concluons de la que la partie
commune & E et E' est un ensemble analytique; désignons-le
par E.E". » : ,

Projetons E.E’ sur le plan XOY: nous avons un ensemble ana-
lytique plan P(EE’). Preunons le complémentaire de cet ensemble
et projetons-le sur I'axe OX: nous obtenons un ensemble projectif
linéaire: '

’ n = PCP(EE").

Cela posé, soit U un ensemble mesurable B situé dans le plan
YOZ et tel que nous avons en le coupant avec les droites para-
Heles & l'axe OZ tous les ensembles dénombrables possibles. Soit B
un ensemble des points dans l'espace & trois dimensions dont les
projections sur le plan Y0Z apvpartiennent & U”: c'est un ensem-
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ble mesurable B Nous concluops de Ia que la somme £ - B est
un ensemble analytique.

Prenons le complémentaire de E 4 £’ et projetons-le sur le plan
XOY: nous avons un ensemble projectif PC(E-+ E'). Prenons son
complémentaire et projetons-le sur l'axe OX: nous obtenons un en-
semble projectif linéaire:

0 = PCPC(E4 E').
Cela posé, prenons, sur l'axe 0X, la somme

7+ 0
et désignons par ¢ le complémentaire de m-6: cest évidemment
un ensemble projectif.

Cet ensemble projectif ¢ possdde cette pr priété iutéressante:

8i Pon savait nommer un point.de e, on aurait un ensemble ana-
lytique linéaire dont le complémentaire ost non dénombrable. et en méme
temps ne contient aucun ensemble paryait.

En effet, si nous déchiffrons le sens des constructions si com-
pliquées des deux ensembles préjectifs lindaires m et 6, voici ce
que nous trouvons: d est une collection des points  en lesquels les
paralléles & l'axe 0Z coupent I'ensemble universel U en les ensem-
bles analytiques friviawr dont le complémentaire contient un en-
semble parfait; et d est une collection des points z dont les ensem-
bles analytiques linéaires eorrespondants ont les complémentaires au
.plus dénombrables, c'est-d-dire encore triviawr. Si wous supprimons

dans l'axe OX tous les points de 7z et de d; nous trouvons bien

entendu les points 2 qui correspondent aux ensembles analytiques
extraordinaires.

On ne trouve done ici qu'une complication logique bien dissi-
mullée sous un appareil quasi-géométrique.

Second exemple. — Prenons, dans l'espace 0XYZ, un ensemble
analytique U tel qu'en le coupant avee les plans paralldles au plan
X0Y, nous avons tous les ensembles analytiques plans possibles
(n? 63, Remarque I).

Soit /£ une collection des points de I'sxe 0Z tels que les plans
paralléles an plan XOY et menés par ce points coupent {7 en les
ensembles analytiques plins dont les complémentaires sont non dé-
-nombrables et ne contiennent aucun ensemble partait,

Dauntre part, scit E’ une collection de "points de Paxe 0Z tels
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que les plans paralldles au plan X0Y et menés par ces points cou-
pent ¥ en les ensembles analytiques plans dont les complémen-
taires repcontrent chaque droile paralldle & I'axe OY en un et un
seul point.

- Les considérations analogues aux précédentes nous montrent que
E et K’ sont des ensembles linéaires projectifs. Donge, la partie com-
mune ¢ & K et £’ est encore un ensemble projectif.

On voit bien que la personne qui saurait nommer wn point de
Vensemble projectif lindaire e aurait tous les potnts d’une droite pa-
ralléle & Varxe OX numérotés sans ambiguité aw moyen de tous les
nombres transfinis de seconde classe H.

Il suffira d'un peu de patience pour décrire une construction
donnant les ensembles les plus extravagants; mais cette ,constru-
ction® renfermerait plusieurs opérations C' (prendre le complémen-
taire) superposées et ne servirait & rien. On peut voir que ceite
opération C étant purement négative introduit des ensembles non
définis réellement ),

Note.

On trouve les résultats principaux sur les ensembles analytiques
énoncés sans démonstrations dans deux Notes des Comptes Rendus
de UAcadémie des Sciences de Paris: M. Souslin. — Sur une définition
des eusembles mesurables B sans nombres transfinis; N. Lusin. — Sur
la classification de M. Baire (séance du & janvier 1917)

La mort prématuréé de Souslin et les difficultés de la communi-
cation. internalionale ont empéché de publier une exposition détaillée
de la théorie des ensembles analytiques. C'est M. W. Sierpinski qui
a trouvé d’une maniére indépendante les démonstrations de toutes
les propositions de cette théorie et les a publides dans une série de
travaux parus notamment dans son journal Fundamenta Mathematicae.

La théorie des ensembles projectifs a été le sujet des lecons

- que jai professées en 1924—1925 & l'Université de Moscou; une

partie des résultats relatives aux ensembles projectifs a été publide
par moi dans cinq Notes des Comptes Rendus (4 mai, 25 mai,

1) On ne peut pas dire ni que e est vide, ni yue e est non vide, puisque cela

dépend du champ des lois.
%) Voir ma Note dans les Comptes Rendus: Sur le probléme de M. Emile

Borel et la méthode des résolvantes, 17. aoiit 1925,
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15 juin, 13 juillet, 17 aofit 1925). Mais un peu avant M. W. Sier-
pifiski avait signalé, dans un article de Fundamenta Mathematicae
1925, les d:fﬁcultés que souldvent les ensembles projectifs de classe 2.
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