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De la convergence de la série (37) et de linégalité (36) il ré-
sulte que la série (43) est absolument et uniformément convergente
et est, par conséquent, sommable par tout procédé linéaire en tout
point. Puisque la série (31) n’est sommable en aucun point par le
procédé donné, la série (29) jouit de cette meme. propriété.

Ainsi, pour toute fonction positive w(u), satisfaisant & la condi-
tion (20), nous pouvons former une série orthogonale (29) qui ne
s0it sommable par le procédé linéaire dound, en aucun point, bien
que la série (30) éoit convergente. Or, le procédé linéaire de som-
mation considéré étant arbitraire, le théordme 14 est complétement
démontrg. .

Convenons de dire qu'une fonetion positive w(u) est multiplica-
teur intrinséque de M. Weyl pour un procédé linéaire de sommation
donné, si la convergence de la série

'é.;w(rbln-l)bf

entraine la sommabilité presque partout par le procédé en question
de la série ‘

) 2 by @.()

-] :

quel que soit le systdme normé de fonetions orthogonales ¢, ().
En imitant le raisonnement par lequel nous avons établi le thé-

oréme 14, nous pouvons démontrer le théoréme suivant;
Théoréme 15. Si une fonction w(u) est multiplicateur tntrinsique

de M. Weyl pour une certaine méthode de sommation linéaire, cette

fonction sera aussi multiplicateur intrinséque pour la convergence

ordinaire,

1 juillet, 1928,
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Un lemme topologique et son application dans la
' théorie des groupes abstraits.

Par
F. Leja (Varsovie).

1. Seit (C) une courbe simple fermée située dans le plan’ euclidien
et soient A, B, P trois points de ce plan dont A est situé & lex-
térieur de (C), B & lintérienr de (C) et P sur la courbe (C) elle-
méme. : ]

Supposons que la courbe (C) se déplace en se déformant en
méme temps d'une fagon continue de sorte qu'elle ne passe jamais
par le point B et que le point P décrive une courbe simple fer-
mée contenant 4 & son intérieur; au moment ol le point P revient
&4 sa position initiale, nous supposerons que la courbe (C) toute
entiére revienne, elle aussi, & sa position initiale.

Le but de cette note est de prouver que, dans les =zonditions
énoncées, la courbe (C) passe dans un moment par le point A et de
tirer de ce fait une conséquence concernant les groupes abstraits.

Précisons d’'abord l'énoncé du probléme: Soit )

(1) - C, 0=t=<1,

une famille des courbes simples fermées du plan euclidien satisfai-

- sant aux conditions suivantes: :

10 K (t,t,) désignant 'dcart ¥) des courbes C, et C, on a
E(t,t)—0, '
t—1,
quel que soit £, contenu dans infervalle <O, 1>.
1) C'est la borne inférieure des tous les nombres d, ol J est la borne supé-
rieure de Vensemble des distances de deux points qui correspondent dans une cor-

respondance biunivoque et bicontinue entre C; et C.
V.M. Fréchet: Sur I'écart de deux courbes. Trans, of. amer, soc. t. 1V, 1905),
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20 Chacune des courbes (1) contient le point B & son intérieur;
la: courbe C, est identique & C, et contient.le point 4 & son ex-
térieur. .

3% Pour chague ¢, il existe sur C, un point P, tel que A’ensemble

@) P, 0t=<1,

forme une courbe, image topologique de la circonférence z== ¢,
contenant le point 4 & son intérieur.

Lemme. Si les hypothéses 1°, 2° et 30 sont satisfaites, aw wmoins
une des courbes (1) passe par le point A.

Démonstration: Désignons par 1), lintérieur de la courbe
C.; ce domaine peut, comme on sait, étre représenté d’une fagon
biunivoque et conforme sur le cercle

(K) ‘ el <1, =1z iy.

Une telle correspoudance entre les dombines 1), et K g'étend
toljours aux contours de ces domaines de sorte qu'elle y reste biu-
nivoque et bicontinue. Pour. la déterminer, on peut se donner un
point quelconque de D, qui devra correspondre au point z =0 du
cercle K et encore un point quelconque du contour C, correspon-

dant au point z=1 du contour de K.
' Soit
3) w = 1.(2),

la fonction analytique déterminant la représentation conforme du
cercle K sur le domaine D), de sorte que le centre de K corres-
ponde au point B de D, et que le point z==1 corresponde au
point P, de C,. La famille des fonections (8) jouit, en vertu de I'hy-
pothése 1° et d’aprés un théoreme de M. T. Rad$ 1), de la pro-
priésé que voici: #, étant un point queleonque de Pintervalle <0, 1>,
il existe & chaque £>0 un nombre & (&) >0 tel qu'on a

0<t=<1

[/:(&) = /o) <e  pour tous les =1,
81 S
Jt—t,] < 6.
L'équation (3) fait correspondre au rayon <0, 1> du cercle K
un arc simple contenu daus /), e joignant les points B et B,;

) T, Rudo: Swr la représentution conforme des domaines varigbles. Acta
Szeged, t. ], fusc, 3, 1923,
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nous le désignerons par
(4) BP, ou par P,B.

Cela posé, supposons que notre lemme soit fanx, c'est-3-dires que
le point 4 ne soit situé sur aucune des courbes (1). Il s'en suit
que 4 ne peut étre situé & lintérieur d’ancune des courbes (1) car
les deux ensembles 7, et 1,, ot 7, contient tous les # pour fes-
quels 4 est situé & Dextérieur de C, et 7! contient tous ceux pour
lesquels 4 est situé 4 lintériear de C,. dpivent é&tre ouverts, en
verta de I'hypothese 1° et I'ensemble 7, un’est pas vide en vertu
de 20 ‘

Considérons la courbe fermée
6)) BP,P,B

composée des arcs simples BP, P,P, et P,B dont P,P, est iden-
tique avec l'are P,, 0=<<a =<, de la courbe (2). Le point 4 p’étant
située ni sur la courbe (2J ni & linférieur des courbes C, il n'est
pas situé sur la courbe (5) et, par suite, l'ordre du point 4 par
rapport & la courbe (5)
ordre, (BP, P,B) = n,

est bien déterminé quel que soit .

La fonction s, doit étre continue et par suite, constante dans
Iintervalle fermé <0, 1>, car on a

ordre, (BP, P, B) = ordre, (BP, P,B) 4 ordre, (BF, P,.B)
et, lorsque & est suffisamment petit, on a
ordre, (BP, P, B) = 0,

car les arcs BP, et BP,,, sont aussi voisins qu'on veut. Mais, on a
évidemment

n, = ordre, (BP,P,B)=10 ‘

n, = ordre, (BP, P, B) = ordre de la courbe (2) =+ 1,
et cette contradiction prouve que le lemme est vrai.

2. On appelle groupe topologique 1) un systéme constitué par un
ensemhle E des points d'un espace topologique appelés éléments du

) V. F. Leja: Sur la notion du groupe abstrait topologique. (Fund. Mnth.
t. 1X, 1926).
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groupe et par une opération sur les points de K, appelée multipli-
cation de ces points et représentée par le symbole X, cet énsemble
et cette opération étant assujeties aux conditions suivantes:
Quels que soient les points a, b, ¢ de I on a
19 Le prodult a X b, ou ab, est un point de K.
29, (a,b) c=a (b, ¢).
3¢ Il existe dans £ un point e, appelle unité da groupe, tel
que a¢==¢a = a.

40 11 existe & chagne @ un point a~%, appelé inverse de a,

tel que aa™l=e.

5% Quels que soient les suites @, et b, appartenant & K, si

a,—~>a et b,—b, on a a,b, — ab

6% Si a,—>e on aa!—>e

Un tel groupe est dit ;/dlmenslonnel si l'ensemble /i est.
contenu dans une variété n-dimensionelle et &'il contient am moins
un point intérieur de cette variété. Il est connexe sil'ensemble A
est connexe. ' )

Il sait immgdiatement des hypothdses 2°, 4° et H° que les élé-
ments de chaque groupe n-dimensionel forment un domaine ouvert 1)
de la variété correspondante car, si le voisinage 4 dup élément a

appartient entiérement & & et si b est un élément quelconque de IL
'ensemble

(6) ba' 4

composé de tous les produits ba~'e, oh a appartient & 4, forme
un voisinage de b 2) appartenant & K. ‘

Cela posé, soit G un groupe plan, c'estd-dire un groupe
' 2-dimensionel contenu dans le plan euclidien. On peut montrer que:

Si G est connexe il est d'un seul tenant ou de deux tenant aw plus.

En effet, supposons qu'il ne soit pas ainsi et soit GF un groupe
plan connexe tel que le domaine G contlenne deux courbes simples
fermées

C' et C

ayant’ un seul point commun, Pune de ces courbes étant situde

7| connexe ou non.

3} En effet, si b,~>b on a, d'aprés 5%, ab-1b,—>a et, par suite, presque
tous les ab~! b, appartiennent & 4; en multipliant les ab=1 b, par ba—1 on voit.
d'aprés 8° et 4°, que presque tous les b, appartiennent & Vensemble 6).
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4 Vextérieur de I'autre et chacune d’elles contenant i son intérieur
des points n’appartenant pas & G.
Supposons que le point commun de ¢ et C’ soit lunité e de
G et que les points '
a et b

goient situés successivement & l’mtémeur de C" et de C sans apparte-
nira G.

Formons I'ensemble de tous les produits .

n ‘ Cx

ol x parcourt les points de C’. Chacun de ces produits de l'en-
semble des points de C par un point fixe z de C’ est une courbe
simple fermée car la relation

o~ axr

oll « est un point quelconque de C détermine une homéomorphie
entre les courbes C et Cx'). Posons

E (2, z,) = V'écart des courbes Cx et Cmz;
je dis qu'on a, quel que soit z,,
® - E(52) 0.

En effet, il suffit de montrer que & chaque £>0, il existe un
d(e)>0 tel que, d(a,b) désignant la distance des points « et b,

I'inégalité d(x, z,) << J entraine l'inégalité

T d(am am,) <&
quel que soit le point ¢ de C. Supposons qu'il ne soit pas ainsi done
1 . . .
il existe un ¢ tel que, & chaque d, = il existe un point z, de

C’ et un points a, de C tel qu'on a
1
d(a:,,,a:o)<; et d(a,z,., @,%)=¢
1) Cela résulte des hypothéses 40 o B° car, si @ et # sont deux point diffé-

rents de C, on a uzac_':ﬂx en vertu de 40 et, si une suite a, des points de C
convergs’ Vers «, o, —» &, on &, en vertu de B°, a.,;a:-——)ana: ot inversement.


Yakuza


426 F. Leja:

Soit @,, une suite partielle de @, convergente vers un point ay;
on a done ‘
an,‘ —"> qO, x,,* o d xo

pour k—> oo et; en vertu de hypothése 5°,
@, Ty, —> Gy Xy, @, Ty —> G Xy,

d'od il suit que la distance des points a,, et a, x, est, pour cer-
tains » suffisamment grands, plus petite que & contre I'hypothése,
ce qui prouve que la formule (8) est vraie, '

Je dis maintenant que le point & est situé A Pintérieur de cha-
cune des courbes (7). Cela ésulte, en vertu de la tormule (8), du
fait quil est situé A Iintérieur de la courbe Ce= O et qu’il ne
peut étre situé sur aucune des courbes (7) comme n’appartenant
pas & @G. , :

On voit done que le systéme composé de la famille des courbes

Cz, ol «x parcourt ('

‘et des- points a et b satisfait aux conditions de notre lemme, d’on
il résulte. que le point a  doit appartenir an groupe G contraire-
ment & I'hypothése. La proposition est done démontrée. :
. -Remarquons que cette proposition est indépendante de I’hypo-
thése 6° de la définition du groupe, car cette hypothése n’intervient
pas dans la démonstration. '

Remarquons encore qu'il existe des groupes plans d’un seul
tenant et ceux de deux tenant, comme le montre l'exemple des
nombres complexes, I'opération sur ces éléments étant I'addition ou
la multiplication des nombres complexes.

En terminant ajoutons que le lemme ot la proposition concer-
nant les groupes peuvent é&tre généralisées dans divers sens en rem-
plagant des courbes simples fermées du plan par des hypersurfaces
de Pespace &4 n dimensions ou en censidérant sur des variétés

& 2dimensions des courbes simples fermées qui ne divisent pas
cette variété, . : .
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Sur un probleme de M. Hausdorff.
‘ ' ‘ Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

M. F Hausdorff a posé récemment le probléme suivant?).
Soit 9/ une famille donnée quelconque d’ensembles. Désignons
par B(&7) la plus petite famille & d'ensembles satisfaisant & trois
conditions suivantes: o
1% o C & ‘
20 Toute somme d’'une infinité dénombrable d’ensembles de la
famille & appartient a &. ‘
3¢ Tout produit d'une infinité dénombrable d’ensembles de la
famille & appartient 3 &

Soit N un ensemble donné de suites infinies de nombres naturels.
Nous désignerons par ¥'(d% N) la famille de tous les ensembles

(1) (B, By, By,..) =3B, E,,B,...,

Ny

ol Ii, e @, pour »=1,2,3,..., la sommation ;2' g’étendant & toutes

les suites infinies n,, n,, ng,. .., appartenant i N.
M. Hausdorff demande: Kxiste-t-il un ensemhle N de suites,
tel que
(2) T (on, N) = & (o)
quelle que soit la famille O d’ensembles?
Nous prouverons que la réponse est ndgative.

Admettons qu'il existe un ensemble de suites N satisfaisant i la
condition (2) quelle que svit la famille &7 d’ensembles.

) I, Hausdorff: Men_l/cnlzh.re. Berlin und Leipzig 1927, p. 90.
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