2 ‘ W. Sierpinski.

une suite ‘infinie croissante d'indices n, (k==17, ,2, 3,9, telle
que les suites x,, - et x,, convergent pour k — oo, et, d’aprés (2), on a
O mesmass
ol x, est un nombre de (a, b). . |

Or, soit € un nombre positif donné quelconque. La fon-
ction @ (x) étant semi-continue supérieurement au point x, et la
fonction § (x) — inférieurement, il résulte de (4) que

9 (x) +e> ¢ (x,) et § («,) > (x,) —e pour k> py

ce qui donne, d’aprés (3):
' ' 1
¢ (x) +e>9(x,)—e— o pour k => |
k

“donc, en limite pour k— co:

©) 9 (x) +e>¢(x) —e |

Le nombre positif ¢ étant arbitraire, l'inégalité (5) prouve
que 9 (x;) > ¢ (x,), contrairement a (1). Notre théoréme est
ainsi démontré,

Corollaire: f(x) étant une fonction semi-continue supdrieure-
ment dans lintervalle fini (d, b) et g (x) étant une fonction

semi-continue inféricurement dans (a, b), telles que
fl)<g() pour a< <<t Y

il existe pour tout nombre ¢ > 0 un nombre & > 0, tel que polrr,

tous Ie§ nombres x et ¥' de (a, b) I'inégalité
<8

B
entraine l'inégalité -

f(x)<9(x’)+e

Pour déduire ce corollaire, il .suffit; ¢ étant donng, de poser.

dans mnotre théoréme ¢ (x) = f(x) et ¢ (x) =g (x) +¢

. Pour obtenir le théoréme sur la continuité uniforme d'une
fonction continue dans un, intervalle fini, il suffit de prendre
dans notre corollaire pour f(x) une fonction continue et de’ poser

g(@'= f(x).

. 1) Leg fonctions f (x) et g (x) satisfaisant aux ‘conditions énoncées
étaient étudides par H. Hahn: (V. p. e. Theorie der reallen Funktionen,

‘Berlin 1921,:}). 164) ef F. Hausd orff (Math. Zeitschr, Bd. 5, 1919, p. 295),
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Quelques notions fohdamentales de I'Analysis Situs
au point de vue de I'Algebre de la Logique.
Par ‘

Miron Zarycki (Léopol — Lwéw).

La premiére partie de la Thése de M. Kuratowski?)
est consacrée i I'analyse de la notion de la fermeture d'un en-
semble. La fermeture de A est la somme de A et de I'ensemble
des points limites de A; je la désigne par 4. '

Voila les axiomes qui forment la base de tous les raison-
nements .de M. Kuratowski:

[ (A+ By =445 I, 0r =0
In: AC A IV,: A" = A,

Dans la Note présente j'envisage des systémes analogues
d’axiomes pour quelques autres notions fondamentales de I'Ana-
lysis Situs, 4 savoir pour les notions de l'extérieur,-de [l'intérieur,
de la frontiere et du bord. Je démontre I'équivalence de .ces
systémes a celui de M. Kuratowski et j'en” déduis quelques
théorémes concernants les propriétés fondamentales des notions

‘mentionnées.

Je tiens a remercier ici M. Kuratowski pour ses pré-
cieux conseils concernants la rédaction définitive de cet . article.

§ 1. Les systémes d’axiomes.

1 Je désigne I'espace par le symbole C et le complé-
mentaire d’'un ensemble A4 par A° Je suppose données quatre

1) Sur Popération A de I'Analysis 'Situs; Fund. Math. HI. p. 182—199.
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fonctions: A° (extérieur), A’ (intériewr), A/ (frontiére) et A°
(bord), univoques et telles que, pour tout ensemble A contenu
dans C, A% A" A’ et A® y sont contenus également et que
chacune de ces fonctions remplit un certain systéme d’axiomes.

Voila ces systémes (je les désigne respectivement par S,
Sy Sp S, le symbole S, désignant le systéme I, — IV,):

I: (A+ By =A*B* I: (AB)=A'B!

I, A (C A I A(CA
. Oe=C m:. C=¢C
w, Aee = A w, a" =4
L: AB(ABY=AB(A+ B) I; (ABY*=AB*+BA*
I7,: A= Ad 1, Ct=0
I1,: 0f=0 i, A%t (CA.
V,: ATC A

2. Posons: A¢=A" A' = A", A/ = A" A~, A® = AA~.
On en déduit sans peine les formules suivantes qui définissent
chacune  des 5 fonctions considerées dans chacun de nos 5
systémes:
A":A‘C—Z.Acic‘—”-”A—*"A‘f:A'{‘.A"b
Ae__— Arc :Aci = Ac Afc — Ac Anbc
Ai = A = Acc:AAfc ZAAba
Af: Ar A" = A% Ao — Afe Aclc — Ab+ Acb
A =AA"=AA=A4"= A4

3. Pour établir I'équivalence des systémes S, S,, S, S,
et S, on prouve que 1% S, entraine S, 2° S, entraine S,
3%: S, entraine S, 4% S, entraine S, et 5% S, entraine S,.
Dans ce but on tiendra compte des formules: 4¢ = A", 47 = Ave,
Al= A" A, A=A AT et A* = A+ A,

Jomets les démonstrations qui ne présentent pas de difficulté; je me

borne i citer les démonstrations suivantes qui ne sont peut-&tre pas
immédiates:

10, §; entraine If.

Démonstration: Nous avons: M1 C M (), dod: M C M ().
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On obtient ensuite:
(AB)Y° = A 4 B (1)), et:
AB (AB)° = ABA" 4 ABB".

En tenant compte de la formule (%) on peut écrire la derniére rela-
tion de la maniére suivante:

A B(A B)Cic (A B)ic =A BACicAlv_l_ AB Bcchlc
or: AB(ABY = AB(A + B, c. q. f. d.
20, S5, entraine 1V
Démonstration: Nous avons:
MNY =M N (7). Posons: M= Al et N=a' + B

On obtient alors:

Aﬁ =AH (Ai + B])i, or: A"= AI C (Al _+_ B!)'.
On obtient pareillement:

B! ¢ (A" 4 B, done: &' 4+ B' C (&' + BY.
Mais, d’autre part, on obtient: @ +8Y ¢ Al + B {ar), or

(A + BY =4+ B'. En tenant compte de cette formule:

A = (Aia Acleyie (gt Acleycie (ar adeycie — (Al 4 A%y =
= (Ai + Acl)c = Alc Auiu = Af’ c q. £ d.

3, S; entraine 1,

Démonstration:

(ABY = AB (ABY = 4B (& + B/ ) = ABB/ + BAA = AB® + BA".

40 S entraine I,

Démonstration:

Nous avons: MCNQMN®Y = MNM! + NAy, (1, (1.

orr M+ N+ (MNY =M+ N + M° NP,
En multipliant par M°N° on obtient:
MEN(M® Nc)fv —
=M N° MNP, or: M+ N+ (M+ N =M+ N+ MN . Onen

déduit sans peine que la relation: M ( N entraine: M C N+ N-
Posons maintenant: M = A° 4" et: N = A 1 en résulte alors:
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AAY A+ a7 =4, dor: (A HY 47 = 0.

On obtient, en-tenant compte de la derniére relation:

A% = (8° A7y (A A7) = (4 + A*) (A =

=A@ A Ay =a@a)Yca, c.q f d

50, S, entrainel, .
Démonstration: Nous avons:
A+ AB?=A+ AB? + A°B% = A + B® et pareillement:
B 4+ Bc A% =B + A% :
En s’appuyant sur les deux derniéres formules on obtient:
(A+BY =A+B+@A+B)Y*=4-+B+(A°B° ) =
=A+B+ A B4 B°AP=A4+ AP { B+ B?=4a"+B" ¢ qf d
60. S, entratne 1V,
Démonstration: En s'appuyant sur (I, ) et (TII,) on obtient:
AT = A4 AP 4 (A+ AP = A4 A% 4 (A° AP —
= A+ A% L A0 A | pcbache _ AL Ak _ gt e q f d.

§ 2. Propriétés fondamentales des ensembles Ae, 4, 4/, et A°.

1. 759 1,: (A + B¢ C 4° + B* ( (A B)*
» 2,04 — B (C (A4 — B)e
» 3, 4% B* ((4 B

42: Ace C Aec

53: Aeeee —_ Ape

Th. 1,: (ABY C &' + B C (4 + By

s 2,1 A° B (A + B)e
3i
4I
51

Lo

”

:AciCAic
:(A—B) ( A4 — B

. Aia!al‘ci — Aicl

»
»

»

1) Jomets les formules qui se déduisent d’un quelconque de nos
théorémes par des transformations simples de Ialgébre de la logique. Ainsi,
par exemple, si A C B,ona: A + B = B et AB = A, donc il résulte du
th. 1, que: B* C A°. 1l résulte de la m&me maniére du th. 1; que la re-
lation A C B implique A C B -
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Th. 1 (ABY ((A+BY +(A+B) (4 +B)=4+ 58
L, 2 A = A
Th. 1,0 A ¢ B implique AB® ¢ A°
” 2b: Acbcb C Ab C A c Acba C Abcbc
, 3 A% =2
» 4 (A+ B ¢ A*+ B
» 54 AP B* ¢ (AB) ¢ A* + B*

2. Démonstration-du th. 1a) La relation M ¢ N im-
plique N¢ ¢ M¢, or (A+ B)* C A et (A + B)* ¢ B, donc:
(A -+ B) ¢ A°+ B°. B) On obtient de la méme maniére:
A® ¢ (AB) et B° ¢ (AB)*, donc: A° + B¢ ( (4 B)°.

Démonstraton du th. 2; Nousavons: A C (4 B°)
(th. 7.) et a fortiori: A¢ B* ¢ (AB°)*, c. g f d

Démonstration du th. 3,: Nous avons la relation

évidente: 4 ¢ AB -+ B°,or: (AB + B°)y ¢ A° et

(AB)® B ¢ A¢ (ax.l.), donc: A ¢ (AB)**+ B°° En multi-
pliant par B* on en obtient: 4B ¢ (4B)* B* (AB)¢e

. Démostration duth 4; Il résulte de I'axiome Il la for-

mule: C¢ = O,

Nous avons maintenant: 4° = CA¢ = C* A4 ¢ (CA°)* =
— A‘cecl 'd’Ofl! Ace C Aec.

Démon stration duth.5,: Nous avons: 4% ¢ 4% (axIL ),
d'ou: Aece C Aeee et: Aeeee C Aecee — Aee (ax Ive ).

Nous avons d'autre part: A ¢ A°*° (ax ll.), donc:
Aee — Aeece C Aeeee (ax Ive )

Les rélations: A ¢ A® et A% ¢ A% donnent le th. 5..

Remarque. Le théordme 5.ne peut tre remplacé ni par
Ia formule A = A ni par la formule 4° = A®¢, La condi-
tion A = A° (ou bien A = A définit, en effet, les domaines
ouverts réguliers et la condition A® = A** (ou biens A= A%)
caractérise les ensembles, dont la fermeture est un ensemble
fermé régulier: ?).

~ 1) L’ensemble A est dit (selon M. Kuratowski) un domaine
ouvert régulier, lorsqu’il est identique a lintérieur de sa fermeture;
Pensemble A est dit un ensemble fermé régulier, lorsqu’il est identique
i la fermeture de son intérieur.
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3. Démonstration du th,1; On déduit e théoréme des
formules évidentes: ABc 4, ABcB, AcA+B BcA+B
et du théoréme: M ¢ N implique M' ¢ N'.

Démonstration du th. 2;: Nous avons la relation évidente
(A+B)B°c A. On en obtient: {(A + B) B°} ¢ A', et
(A-+B) B¢ A (ax. li), o A° ¢ (A + B¢+ B
En multipliant par B on a:

Aichl C Bei (A + B ic C (A + B)lc'

Démonstration du th. 3,: On déduit de I'axiome II;
la formule: 0' = 0. Il s'en suit: 4% = 0 A ¢ AP (th. 2 ),

Démonstration du th. 4 : Nousavons: 4 B¢ A' B
(th. 3: ). Mais: A' B = (AB°)" (ax. i ), donc:

(AB°) ¢ A Be c. q. f. d

Démonstration du.th. 5,: Nous avons: A ¢ A®
(ax. 1), d'ow: A" ¢ A", or: Al ¢ Al (ax. IV; ) Awlele ¢ Ale.
donc: Afieiel  Alel Nous avons d’autre part: A%/ ¢ Allo(ax. II; ),

cort AP ¢ Adie done: A ¢ Al (ax, IV; ). Les deux rela-
tions obtenues donnent le th. 5,

4. Démonstration duth.1; Nous avons: (4° B°) (4° BY)f =
= A° B° (A+8) (ax.]1,11). On en obtient d'aprés la formule
de Morgan: A+ B+ (A+ B)* = A+ B-+ A%BF. En mul-
::ii?lgant par A° B° on en déduit: A° B° (A-FB)* = A° B° A’ B,

ol:
(@) A+B+@A@+B=A4A+B+ A4+ B

Envisageons maintenant I'identité suivante:

(A+BY={A+B+ A+ By {4° B°+ (A + BY/}.

On en obtient d'aprés la formule (a):

(AHBY = A+ B+ + B} (4B + (A + BY),

-En ajoutant (4 4 B) (4’ -+ B’) on en tire:

A+ BY + A+ B) (4/+ B) = (4/+ B) {A+B+ 4B +
+(A+ B+ (A-+B) (A BY =+ B+ (A--B) (A+BY'D)

Mais on démontre a I'aide de I'axiome I; que la relation
M C N implique: M N/ C M. 1l en résulte les formules:

icm

Notions fondamentales d’ Analysis Situs 9

A(A-B)Y C A/ et B(A-+B)/ CB. En tenant compte de ces
formules on obtient de laformule B) la seconde relation du th. 1,

Une conséquence immédiate de cette identité est I'inclusion:
(A~ B) C A’ B/, qui fut établie par Janiszewski?). Lor-
squ'on y pose A° et B° au lieu de A et B, on obtient i 'aide
de l'axiome Iif la premiére relation du th. I.

Remarque. La formule analogue: (4 B)” ¢ A -+ B/f
ne subsiste pas. En effet, soient: R, 'ensemble de nombre ra-
tionnels: 1 << x << 2, R, I'ensemble de nombres rationnels -
2 << x << 3, [ 'ensemble de nombres irrationnels: 1 << x <<2
Posons: 4 = I 4 R, et B = R, -+ R,. En définissant A/
comme dans la théorie des ensembles de points (dans 'espace
linéaire) on reconnait sans peine que: (4 - B)YY = (1, 2, 3) et
Al Bff = (1, 3).

Démonstration du th. 2; En substituant A7 et 472
A et B dans l'axiome I, on obtient: A% A (A7 A) =
= AIf Af (A% ++ AF). Or, nous avons: &7 ¢ Al et Affc AX
(ax. IV)), donc: A = A7,

Remarque. Chacune des relations: A = Af et 4 = A7
implique la formule: A = Af = A",

La formule A = A’ (ainsi que A = A7) est une condi-
tion suffisante et nécessaire pour aue l'ensemble A soit un en-
semble frontiére et fermé?).

Quant a relation A7 = A/ je démontre le théoréme sui-
vant:

Th. 3,. La condition nécessaire et suffisante pour que
A = A est que le bord de A soit non-dense ).

1) Sur les coupures du plan, Prace matematyczno-fizyczne, T. XXV],
1915, p. 20.

2) L'ensemble A est fermé lorsque Af C A; A est un ensemble fron-
titre lorsque 4 C AfF.

8) L'ensemble A est dit non-dense lorsque l'intérieur de sa ferme-
ture est vide. o

On peut exprimer cette condition par la formule Aee == 0, ou bie
par la formule équivalente: (A + AF)f = A + Af.

On démontre sans peine qu'un ensemble frontidre et fermé est tou-
jours non-dense. '
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Démonstration du th, 3

. Supposons d'abord A = Af. L’ensemble A/ est tou-
jours fermé (car A” ¢ Af). Mais par I'hypothése A/ est aussi
un ensemble frontiére (car A” ¢ A/), or il est non-dense. Nous
avons donc A = 0. Mais: A% ¢ A7, dou 4% ¢ A% et
Abee - Afee = (O, or AP est aussi non-~dense.

Il. Supposons maintenant A4**¢ = O.

@) Nous avons: AY = (4A4F) = A' A = Q. Mais on
- vérifie sans peine que la formule M’ = O est équivalente a la
formule: M ¢ M/, or A* ¢ AY. Mais nous avons par I'hypo-
thése: (A% AY) = A -+ A%, donc: A% = AY. 1l s'en suit
que A% est non-dense.

B) Nous avons: APl Akl  Aide Al = (, On obtient
a présent:
Affi_______Aifdc Aific:: Aifcr'c (Aiclc Aia )lc — Aifclc (Alaicl A{ci)c o Alfclc
Mais: M ¢ M, or: A7 ¢ AY/, donc: Af = A”. L’ensemble
A est . donc non-dense (pour tout A).

Y) AYet AY étant non-denses, leur somme l'est également.?)
Mais: AY + AY = Af. En effet, nous avons:
AT=(AAY c A+ AT =4l AT=(AAf° ) ¢ Al + A=A,
or: A% - AT ¢ Af.
Nous avons d’autre part: A’ = (4 +A%) ¢ A7 -+ AY, donc:
AV + AP = AF. 1l en résulte, que A/ est non-dense et on
obtient: (& -+ A7y = AF 4+ A, do: AT =4, c.q.f. d.

5. Démonstration du th. 1;: Lorsque A ¢ B, on

obtient de l'axiome I,: 4*=A4 B® 4 BA’, donc: AB? C A%
Démonstration du th. 2

@) La relation A% ¢ A résulte de l'axiome I, lorsqu’on

y pose B = A. ‘ : (

B) Nous avons a présent: A% ¢ 4°, do: 4 C A

7) L'inclusion A ¢ A% donne d'aprés le th. 1,
A A%® ¢ Ab, or d'aprés I'axiome Ill,; At ¢ Ab.

1) On trouve dans la Note citée de M. Kuratowski la démon-

stration du théoréme, que la somme de deux ensembles non-denses est
non-dense. i
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8) Nous avons A% ¢ A®. En y posant A°au lieu de
A on obient: A%® ¢ A, donc: A% ¢ Abebe,

Ainsi toutes les inclusions renfermées dans le th. 2, sont
démontrées.

Démonstration du th. 3;; Nous avons A® C A,
d'ol: A% ¢ AP (th. 1b). Mais A% ¢ A’ (th. 2b), donc A¥b=A°.

Démonstration du th. 4,; Ce théoréme résulte du

th. 1, et des formuless 4 ¢ A BetB c A + B.

Démonstration du th. 5,: Ce théoréme résulte du
th. 1,, des formules: AB c A, AB C B et de ["axiome I,

§ 3. Les ensembles qui proviennent de I'application
de I'opération A° et de I'une des opérations A¢, A, A/, Ab.

1. Dans ce § j'étudie les fonctions que I'on peut obtenir
d’un ‘ensemble quelconque A en combinant 'opération A° et une
des opérations A°, A’ A/ et Ab. Je calcule en particulier le
nombre des fonctions que I'on peut ainsi obtenir et je présente
toutes les inclusions possibles qui- subsistent entre elles.

2. Quant aux opérations A¢ et A’ on peut démontrer
i laide de nos axiomes, qu'il n'existe que 14 ensembles diffé-
rents que P'on peut obtenir d'un ensemble arbitraire 4, en com-
bigant les opérations A° et A¢ (resp. A'). Voici la table des
relations d'inclusion entre ces ensembles (on obtient une table
analogue pour A’ en s'appuyant sur la formule 4¢= A):

Aceee C Aee C Aeeec
. A‘ce C Acece C Aceec C Aeeec C Aec

Ace C A C Aec

Ae C Ac C Acec (T)
Ae C Afee C Aeec C Acseec C Acec

Aeee C Acee e Aeeeee

Jomets les démonstrations des propositions que je viens
de citer, .car on les déduit immédiatement des résultats analogues
de M. Kuratowski — concernant l'opération A" — en s'ap-
puyant sur les formules 4" = A% et 4" = A°“. ‘
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Je cite seulement un simple exemple, qui prouve que tous
les ensembles renfermés dans la table (7) sont différents et qu'il
ne subsiste aucune autre inclusion entre eux, sauf celles, que
I'on trouve dans cette table?).

Soit C l'ensemble de tous les nombres réels. L’ensemble
demandé A est la somme des ensembles suivants:

A,; = l'ensemble des nombres réels: 0],
Ag - 9 » ” 1<x<<2,
A, = ” » rationnels: 3 < x << 4,

A4 ”

I

composé du seul nombre 5.

Cet exemple nous sera encore utile dans la suite.

3. En s'appuyant sur l'axiome [, sur le théoréme 2 et
sur le principe de la double négation, on démontre sans pelne,
que toute fonction que I'on obtient d’'un ensemble donné A en
combinant les opérations A° et 4/, est identique & une des six
fonctions suivantes: 4, 4/, 47, A¢, Ar, Aff.

Lorsqu’on définit la frontiére comme dans la théorie des
ensembles des points, on reconnait, en examinant notre exemple
cité ci-dessus, que tous les six ensembles mentionnés sont diffé-
rents et qu'il ne subsiste aucune relation d’inclusion entre eux,
sauf les relations: A C Af et Af C A”” (Paxiome IV, et le
principe de la contraposition).

4. L'ensemble A" est le (premier) résidu de 4 (au sens
de M. Hausdorff). On sait, qu'ily a des ensembles de points
dont I'ensemble des résidus différents est transfini. Or, on peut
obtenir une infinité de fonctions différentes d'un ensemble A en
combinant les opérations A° et A°®.

Posons: Al = A et A"+1 = A¢¢, Je démontrerai le thé-

oréme suivant:

Th. 6,: Quel que soit A4, on a les deux suites doublement

infinies d'inclusions:

1) Ce résultat a été d'ailleurs obtenu déja par M. Kurat owski
par un raisonnement un peu différent.
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e CA%® CA% CA% CAB CA CRCACAC...... ,
Ceeen CAc4bC A:‘Sbc Ac2b C Aclbc Aclc Ac?c AaSC Ac4c )

LY

Démonstration du th. 6,

" Nous démontrerons d’abord que 4" ¢ A" +7 (pour tout
n naturel). Pour n=1, et n—=2 le théoréme a déja &té démon-
tré (th. 2, ). Or, il reste encore 2 démontrer que, lorsque
Am—=1c Am et A" ¢ A™t7 on a aussi Am+7 ¢ Am+e,

Or, nous avons: Adm—Nbebeob  Adm—1b (ax [I[ b). )
Mais: Am =" ¢ Am = Qo«m—2Dbe | a relation AMm—71) - folm—Dbo
étant vraie pour tout A, elle estaussi vraie pour 4°¢, or: Aom—1b
¢ A@m—2b, Nous obtenons maintenant de la formule a):
A cm—Dbobeb - Afm—Dbe d’oty (d'aprés la définition de Am): Ambeb
¢ Aeelm~—Dbo — Aem_ B) Mais nous avons par I'hypothése: A ¢
C Adm+1) = Ambe, or: Aom Ambeb  Aemb (th. 1,). 1l s'en suit
d’'aprés la formule B): Ambeb ¢ Aomb ot Aembc ~ Ambobe  Mais:

v Aembe — Am+1 ot Amocbo — Accmbobe — Aclm -+ 1)be :_Am—}—z, donc:

Am+l C Aam +2,

La formule 4" ¢ A"+7 est donc démontrée. On en déduit
par la contraposition: A™+7% ¢ A", En posant dans les deux
derniéres formules A° au lieu de A, on obtient: 4" ¢ A"+ ¥ et
Ac(n+1)c C Aene, Mais: Are — Ac(n-—])bcc p— Ac(n—l)b et A°ne =
= Aecm—Nboc— A(r—1b et notre théoréme est démontré com-
plétement.

Il est aisé de voir que chaque ensemble obtenu de A par
les opérations A° et A® est un terme d’une des deux suites du
théoréme 6, et qu'aucune inclusion ne subsiste entre ces en-

sembles, outre celles qui y sont données.

§ 4. Applications aux ensembles bien ordonnés:

S, S, S et S, et leurs
conséquences peuvent &tre appliqués non seulement dans la to-
pologie, mais aussi dans des espaces beaucoup plus généraux.

1. Les systtmes d’axiomes S,

1) Voici Vexpression explicite de qu'eiques termes de nos suites:
C Acbabcbébc Abvbcb C Acbab CAb CAC Acbcc Ababa C Acbcbabcc ‘‘‘‘‘
O Abcbabcb C Act{abobc Abob c Acb CA°C Aba C Acbabcc Abnbcbc c .
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J'en donne une interprétation & l'aide de la notion du reste d'un
ensemble bien ordonné.

Soit C un ensemble bien ordonné et A un sous-ensemble
de C. Définissons la fermeture A" comme ,le reste de A”, c. a.'d.
I'ensemble des éléments qui ne précédent pas-le premier élément
de A. -On vérifie sans peine que l'ensemble. A7, ainsi défini,
satisfait aux axiomes du systéme S,.

2. Je signalerai encore le 'sens des autres notions fonda-
mentales de I'Analysis Situs dans notre interprétation. J'adopte
dans ce but, les définitions suivantes:

L'ensemble A est un ensemble initial, lorsqu'il contient” le
premier élément de C etun ensemble non-initial en cas contraire.

On appelle (selon M. Hausdorff) 'ensemble 4% = Aebeb
le premier résidu de A, et A% = (A% —1)*1 le n-ieme résidu de A.

Jappelle l'ensemble A™ = AA°1° la premiére, 4™n =
= (A™—1)™ la n-iéme portion de A).

On démontre sans peine les relations suivantes:

A=A —IEIAmi (n=1,25um) €t A= An—1— A% —p 354..).

3. 1l est maintenant aisé de vérifier les propositions -sui-
vantes: ] :

L’ensemble 4 est ,fermé”,

A ‘est ,partout dense” (4¢=0), lorsqu'il est un ensemble
initial.

A est un ,ensemble frontiere” (A’ = 0), lorsqu'il est non-
initidl.

A est un ,,domaine ouvert” (A% = 0), lorsqu'il est: un en-
semble initial et ne contient qu'une seule portlon.

) Onap. e, lorsque C=(1, 2, 3, 4..) et A= (1, 2, 7, 10, 11, 12,
2, 21,..): A" = (1,2), A" = (1), A" = (10, 11, 12),'4™, = (20, 21, 22,..)

etA n = Opourn)4, A% =(7,10,11,12,20,21,.), &% = (10,11, 12, 20,21,..)),

% =(20, 21,...) et A°n =0 pour n> 3.

On peut aussi. définir la notion de la portion comme suit:

A", est dit la premiére portion de A, lorsqu’elle posside les 4 pro-
priétés suivantes: 1) A™ C A 2) A™ contient le premier élément de A
3) A™ est une différénce de deux restes 4) A™ est le plus grand ensemble
jouissant des propriétés 1 —3.

lorsqu'il est identique & son reste.
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»L'intérieur” d’un ensemble initial est sa premiére porhon,
Jlintérieur” d’'un ensemble non-initial est vide.

,Lextérieur” de A est I'ensemble de tous les éléments de
C, qui précédent le premier élément de A.

La ,frontiére” d'un ensemble initial A est la différence de
C et de la premiére portion de A, la ,frontiére” d'un ensemble -

non-initial est identique a son reste.

Le ,bord” d'un ensemble initial A est identique au pre-
mier résidu de 4, le ,bord” d'un ensemble non-initial est iden-
tique a cet ensemble mé&me.

Deux ensembles arbitraires (non vides) A et B ne peuvent
jamais &tre ,séparés”?), donc tout ensemble est ,connexe”. Tout
reste est donc un ,continu”.

Il n’existe que 6 ensembles différents, non vides et différents
de C, que Yon obtient d'un ensemble arbitraire A, en combinant
les opérations A’ et A°. Voila ces ensembles: 4, 47, 4™, A%, A™", A",

1) On dit (selon M. Mazurkiewicz) que les ensembles - A et B
sont séparés, lorsque: AB" = BA" = 0.
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