Sur une question concernant la convergence de
séries des fonctions.

Par
H. Steinhaus (Léopol = Lwéw).
1. Un théoréme da & Abel garantit, quelle que soit la série
divergente

oo

~y
2; ah

k=l

l'existence d'une suite {\,} & termes tendant vers zéro, qui rend

divergente la série
o
5 p

k=1

Soit {S} une suite des séries divergentes

SiEjaﬂ;

il est aisé & démontrer, qu'il existe une suite {\,} indépendante de i,
4 termes tendant vers zéro, qui rend divergentes toutes les séries

® 2 A ay
ke=l
3 la fois.

Pour le prouver il suffit d'appliquer les résultats d’un travail
récent de MM Banach et Steinhaus!); en prenant pour do-

1) Sur le principe de o condensation de singularitds, Fund. Math, IX, (1926).
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maine Pensemble des suites = {\,} & termes tendant vers zéro, en
définissant la norme de z par

|#]|= maximum de [\, (1<Ck<Coo)

et en considérant les fonctionnelles linéaires

U, () = 2 G Ay

k=1
& contredomaine composé de nombres réels, on voit que i tout p
il eorrespond un x, (h savoir la suite {A{"} dont l'existence est ga-
rantie par le théoréme d’Abel) qui rend divergente la suite

(i (@)}

Le théortme II du travail cité permet de conclure qu'il existe
un z qui resd divergentes toutes les suites

(p (i

3 la fois. Une démonstration indépendante est aussi facile.

2. Ayant appris ce qui précéde, M. Ruzie wicz a posé la ques-
tion: peut on considérer i comme un paramdtre dont les valeurs:
possibles sont en nombre ¢ = puissance du continu? En d'autres
mots il demande, si & toute série des fonetions

o

) al

k=1

divergente pour tout ¢ de lintervalle <0, 1> il correspond une suite
numérique {\;} & termes tendant vers zéro qui rend la série

(2) 2 hoa (2)

k=1
divergente dans tout I'intervalle <0, 1>.

Nous allons donner une réponse négative & cette question en don-
nant l'exemple d’'une série (1) & termes mesurables qui est diver-
gente pour 0<C¢<C1 et telle que & toule suite A={\}, ,—0 il
correspond un ¢, de <C0,1> qui fait converger (2) pour t==1t,.

Exemple. Soit E un ensemble de la puissance du continu et
de mesure linéaire nulle situé dans <0, 1>. Tous les A formant


Yakuza
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un ensemble de la puissance du continu on peut établir une corres-
pondance biunivoque entre les A et les points de £. Soit ¢, l'image
de A daps E. D'aprés un théordme classique ou peut déterminer
une série divergente (méme i termes positifs),
-
2‘ ad
k=1

telle que la série E}“ o soit convergente (méme ahsolument). Dé-
Rl

finissons alors a,(t) comme il suit
a(t)=a¥ pour t =1,
a,(t)=% pour £ étranger a K.
On voit immédiatement que

1%) Ec?a.(t) est divergente pour 0<Ci<C!
kel

29) s A @, (t) est convergente pour t=1,
k=1

1
39) les fonctions ‘a,(f) sont mesurables, car a,(t)=

k
partout dans <0, 1>,

On voit aussi que les a,(¢) sont positifs presque partout; on peut
d'silleurs les définir de mamiére quils soient positifs partout dans
<01>.

3. En considérant la série (1) de I'exemple précédant et la suite
particuliére

presque

1

M= g )

on vérifie la divergence de I\, a,(f) presque parfout. L'existence
k=1

d'une telle suite {\} aurait pu étre prévue en vertu du théoréme
suivant :

Théoréme. Si Ja,(f) est une série divergente presque partout
k=1
les a,(t) étant mesurables et presque partout nonuégatifs, alors il

exisle une suite numérique {A} a termes tendant vers zéro qui rend
la série

2 A oay(t) <01>

k=]

divergente presque partout
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o0
Démonusltration. Seit 2 ¢ une série numérique convergente
kel

4 termes positifs. On détermine les entiers positifs {#} de proche
en proche comme il suit
-
2 a(f)=1 dans <O1>
k]
a lexception des ¢ formant un ensemble E; de mesure moindre
que &; (| B,| <{¢); en général, pour i=1,2...:
i1
ma>n, Y a)=Zitl
) kemn 41
& Dexception de B, |Eu| <&y Les hypothéses.du tl'xéoréme
impliquent l'existence d'une telle suite {n}. On définit maintenant

{\J en posant
MN=1 pour 1<CTh<Cm

A = ~—}~— pour a4 1<hk<my, (1=1,2,.)
i41
Avec ces définitions on voit que X,—>0 et que
s
PRNACES
kemn-1

pour tous les ¢t de <C01> & I'exception de l'ensemble

=]
qui est contenu dans F;= 3 E,; on aura donc
r=idl

2 at=co
ke=niit
si ¢ n'appartient pas & F, et a fortiori

jxkak(t) == 00.

k=1


Yakuza


190 H. Steinhaus:

&0
La mesure de F, étant moindre que 2 & le théoréme est ds-

montré, car ¢ est arbitraire et lim E & = O
i—x 4l

On a vu par lexemple précédant. que la restriction ,presque
pariout* de la thtse du théoréme ne saurait étre supprimée ). D’autre
part Ja suppression de l'hypothése qui exige que les a,(f) soient
nonnégatifs engendre un probléme dont nous ne connaissons pas la
solution.

4. En prenant comme point de départ le théoréme classique

»quelque soit la série convergente Ea,‘, il existe une suite {},}
lr-l

a’ termes tendant vers - oo, qui rend donvergente la série 3 Aah.
k=1
on obtient les résultats suivants:

a) Il existe une série 3 a,(f) & termes mesurables (méme posi-
> k=]

tifs), convergente dans <C0 I>> et telle que & toute suite A={\),
}n,‘—>+oo il correspond un t=1¢, qui rend divergente la série

2)&,‘ ax(t) (méme franchement divergente vers -4 co). Pour le dé

montrer on établit une correspondance biunivoque entre un ensem-
ble E de la puisance du continu et de mesure nulle et I'ensemble
des A. On définit ensuite
1
a,(f) = i bour te[<01> —E]
a,tj=0a® pour t=1¢,,

L
sl 12 af” est la série convergente (i termes positifs), qui corres-
-1

pond i la suite A de manitre que 3 A ol soit divergente; clest
k=1
encore un théoréme classique qui garantit Pexistence d'une telle série.

oo
b} Si {21 a,(£) est une série presqne partout convergente  termes
mesnurables, il existe une suite Mh Ac—> oo qui rend la série

FL a.(¢j presque partout convergente.

En effet. EZ' & ¢étant une série convergente & termes positifs, on
23]

peut déterminer la suite croissante des enticrs positifs {n} de ma-
niére que Pon ait

.Y Méme si on la supprimait aussi dans I'hypothise.
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=g

lza,‘(t’<- pour m> . p> %

keam

et pour tous les ¢ de <0 1> & l'exception d'un ensemble K, de
mesure moindre que g. Définissons:

M=i pour wn<k<mu; (i=12..)

2“; e, (f)

kw1l

Je dis que la série

est convergente presque partout; en effet pour m >#u, p>mn on

aura
lgk,ax(t)lglél‘{—lz g‘h)fl

81 j est determiné par les inégalités

Py < P Mg
Il sensuit que pour tous les ¢ n’appartenant pas i l'ensemble

(=]
2 K, on aura

km1
k=p

g}\kax(t) + +1)g+ +(1+])z
pour m>n, p>mn, i>1,

ce qui implique la convergence de la série 3 X, e,(f) & l'exception
k=1

1

d’'un ensemble de mesure si petite que l'on veut, done presque par-
tout; A, tendant vers co tout est démontré.

5. Les deux théorémes classiques dont nous nous sommes ser-
vis!) donnent lien aux questions suivantes:

Si {\(t)} est une suite & lermes mesurables tendant vers zéro

el .
presque partout, existe-il une série numérique divergente I‘Exa,, qui

rend la série
oo

(2) 2' a M(1)

kel
convergente presque partout?

1) Voir 2 et 4a)
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Il existe une telle série, m&me & termes positifs, et méme telle
que la convergence de (2) soit absolue (p. p.).

o0
En effet, 3¢, étant une série convergente & termes positifs on
k=l

peut déterminer une suite {n,} des entiers positifs croissants de ma-
nidre que l'on ait '

A <<e& pour n>mn,

& l'exception d’'un ensemble E; de mesure moindre que &; soit {4}
une suite  termes positifs tendant vers zéro, définie comme il suit:

0, =& pour n, < k< vy, d,=1 pour k<n,.

o0
On détermine la série divergente i termes positifs ¥ a, de ma-

k=1
niére que

=5}

Za,, d,

k=]

soit convergente, ce qui implique presque partout la convergence
absolue de (2)

Néanmoins il existe une suite {), ()} a termes mesurables (méme
positifs) tendant partout vers zéro telle que quelque soit la série

divergente S a,, la série (2) devient convergente dans certains points.
kw]
Cela tieat encore au fait que lensemble D de séries divergentes

o

Ela,, est de la puissance du continu, de maniére quil y a des en-
sembles linéaires (méme de mesure nulle) qui sont des images bia-
nivoques de D.

De méme, si {\()} est une suite 3 termes mesurables tendant
vers -}-co presque partout, il existe une série numérique conver-
gente (& termes positifs) qui rend (2) divergente presque partout.
La restriction presque de la thése est inamovible 1). La question ana-
logue pour les {), ()} mesurables qui sont presque partout non bor-
nés ne nous semble pas facile.

1) Voir 1) p, 190.
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Sur la relation lim f(x+/A,)= f(x).
hn—~0

. Par
H. Auerbach (Lwéw).

M. Steinhaus a posé en 1925 le probldme suivant: Etant don-
née une fonction f(x) mesurable dans lintervalle 6 et une suite
{h.} tendant vers zéro et d’ailleurs quelconque, peut on affirmer
que la relation :

lim fa4h) = £@)

a lien dans presque tout?) point de 6?

M. Sierpinski a démontré sur un exemple (non publié) que
la réponse est négative. Ep cherchant des propriétés caractéristi-
ques des fonctions vérifiantes presque partout la relation ci-dessous
j'ai obtenu les. théorémes faisants objet de la note présente.

Soit f(x) une fonction définie dans lintervalle . Nous dési-
gnons par maximum essentie]l M(z) et minimum essentiel m (z) deux
fonetions définies comme les fonctions connues de Baire, mais en
négligeant les ensembles de mesure nulle. Ces fonctions sont semi-
continues, la prémiére supérieurement, la seconde inférieurement et
remplissent presque partout I'inégalité

m(2) <fla) < M=)

Leur définition est un cas particulier d'une définition générale
donnée dans la , Theorie der reellen Funktionen® de M. Hahn, Vol. I.

1) Bien entendu Fensemble de mesure nulle dans lequel la relation n'est pas
remplie peut varier avec la suite {h.}.
Fundamenta Mathematicas t. XI. 13
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