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Dies beweisen wir so. Wenn die Reihe u;, u,, uy,... abbricht,
so ist es jedenfalls wahr. Bricht sie nicht ab, so sei a, das erste
a,, dass in H,, H,,... H, nicht enthalten ist. Da alle a, mit
q<N, in H,, H,,..., H, enthalten sind, gemiigt es zu zeigen,
dass einmal p < N, wird.

Nun enthalten H,, H,,..., H,,ﬁ alle ¢, mit ¢<7XV,, H",. “ enthiilt
ay; also ist N, >N,, d. b. N, > N, 1. Hieraus folgt insbe-
sondere N,>n, also z. B. N,,,>p, womit alles beweisen ist.

8. Damit ist die Steinhaus'sche Aufgabe restlos gelost. Wir haben
gezeigt:

Jedes Intervall / ist die Vereinigungsmenge abzithlbar vieler,
pasrweise elémentfremder und kongruenter Teile. Dabei ist es fiir
die Giiltigkeit dieses Satzes unerheblich, ob wir dem Intervalle I
beide Endpunkte znzihlen, oder eines, oder gar keins

Mit Hilfe wohlbekannter Uberlegungen sieht man ferner, dass
diese Mengen alle nach Lebesgue unmessbar sind: ihr (gemeinsames)
inperes Masas ist 0, ihr (gemeinsames) tusseres Maas ist > 0.
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Sur un ensemble plan et fermé dont les points
qui sont rectilinéairement accessibles forment un
ensemble non mesurable (B).

Par
Otton Nikodym (Cracovie).

§ 1. P. Urysohn? a proposé d’étudier 'ensemble E° de tous
les points d’un ensemble plan donné E, qui sont rectilinéairement
accessibles. On appelle ainsi tout point 4 de E #'il existe un seg-
ment (4, B) rectiligne (ouvert) situé dans le complémentaire de E.
P. Urysohn?) et M.S. Mazurkiewicz?), l'un indépendamment
de l'autre, ont démontré que, dans le cas, ot £ est un ensemble fermé,
E° est du type (4) de Souslip et de M. Lusin#4). Dans le cas
de 3 dimensions P.Urysohn?®) et moi®), nous avons construit un
ensemble fermé K, pour lequel £° n'est pas mesurable (B).

1) Fund., Math. V (1924), p. 337 (probléme 29).

3) Koninklijke Akademie Van Wetenschappen Te Amsterdam. Proceedings
Vol. XXVIII, N® 10. Panl Urysohn }. Sur les points accessibles des ensembles
Jermés p. 984—993, (rédigé par M, P. Alexandroff).

%) M. Mazurkiewicz a exposé sa démonstration pendant une des séances
de la Société Mathématique Polonaise (Section de Varsovie) en 1924 mais il n'a
pas publié sa démonstration.

En modifiant convenablement la méthode de M. Mazurkiewicz j'ai resolu
le probléme pour les ensembles (F,) plans.

Pour les ensembles (F;) M. Kuratowski a trouvé une méthode trés simple
(voir Fund. Math, V1I, p. 266, Une méthode générale pour les ensembles de types
différents est développée, par moi (voir ©). Fund. Math. VII, p. 250—258,

4) C. R.164. (1917), p. 88. M. Souslin, Sur une définition des ensembles
mesurables B, -

C. R. 164. (1917), p. 91, N. Lusin. Sur la dassification de M, Baire.

8) voir 1),

§) Fund, Math, VII (1926). O. Nikodym. Sur les points rectilindairzment
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Le but du présent travail est la construction d’un ensemble K
fermé plan, pour lequel E° n’est pas mesurable (B). J'ai employé
ici la méthode de transformations projectives du plan, méthode qui
m’a permis de resoudre quelques problémes semblables ). Il est in-
téressant de remarquer que les difficultds dans le cas plan sont
beaucoup plus grandes que dans le cas des ensembles fermés & =3
dimensions.

Notations:

1. (%,y) désigne le point dont les coordonnées sont x et y.

2. (4, B) (en parenthéses grasses) désigne le segment ouvert,
c'est-a-dire l'ensemble de tous les points du segment reeti-
ligne, les extrémités A et B excluses. {4, B) désigne le seg-
ment fermé dont les extrémités sont en 4 et B.

. IP désigne 'ensemble composé d’un seul point P.
4. {E> désigne ce que devient l'ensemble E, si l'on le ferme.

Cest done la somme de £ et de sa dérivée.

[3L]

5. x/,\y {..} désigne l'ensemble de tous les points (z,y) dont
les coordonnées . y satisfont & la condition spécifiée entre
les accolades { }.

6. == signifie: ,égal par définiton”.

7. Si T est une correspondance univoque, ,7 proa“ désigne ce
qui correspond au a par cette correspondance.

8. T désigne la corespondance inverse & 7.
9. co k' désigne le complémentaire de I'ensemble £ par rapport
4 la totalité considérée de points.
10 (£) désigne l'ensemble de tous les points intérieurs de K.
1l. a e £ vent dire que l'élément a n’appartient pas & la classe E.

accessibles des ensembles plans. p. 257—8. La démonstration qui 8’y rattache se
trouve dans les Comptes rendus des séances de la Société des sciences et des
letires de Varsovie. X1X. 1926, Classe 111, O, Nikodym. Sur un ensemble fermé
(@ 3 dimengions), dont les points accessibles jorment un ensemble qui n'est pas
mesurable {B). p. 286—293.

Y| Comptes rendus des séances de la Socicté des sciences et des lettres de
Varsovie. 1926, 0. Nikod ym. Sur un ensemble fermé tel que la somme de toutes
les droites qui ne le rencontrent pus est un ensemble non mesurable (B). p. 839—80.

Fund, Math. X. 1926. 0. Nikodym. Sur la mesure des ensembles plans
dont tous les points sont rectlindairement accessibles.p, 116—167.
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§ 2. Soit _{M,h,,."_.,‘,’}, iy vayeeny ,=0,1) (p=1,2,..)
un systéme d'intervalles fermés, tel que:

0 My vy vprs C Moy vy quelques soient les indices,
b. M, .M, = 0 chaque fois, ot I’ et I’/ 1) sont deux différents
groupes d'un méme nombre d'indices,

¢. 1a longueur de lintervalle M, e soit g%
L’ensemble ‘
(1) u==JI 3 ...,
Pl vy v, v, =01

est évidemment un ensemble parfait de nombres, et non dense. Dé-
finissons l'ensemble de points du plan euclidien (pourvu d'un sy-
stéme des coordonnées rectangulaires =z, y), que voici:

~
2) M=z y {weM, ye M};
envisageons en outre les ensembles:

'
(3) ONT =7 o,y {xeM, ye M,

ol I et K désignent deux groupes arbitraires, composés d’un méme
nombres d’indices 0. 1. On démontre sans peine que:

—_ Ay darees A
@ w=JJ I omnii.
p=1 vnm,.“,v,,-o,l
21y Ageer Ap= 0,1
Les rectangles fermés &7f, o I et K se composent de p indi-
ces, n'ont pas, en vertu de la condition ., de points communs deux
& deux. Leurs nombre est égal & 2% et de plus on a:
(5) aﬂlnlm---,lp, Apta C QA1 Mress Ap

[T TR WS DINE | V13 V200 ¥p

quels que soient les indices.

O est un ensemble parfait et puncliforme.

§ 3. Fitant donné un ensemble 7 de points et un point 4 du
plan, considérons toutes les demi-droites issues de A et passant par

1) Nous désignerons souvent par une seule lettre un groupe d’indices,
Fundamenta Mathematicae t. XI. 16
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les points de l'ensemble 82— IA, en supposant que cet ensemble

west pas vide.

Si T'on introduit daps le plan un systéme des coordonnées po-
laires (r rayon vecteur, § azimut), pour lequel le centre est en A,
Pensemble des aximuts § des points de 7— T4, ob 0<CH <2,
peut étre mesurable au sens de M. Lebesgue; dans ce cas dési-
guons sa mesure par v (87, 4) et appelons ce nombre ,le panorama
de Vensemble 81, vu du point A*. Le nombre v(97,4), sil existe,
est évidemment indépendant du choix de I'axe principale du systdme
des coordonnées polaires en question. Dans le cas, ol v (87, 4)=0,
convenons de dire que le panorama de 87 vu du A est nul.

§ 4. On vuit aisément que, quelque soit le point 4, le panorama
de Tensemble &7, mtroduxt dans le § 3, existe. Je dis qu'il
est nul

Pour démontrer cela, choisissons une fois pour toujours, un point
4,, différent de A et appartenant & O/ et soit d la distance A4,
Soit # un nombre naturel, tel que

, , 2
' (h) ;<d,

et déterminons le plus petit nombre naturel /= I(n) satisfaisant & la
condition :

0 2L

Définissons le systéme [n] de rectangles fermés, comme 11 suit:
Soient
8 &, &,...

tous les différents rectangles a7Z% avec ! indices en haut et en bas
et satisfaisant & la condition:

9) onE. coé‘( ):}:01)
La suite (8) contient an moins un élément, parce que, en vertu

de la condition (c. § 2), le diamétre de I'ensemble . est gz—f-,

1) &(C.p) désigne Vensembls de tous leu pmntn intérieurs du cercle dont
le centre est en C et dont le rayon est égal a

icm
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done, d'aprés (6), (7), <$<‘§; et en outre, parce que le point 4,

appartient, d’aprés (4) & au moins un des rectangles &7 avee ! in-
dices en bas et en haut.
Soient

(10) 1, @3,...

tous les difiérents rectangles 8775 avec I -1 indices en bas et en
haut et tels que chacun d’eux soit contenu dans au moins un des
rectangles (8), (voir (b)). La suite (10) contient au moins un élément.

Procédons avee la suite (10) de la manidre analogue, en cher-

chant tous les 877, (A !4 2 indices), qui soient contenus dans au
moins un des rectangles (10), et ainsi de suite. On obtient ainsi
une iofinité dénombrable de suites &f, &%,... A=1,2,....), qui
par définition constituent dans leurs tolalité le systéme [n] *{&""}
§ b. Voici quelques propriétés du systéme [u):
a’). Les ensembles &f, &¢,... n'ont pas de points communs deux
4 deux (voir § 2).
b’). Quelque soit &3, il y existe au moins un ' tel que £XHC &L
). Etant donné un &%, o A > 1, il existe au moins un ¢, tel
que &;C &

d’). Le nombre de valeurs que peut prendre lindice . si l'on
fixe A, est < 2%4HY parce que, d’aprés § 2, le nombre total
de rectangles &7F & A+-!—1 indices (en bas et en haut)
est 2°4+-1 Le nombre en question est done <« (n).2%,
ol x ne dépend pas de A

. V§ & (n)

¢'). Le diamétre de &} ne surpasse pas ST = g ol «
est indépendant de A.

Posons

(11) s ﬁ pXe

A1 v

la sommation étant étandue & tous les v, pour lesquels &"‘e[n]
§ 6. Démontrons que

oM. co 6(A, nz) C oo,

16%
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Supposons qu'un point B appartienne &
2
@/Z.vo&(A,~).
R

En vertu de (4), pour chaque AZ>1 il y existe deux groupes

Iet K de!l4+A—1 indices, tels que:
B e OMF.

D'aprés § 2 () il existe deux groupes I’ et K’ de [ indices, tels
%27, done par
1, il s'ensuit que @ﬂf;.coé‘( ):#:()

que I ME. Mais, le diamétre de X est

conséquent, daprés (7), <

ce qui nous donne, en vertu de la condition (9), que &7 est un
des &%. Par conséquent O7F est un des &*. On a donc:

B..:Z 4,

et cela est vrai pour n'importe quel A>>1. 11 s'ensuit d’aprés (11). que:

eﬁz &L = ",

b - A-l v
La relation

(12; @/Zcoé‘( )Cé?’("’

est ainst démontré.
§ 7 Le nombre 7 est assujetti i satisfaire seulement & la con-

dmou <d (voir (6)), ol d = AA4,. Done, si I'on prend au lieu

de #, un nombre m quelconque, ol m = n, on peut snivre le méme
raisonnement que nous avons fait tout & I'heure et, en obtenant les
ensembles analogues & (A =1, 2,...) et &, démontrer la relation:

(13) o coé‘( )c@w

Le point 4 n'appartient & avcun des ensembles &4 En effet,
quelque soit &% il existe, d'aprés (¢’. § 5), un ensemble &%, tel que
&, C &%. La relation (9), ob on doit remplager n par m, donue

,.wé‘( ):}:O
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Ve 1 1 a4

Comme le diamétre de &), ne surpasse pas W<m<—~<—,

le point 4 ne peut pas appartenir & &,., d’od il ne peut pas étre
contenu dans &%. Par conséquent 4 & &™),
En vertu de (13) on a:

(14) M—T4C Y owtn

k=0

I1 s’ensuit que, pour démontrer que le panorama de % vu du
point 4 est nul, il suffit de démontrer que le panorama de &™),
(mZ=n), va du point 4 est nul. Le probléme est devenu plus
facile, parce que 4 e&™ et parce que & est fermé.

Fizons m, o 2= n, et considérons les ensembles &% (A =1,2,..),
& el le nombre /(m) obtenus pour m; considérons de nounvean les
points 4 et.l, choisis dans § 4. Comme, d'aprés ¢'. §5, le diamétre
&' (m)

i On obtient

du rectangle &% est <

(18) o1 C5(03 $a) >,
ol on a désigné par CZ le centre du rectangle &*. Envisageons les.

cercles S(Cﬁ 2%) pour tous les v et A considérés. Je dis que l'en-

semble

(18 7112< s(es 21)

A=1 v

ou la sommation est étendue i tous les v, pour lesquels #* appar-
tient & [m], est identique avee &™,

§ 8. Démontrons d’'abord un lemme qui nous sera utile deux
fois dans la suite.

Lemme. Si, pour un'point B du plan, on peut trou-
ver une suite infinie dindices A <)l <<... <A, <..

sorte que

(17) B€2<§ Cﬁ' K (771') /’ (‘= ],2’_")

on a néeessairement Bed™.
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Pour démontrer cela, remarquons que la relation (17) montre

qu’il y a une suite infinie ‘d'indices v: vy, vy,..., v,... telle que
Be <s( Cl, é';_)>, (1=1,2,.)
Done, la distance de B & l'ensemble &% est <-2"T‘

2%/ .
Il gensuit que la distance de B & &™ est g—‘z-:— quelque soit s

Car on a:

L
A=l v
Il y en résulte que & £ 40, (s=1,23,...) puisque les pro-
priétés analogues & celles]a, qui ont été énoncé dans § 5, subsistent
pour les rectangles fermés, constituant le systdme [m].

L'ensemble & étant fermé, il y en résulte que Be &™.

§ 9. En revenant & la démonstration de I'identité & = &™), re-
marquons que, si 'on suppose B’ed, (voir (16)), le point B satis-
fait uux conditions du lemme. Il y en résulte que B'e&™, ce qui
nous donne: & (C #™. Comme la relation inverse &™ (T & est
évidente en vertu de (11)1) et de (15), I'égalité proposéde:

(18) w~)=ﬁ2‘< (cg, '2“)>
A=1 v

est démontrée. Nous en tirons la conséquence suivante

(19) co & =,§ (co‘; <<‘>‘ ( Ci, ;7)>):

qui va noos servir un peu plus tard,
§ 10. Cela posé, fixons les indices v, A pour un moment et en-
visageons un point arbitraire B’ situé dans I'ensemble

(20) 8, = co 2‘ <§ (c,, 21)>

1) ol on doit remplacer n par m.

icm
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Le panorama de l'ensemble &™), &% vu du point B, (qui assu-
rément n'appartient pas a cet ensemble), est au plus égal A celui
de l'ensemble &7, vu du méme point B’. Le dernier panorama ne
peut se diminuer lorsqu’on remplace &2 par le cercle

@1) | 5(05,57)
et lorsqu'ensuite. au lieu du point B’, on prend un point B, situé

. . K
sur la circonférence du cercle & (C’ﬁ, 22)

’

Comme 12(2>§K41-, le point B, est situé dans l'extériear du cer-

cle (21), donc le panorama de lensemble (21), vu du point B,
est <{m. Il est égal & la grandeur de Iangle 26,. sous lequel
on voit le cercle (21) si I'on le regarde, en se plagant dans le point

T ) _ 1 N 1
B,. OD a 0<90<72‘ et 00<tg00—-—'?w__:-:_‘~1—, d’otr 90<§§;
Il s'ensuit que le panorama v (%,

B') est <——~
: 984

En vertu de d'. § 5, le nombre d’ensembles &% pour A fixe et v
variable ne dépasse pas x(m). 2%, done

2k
DA 4
v( 2 &%, B)<2%,

d’eli, en vertu de la relation (l'i), ol on doit remplacer # par m,

on obtient

22) v (£, B') < g;,
, of

et cela est vrai pour tous point B’ appartenant i @, (voir (209
et pour A=1,2,... ‘

On sait que 4&&™, done, en vertu du lemme § 8, il existe un
p tel que, pour tous les A supérieurs & p, oo a

Aeco 2 <a (Cv, 24)> —a,

Par conséquent

o (8™, 4) <.§_f quelque soit A > v,
2


Yakuza


248 Otton Nikodym:
done
: v(&™, 4)=0.
La relation (14):

M—14C j )

nous donne

(W, 4) << 2‘ o (5™, A),
done enfin: B ‘
(23) v (3%, 4) = 0,

ce que nous avons eu i démontrer.
§ 11. Eavisageons de nouveau notre ensemble M de nombres
, parfait et won ‘dense, introduit dans le § 2. On y peut choisir un
ensemble N qui est un ensemble (4) mais non mesurable (B) 1). N M.
Soit
Mgty Cydayen 41,2000 (k=1,2,..)

un des systémes déterminants de l’ensembles N, systtme composé
d’intervalles fermés %) et tels que
. 1
1) mes Mx,‘n:-»a‘n g k-

2) N,:i;,..‘,ihtH_-‘ C 'N’,’(,,...,ih'

Désignons par N, , . liotervalle fermé que l'on obtient en
g p by by q

augmentant N, . de deux cotés d'un intervalle de longueur 2—1«:1-}-_1
Désignons par N, ... lintervalle fermé que lon obtient en

1) En ce qui concerne l'existence des ensembles (4) non mesurables (B) voir
p. ex. le travail de M. N. Lusin Sur les ensembles analytiques. Fund. Math. X
p. 76—77.

Un de tels ensembles étant donné, on peut, pour obtenir I'ensemble N dont
il #'agit, appliquer p. ex. la méthode exposé dans mon travail cité plus haut (Com-
ptes rend. das séances de la soc. des sc. et des letir. de Varsovie, p. 55.

) On apelle ainsi chague systéme d'ensembles {y,,,,.,,,__,,,,‘}, (Vs Vggory Ix=
=1,2,3,..), (x==1,2,...) pour lequel:

N= 1 v,.7,,

Y1, Vayeee

vy 7»1,1:,. Vpyaee

Ia sommation étant étendue A toutes les suites infinies de nombres natarels,
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” e 1
augmentant N, ., de deux cotés d'un intérvalle de longueur 5y
A

On trouve aisément :
(24) Nl., LERL T ¥R C (N‘;,iz.m, ik)A C Nl:. feeeny iy C (Nf,. Taeeeny i,)-
De plus on démontre aisément que chaqun de deux systémes

{Ar*h heeey "k}’ {AT'; igyeney ‘k}

peut étre considéré comme systéme déterminant de Mensemble N.
On a aussi toujours

(25) Nigons M0, N, o M0,

La longueur de Tintervalle N, , i, est < ; -+ 22k=i done

elle ne surpasse pas 2 et tend uniformément vers O lorsque le
nombre 4 d'indices croit indéfiniment.

D’autre part, si I'on considére l'ensemble parfait N, on pent fa-
cilement construire deux systémes d'intervalles fermés:

Potrih AP i}
(i Gygeeey =1,2,...; k=12, 3....

satisfaisant avx conditions suivantes:

2') mes P, .., me surpasse pas un nombre fixe et tend uni-

formément vers O quand k eroft indéfiniment,
3) Py s, M= 0 quels que soient les indices.

4) P.. P..=0 chaque fois, o I' et I sont deux différents
groupes d’'un méme nombre d'indices.

Pour constuire de tels systémes, on peut procéder de la maniére
suivante. Choisissons une suite infinie

a, (< 2 <"‘<an<

de nombres appartenant & 1 et envisageons les nombres b,, b.,
¢,y ¢, de sorte qu'un ait:

b, ‘< <a,<elh < b < Coper < lpyye

Posuns

(H=1, 2,)

Pn =5=<bn) b:>7 Pv: = <cu: G:>.
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Comme (c,, ¢i). M =0 et, comme M est parfait, on peut pro-
céder d’une maniére analogue, en choisissant une snite infinie de
points de I'ensemble (c,,c;). M et en choisissant convenablement,
comme plus haut, des intervalles fermés, situés dans (e,, ¢;) et ainsi
de suite.

§ 12. Définissons maintenant les rectangles fermés suivants

FaN

(26, = z,y{xeN, yeP;}
VAN

27 FH=1x,y{xeN, yel}

Les premiers rectangles ne vont jouer quun rile tout-i-fait
auxilisire, tandis que c'est le systéme (27) dans lequel nous allons
choisir un systéme partiel, qui va jouer un rdle important dans
la suite

Des propriétés des systémes {N},-{N}, {P}, {F} on déduit les
propriétés suivantes de rectangles o7, o¥,.

) ‘7%11.!;, v‘h'k+1C( iy, igy ,i‘,)C" By, igeen i,,C(CWiL fayeeny "k)'

2”) le diamétre de &, ., . reste inférieur 4 un nombre fixe
et tend uniformément vers O quand « tend vers linfini.
8") Hy .- O 0; Ok désigne ici lensemble parfait plan in-

troduit plus baut (§ 2.
4") Hp. Hp.=0 chaque fois, ot I’ et I” représentent deux dif-
férents cortéges d'un méme nombre d'indices

Si Ton pose
(28) ‘ﬂ—‘;i_ 2‘ m:l'e%:h'ﬂ'“’
1y, iy,
on trouve, d'aprés ce qui précéde, que Iidentité (28) se conserve si
Ton y remplace les J%; par o ou bien par () ou par ().
On trouve, en s'appuyant sur la propriété 1) et 4} que

(29) H = ” 2 Ay ... a,..

kwl i, ik=1,9..

Cette relation subsiste aussi, lorsqu'un y remplace les ] par des (o%),
(") ou " respectifs. .

J est donc en ensemble (), dont la projection orthogonale sur
I'axe de z coincide aveec l'ensemble

~ .
zy{y=0, zeN).
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De plus on &
(30) H(C oM.

§ 13. Fixons pour un moment le groupe J = (i, ig,.:., 3,) et
envisageons les rectangles o, et . On sait, d'aprés 1) § 11,
(24), 2') §11, (26) et (27), que la somme X &, est un ensemble

borné. On peut, done, tracer un cercle @ fermé, contenant dans son
intérieur tous les &, quelque soit le groupe I Envisageons le do-
maine 2, fermé, limité par la circonférence du cercle @ et par la
frontiere de . Soit Pe2,. Nous avons démontré que le panorama
de Tensemble &7, va d'un n'importe quel point, est nul. A plus
forte raison, le panorama de &%.d, vu du point Pest nul. Done,
on peut tous les rayons issus du F et passant par les points de
oN. o, faire enfermer dans un systéme d’angles fermés (c'est a-dire:
étant des domaines fermés), de sorte que la mesure angulaire de
la somme de ces angles soit inférieure 4 un nombre ¢ > 0, donné
4 l'avance. Comme Pedf. &), le systtme d’angles en question peut
étre toujours supposé fini. On en déduit facilement, par I'application
du théoréme de Helne-Borel qull existe un systéme fini de cer-
cles ouverts: @, &,.... @,, tel que:

LA C+TG+...4 @,

2 <@ + @ + ...+ 4> C ().

3 le panorama de Yensemble @, + ...
plus petit que 2e.-

@,, vu du point P, soit

Cela est possible parce que o (C ().

Le nombre de ces cercles étant fini, on voit qu'il existe un cercle
& de centre P et de rayon suffisamment petit‘ de sorte que, si
Qe le panorama de l'ensemble @ —+...&,, vu du point (), est
<3¢, Maintenant, faisons varier la posmon du point P dans 9, et
fixons &. Chaque point P, du domaine fermé 9, se trouvera ainsi
entouré d'un cercle & de sorte qu'on peut former un systdme fini
de cercles @!, @2,... ouverts (dépendant de F,) jouissant es pro-
priétés 1), 2) et tel que, quelque soit le point @, pris dans le cer-
cle &,, le panorama de 2 @3, vu du point @, soit <C3e.

B k

Le domaine fermé 9, est ainsi couvert tout entier par un sy-
sttme de cercles, Le théoréme de Heine-Borel nous permet de
remplacer ce systéme par un systéme ne comprenant qu'un nombre
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fini de cercles:
(L 2) ()
Fn e L s

dont les centres sont p. ex.:
o
PO PO, P,

Soit @, @¥,..., le systéme fini de cercles ouverts couvrant
Pensemble @%. %), contenus (ses frontidres comprises) dans (%)
et tels que le panorama de @®4 @®..., vu de chaque point
de && est < 3e.

Comme

m.chegﬂ pour § =1,2,.,

m%cllZaw
'] x

Le deuxitme membre de cette inclusion est un ensemble ouvert.
Comme 87. 7, est fermé, il existe un nombre fini de cercles ouverts

on a aussi

u

@, PPN
compris dans ]2 @® et enfermant I'ensemble fermé 7. &7 - Quel-
é x

que soit J et le point P pris dans le cercle @, le panorama de
ensemble @]} @;-..., vu du point P, est au plus égal au
panorama, vu du méme point, de I'encemble @@ - @@ ... 1l
gensuit que, quelque soit de point P, pris dans 9,, le panorama de
Pensemble @{ 4 @;4-..., vu du point P, est <C 4e.

On peut remarquer que pour le systéme {@7} la propriété ci-
dessus subsiste non seulement pour les points de 9, mais aussi
pour tous les points P n'appartenant pas i (), parce que, si l'on
s'éloigne de I'ensemble &% ), son panorama ne peut pas s'augmenter.

En résumant, on a:

1) o%.9;C X @;, ot @] sont des cercles ouverts en nombre fini;
2) T a> C @t
3) si‘Peca(eW:,, le panorama de I'ensemble ¥ @!, vu du P
est < 4e. :
Cela est vrai, quelque soit le groupe dindices .J.
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En vertu de la propriéte 1'), la distance «, de ensemble fermé

O%. 9, & la frontiere de l'ensemble ouvert Y @, est > 0. P» con-
k

séquent chaque ensemble & dont le diamétre est <Cd, et pour lequel
8.00.J,=F0, est situé tout entidrement dans J @;. En vertu de
x

. 27) §12, on peut trouver un nombre naturel s, tel que tous les

ensembles d¥,,, ot J, désigne un groupe queleonque de s indices,
sont situés dans 2 @;. Nous avons ainsi démontiré le lemme suivant.
k

Lemme: Le groupe'J et le nombre ¢ >0 étant don-
nés, onpeut trouver unnombre naturels tel que, quel-
que soit P appartenant & cod, le panorama de len-

semble
2

vu du point P est <¢, la sommation ci-dessus étant
étendue & tous les groupes J;, de s indices.

§ 14. Nous allons “appliquer le lemme ci-dessus 4 la construetion
d’un systéme auxilinire de rectangles. Choisissons une suite infinie
de nombres:

(311 L<t< <. <g
ou
o o3

Commengons par la suite infinie:
A1), H(2),..., H(s),... ).

Déterminons pour s; le nombre naturel #(s,) de manitre & ce
que, quelque soit le point P appartenant & cod#(s,), le panorama de

l'ensemble
2 H ($1, Viseery Vigay)y
Yigeeny Yi(a) = 1,2,...

vu du point P, soit <%—:ﬁ?—‘

'} C'est pour éviter des lourdes cortéges d’indices qu'on fait ici la convention
d’éerivre H(J) au lien de g,


Yakuza


254 Otton Nikodym:

Ayant ainsi déterminé les #(s,), (s, =1,2,...), on obtient pour

le panorama de I'ensemble

zu; 2 07f(81, Vigeeny V‘('x))

=1 Py, Vi(sy)

e pr—¢py (1 1 _—h '
un nombre inférieur & 5 21—{—22-}—... = chaque
fois, ol le centre P de la projection se trouve dans Pensemble

o Zcﬁf,‘.
y=]1

Rangeons tous les groupes (v, vy,..., v,) de f(s,) indices, dans
une guite simplement infinie:

J(le 1)7 '](811 1 1"'

Envisageons les rectangles d#(s,. J(s;, 83)), (sy=1 2....) et, en

y appliquant le lemme du § 13, déterminons pour chaque 3, et s,
un nombre #(s;, 5,) naturel, de maniére & ce que le panorama de
I'ensemble

2’, FH (81, J(s1, 8), Viy Veseos Vi)

B0t My, )

soit plus petit que %’;1:7?’, 8i Pecod(sy, J(s; 8))-

Comme

oo

2‘ ¢s Ps— P ¢= ¢s
2'x+‘z+1

on obtient pour le panorama de I'ensemble:

2 2 2 FH (81, T (815 80, Vaseees Viuyn)

b S T C A
un nombre inférieur & 2?——21’3 chaque fois, od le centre P de la
projection est situé dans

0020: j“%(sly J(sls 3!))'

Bl =l
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On peut prolonger ce procédé indéfiniment et voila comment
se présente le z-itme pas de la construction. Ayant obtenu les

rectangles
FH (s, J (81 81)y -y T (84, 8350-44 8,)),

ol les J(s;,8y,..., ;) désignent des groupes d’indices, on détermine
pour chaque groupe (s, 8,,..., §,) un nombre naturel t.._t(sl,sz, .8,),
tel que le panorama de lensemble

H (81, J (81, 8),. J(sl,s,, 1 8a)y Vageeny V)

Vi =13,

soit <%§:—1’ lorsque le centre P de la projection est situé

dans cod(8;, J(8y,85);- -, (81, 8310, Sa)).
Si

2‘:71’(3,, T (81, 83)ye 00y J(81, S3yeeey 8)),

Pecojz

n=l a2 =1

le panorama de l'ensemble

2“; 20:200 2 H 8150y T (81 82, Viyersy W),

yml  agm2 -1 Vi Va1 Pe (a0, 8,)

vu du point P, est <9ﬁ:¥§—:—ﬂ‘-.

On range maintenant tous les groupes v,,..., v, de £=¢(s,,...., 8,)
indices dans une suite infinie que mous désignerons par:

(51,8855 80 1)y J(810 80,0005 80y 2,00y

ce qui nous permet de faire le n -4 1°™° pas.
§ 156. Ayant obtenu ainsi un systéme infini de rectangles:

{FH (81, T (51 80) -y J (81, 89,0+ 8))}
(81, 80y -y 8 =1,2,..), (k=1,238,..),
changeons les notations pour simplifier I'écriture, en posant:
ey, T H (81, T (811 830000y T (821 8y, 1)),

pour tous les s et k.
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Les rectangles fermés o, , .. possédent évidemment des pro-
priétés suivantes:

a) %, Strener 50 g1 C (J{q, Hyeey l‘)1
B) le panorama de I'ensemble;

o9 o oo
22 e
P— npr=1

vu d’un point quelconque P appartenant i

) oo 0

) 2 2 . .2‘36,, .

nel 4=l 1yl

est <—~——~—¢"+‘2'” s ,

7) jco 2 Hy s, =00 K

3) o= I (). (%,.)..

§ 16. Cela posé, envisageons la correspondance A qui fait cor-
respondre, d’'une maniére générale, au point (£, ) du plan la droite

(33) Z—ny—E=Q,

ot , y désignent les variables. Chaque point P du plan posséde sa
droite correspondante A proP. qui coupe nécessairement l'axe z,
Inversement, 4 la droite Az 4 By + C=0, ot 4 £ 0, cest-a-dire,
4 une droite coupant I'axe z, correspond par la transformation in-
verse A le point §=—§», n:—g-. Si le point se déplace sur
une droite /, la droite correspondante par A, engendre un faisceau
de droites ou bien passant par un point (que nous désignerons par
Aprol), ou bien elle engendre un faisceau de droites paralléles deux
4 deux.

La derniére circonstance ne se présente que dans le cas, o
I'équation de la droite est y — const.

Si done 7 est une droite coupant l'axe z, la correspondance A
(ou, plus précisément, une autre correspondance qui s'y déduit)- fait
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correspondre & ! un point L que nous désignerons Aprol, ce point
étant défini comme le sommet du faisceau des droites gui corres-
pondent, par A, aux points de la droite % Si I est paralléle & I'axe z
ou si elle coincide avee elle, il n'y existe aucun point qui pourrait étre
désigné par A pro . Lia correspondance inverse A fait aussi correspon-
dre des droites aux points. Si p est un point arbitraire dont les
coordonnées sont (z, y), la droite Z(prop est, d’aprés (33):

(34) z—ny—E=0,

ou £ n sont des variables !). A prop n'est jamais paralléle & Vaxe z.

On voit que A est une correspondance biunivoque, Mais, si I'on
considére A comme une transformation qui fait correspondre aux
droites des points, on trouve, que cette transformation est aussi
bi-univoque, si l'on exclut les droites y = consi.

§ 17. Revenons maintenant aux ensembles &% que nous avons
construits plus havt. Si 'on y applique la transformation A, on obtient
des ensembles de droites:

A pro . .

En considérant les droités comme des ensembles ‘de points, faisons
la somme des droites de l'ensemble Apro(dJr) et désignons par &,
Yensemble de points ainsi obtenu. Je dis que &, est un enserm-
ble ouvert. »

Bao effet, soit Py, B,..., P,,... une suite infinie de points telle que
lim P, ="P,, ol l_’-oeé‘l. Il suffit de démontrer qu'd partix d’un cer-
tain indice, tous les P, appartiennent & &,. Choisissons dans A pro (%)
une droite /, passant par P, et coupant l'axe . Une telle droite
existe nécessairement, puisque Pe 8, Posons:

@5  pAproF., poKproP,, L,=~L prol,.
Si P, = (Enz ¥, Py =(%,, ¥,), on trouve pour les droites P, 6t
P. respectivement les équations: (comp. (34))
(36) Ba— YYu— =0
(87 B —yYp—x=0,
o x et y sont des variables,

) A n'est pas aucune correspondance polaire: c’est une correlation — comme
le disent les géométres, que I'on obtient par une combinaison convenable d'une
transformation polaire et d'une iransformation homographique.

Fundamenta Mathematicae t. XI. 17
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Soient x,, y, les coordonnées du point L,. On obtient pour 7,
I'équation ' .
T— Yoy — 2y =0,
par conséquent on frouve:
(38) B— Y%y — 2 =0

Envisageons le point L,: (x,=Z,— ¥, ¥, y.zy.,) situé, en
vertu de (36), sur la droite p,. On a:

lim 2, =%, — y, %, = =,

n—>00

(en vertu de (38))
lim y, = y,,

parce que lim P,—=P,. Les points L, tendent donc vers L,. L'en-

n—>00 .

semble (J/) étant un ensemble ouvert, il existe un nombre u, tel
que la relation n >y entraine: L, e (). Par conséquent, on a pour
n>pu:
A pro L, e A pro (%)
D'autre part, comme la droite P. passe par L,, le point P, est

situé sur la droite A proL, et par conséquent: P, 6, pour n> u.
Nous avons ainsi démontré que &, est un ensemble ouvert:
§ 18. Faisons encore une remarque. Dans le § 14. nous avons

introduit les nombres ¢, ol 715 <. < g . Considérons le faisceaun
de droites paralléles :
(39) y=—z.tang p,+ ¢,

ol ¢ est un paramétre variable. On démontre sans peine qu’a ce

faisceau correspond, par A, I'ensemble de points remplissant toute la
droite :

== cotg ¢p,.

Cela nous montre que, si 7 — oo, la droite correspondant au
faisceau (39) #'approche indéfiniment de I'axe &, en restant toujours

A
dans la région zy {y>0)
§ 19. Nos préparatifs achevés, définissons Pensemble de points:

> FaN
) T 3 cyly>cogp).b,

Ll S N Tk L
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Je dis que l'ensemble coé posséde les propriétés
éxigées au commencement de ce travail en ce qui con- .
cerne l'accessibilité de points.

En effet, & est un ensemble ouvert, comme nous l'avons dé-
monté dans § 17. L'ensemble &, comme somme d’une infinité dé-
nombrable d’ensembles ouverts, est aussi ouvert lui-méme. Par con-
séquent co8 est fermé. - .

La définition (40) nous donne, d’aprés la remarque faite dans
le §18:

(41) N 8 Cay{y>0),

done Paxe x est contenue toute entidre dans cod et il y en est de
méme pour l'ensemble zy{y <O}, qui est (Ccoé.
§ 20. Soit («',0) un point de V'axe x &t tel que

(42) ¥ e,

ot N c'est précisément I'ensemble (4) introduit dans § 11. Je dis
que le point (2',0) est rectilinéairement accessible
dans &

En effet, dans le § 12 nous avons trouvé que % est un ensem-
ble (Gy), dont la projection orthogonale sur l'axe x coincide avec

Pensemble :;,\y {#¥=0, meN}. Par conséquent il existe un point P
de ensemble % de sorte que (2,0) est la projection orthogonale
sur I'axe x, du point P. Soit p l'ensemble de tous les points de la-

A
droite A pro P, situés dans z,y {y >>0}. En vertu de ¢) § 15, il existe
une suite infinie d'indices sy, g,,..., telle que: .

. P € (J‘:l) * (Jah'l) e
Par conséquent :
AproPelpro(dt,).Apro(H,.)- ..,
d’od
(43) pC 8'1‘ 6'1’32‘8'1"11‘3"‘ .

Les ensembles &,, &, ,...., introduits dans le § 17, satisfont aux

relations: '
‘ 8,.08,.70...
parce que, d’aprés o) § 15, on a

(9£) D () D

17%
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Il s'ensuit que

N\ FAY
p-zy{y>cotgp (C 8, .. .., 2y{y > cotg p.,

d'olt on obtient:

® 0 ~
P C 2‘ 8:,| yeeen g * '7".7/ (y > C'Otg ¢"} C 8.

kwl

Il reste & prouver que A pro P coupe l'axe x précisément dans
le point (z,0). Ceci est évident, parce que, d’aprés § 16 (34)
A pro (', 0) est identique avec la droite # = a’. Comme P est placé
sur la droite =12/, la_droite correspondante AproP passe par
le point A pro (A pro (', 0);, clest-d-dire par le point (z,0).

Nous avons ainsi démontré que chaque point de 'ensem-

ral
ble z,y {y=0, xeN} est rectilinéairement accessible

PN .
dans é et nous savons que 2,y {y=0, 2eN}Cco 8.
§21.Nous allons démontrer que les seuls pointsde
Paxe » qui sont rectilindairement accessibles dans 8,

sont les points de l'ensemble .t/,‘\y {y=0, zeN}

Supposons, en effet, que le point 4 = (2,0) soit rectilinéaire-
ment accessible dans § et soit (4, B) un segment rectiligne situé
entiérement dans &

D’aprés (41) on a:

PN
(44) (4, B) Czy {y >0},
done, la droite p’ portant ce segment, coupe I'axe z daus le point 4,
Posons
(45) = Kpro P

Je veux démontrer d'abord que P’e. Pour démontrer cela,
supposons quon ait P'gdy

D'aprés (44) et en vertu des remarques, faites dans § 18, il
existe un nombre y,, tel que pour chaque v>> y,, la droite y = cotg ¢
coupe (4, B). ’

Comme P’ la relation v) §15:

coH = j co 2 ey

Kkml LYY
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entraine l'existence d'un nombre v tel que:
Pleco 2 L.
i y‘
By Baeeny .)'

et comme on a, d'aprés a) § 15: I, C %, quels que soient [ et v,
on peut toujours choisir v de manitre & ce qu'on ait:

(46) Y > vo,
En vertu de ‘8) § 15, le panorama de Pensemble
A »
(47) 2 07{"1) Myeeey 'y? ‘y—l—l
0ty '71+1
. ¢y+1—¢y - .
vu du point P est < On ‘détermine le panorama en

envisageant des rayons issus de P et passant par les peints de l'en-
semble en question.

Par conséquent, si on n'envisage que des rayons situés sur des
droites y = aa - b, pour lesquelles:

—tg¢7+,<a<—-tg¢y,

ou opuent un faisceau de rayons: issus de P et passant par des
points de l'ensemble (47), de sorte que la mesure de l'ensemble
d’azimuts de ces rayons est inférieure & la moitié de la grandeur
Ppt1— ¢, de Tangle engendré par les droites:

Yy=—18¢.7 e y=—1tg¢p,,.z
On en déduit qu'il y existe nécessairement une droite I:
(48) y=—tgp.a+0b, (¢ <SP Ppt1)

passant par P et n'ayant pas de points communs avec 'ensemble (47),

Envisageons le point
L= Aprol,

et désignons par (o, y,) ses coordonndes.
Comme / ne coupe pas (47), le point L n’appartient pas & au-
cune droite de l'ensemble de droites:

U
A pro 2 o ., s = 2 (A pro c7f,“.,....,:y +1),.

[ 7PN '7" '},+1 By Byeeny ')"H
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o'est-a-dire, L n'appartient pas &:

D G

J""""")"H

L Y by

LU TR

Il sensuit que

pour k2 4 1; parce quon a toujours &, ,( 8,
Par conséquent : ‘

@ LY (e woigg}).

kgl a0

Mais les relations (48) entrainent:

(60) eolg d, 1 K Yo S 0Ot @by,

ce qui nons donne:

61) 13 3 (3 un vl ctg ).

k=1 3,8 "

Les relations (49) et (51) donnent, en vertu de (40):
(62) . Leé.

D’autre part, les relations (50) et L = Aprol prouvent que
Le(4,B), puisque la droite y — cotg ¢, coupe le segment (4, B).
La supposition: P’z nous a conduit an résultat que, malgré que
(4,B)C &, il y existe sur (4, B) un point n'appartenant pas i &.

La relation

Pedt

~est ainsi démontré. Soit (2}, 0) la projection orthogonale du point
P’ sur Taxe r. On a z}’¢N. Mais la transformation A fait corres-
pondre & la droite ==z le point (z{),0); par conséquent p’'=
=AproP’ cest une droite passant par (z;,0). Il sensuit que
z' =", d'od, comme z'¢N, on obtient que le point A appartient
Aoy ly=0, zeN)

En résumé, nous avons démontré que, si un point de Iaxe x
est accessible rectilinéairement dans &, ce point appartient néces-
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sairement &
\
z,y{y="0, zeN)},

ol N est I'ensemble choisi non mesurable (B), du type (A).

Si T'on désigne par &° I'ensemble de tous les points de co & qui
sont rectilinéairement accessibles du c6té du complémentaire de cet
ensemble, &° n’est pas-mesurable (B). En effet, sl était mesurable
(B), I'ensemble

. N
8°. 2y {y = 0}

:serait mesurable (B), ce qui n’est pas vrai, parce que

~ A
8.2,y{y=0 = 2,y {y=0, ze N}

et N n’est pas mesurable (B).

Paris 1926.
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