290 M. Fréchet.

de ses dimensions est égal au nombre local de dimensions de
I'espace R,.

Autrement dit: & tout ,intervalle“ I, de B,, de centre B, cor-
respond un voisinage V, de 4 sur K tel que V, soit homéomorphe
i une partie P de I, B étant le transformé de A; et & tout voisi-
nage W, de 4 sur E correspond un intervalle J, de R,, de
centre B, tet que J, soit homéomorphe & une partie @ de W,,
A étant le transformé de B.

En prenant pour W, qui est arbitraire, V,, on voit que V, est
homéomorphe & une partie d'un ,intervalle K, de R, de centre B
et comme K, est homéomorphe & I, on voit que V, est homé-
omorphe & une partie de [, (avec correspondance de 4 et de B).

Finalement, & tout intervalle I, de R, correspond un voisinage
V. de A sur E, tel que chacun soit homéomorphe & une partie de
lautre et avec correspondance de 4 et 5.

Ainsi, d'aprés notre définition générale, si un ensemble E est
homogéne & n dimensions, & chaque point 4 de E correspond un
voisinage qui & le méme nombre de dimensions que l'un quel-
conque des voisinages d’un point queleconque de R,.

Cette fois, on voit quavec ce mode de définition la circon-
férence et la droite sont deux ensembles homogénes & un méme
nombre de dimensions locales; de méme, pour le plan et le cercle,
de méme pour les surfaces de la sphére et du tore; ete.

!
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Sur une question concernant les ensembles ana-
lytiques plans.
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est la solution d’une question qui m'a été
posée par M. N, Lusin.

P étant un ensemble plan donné, désignons par g(P) Pensemble
de tous les points (g, 5) du plan qui sont points de condensation
de l'ensemble

P.E[r=a],

et désignons par u(P) lensemble de tous les points (a, b) de Yen-
semble P, tels que

P.Elz=a, y<<b]=0 3.

M. Lusio demande quelle est la nature des ensemble g(P) e
u(g(E) dans le cus, oit P est un ensemble (4)2

Nous prouverons que:

I Si Pest un ensemble (4) plan, g(P) est un ensemble (4) (plan).

II.8i P est un ensemble (4) plan, p(P) est une différence de
deuz ensembles (4) (plans). .

- De I et II résulte tout de suite que

II1. Si P est un ensemble (4) plan, w(g(P) est une différence de

deux ensembles (A) (plans).

) E[C(z,y)] désigne l'ensemble de tous les points (x,y) du plan satisfaisant
z,y

4 la condition C{x,y).
) Selon M. Mazurkiewicz (Fund. Math. t. X, p. 172) on pourrait dire
que (P} est 'ensemble des y minima de l'ensemble P. .
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Dans le § 3 nous étudierons les projections des ensembles x(P)
sur I'axe OY, et nous donperons une solution d’'un probléme de

M. Mazurkiewicz qui sy rattache.

- 1. Démeonstration de la proposition I. Soit P un ensemble
(4) plan donné. n étant un nombre naturel, désignons par @, l'en-
semble de tous les points (a, b) du plan, tels que Yensemble

Enb—1 __Enb+1
(1) ﬂmw=33k=m——7—<y<—ﬁr—

est non dénombrable, Et désignant le plus petit entier <Cz On voit

sans peine que
@ spy=Jf .
=1

Posons, pour n naturel et b réel:

Enb—1 Enb+41
[Ln_. <y<_~__.i]

n

®) Fb)=E

— ce seront évidemment des ensembles plans fermés.
P étant un ensemble (4), ensemble
@ Pib)=P. E,()

sera aussi un ensemble (4). Or, d’aprés (1), (3) et (4), nous trouvons
sans peine
5) T,(a,1)= P, (). B [r=al

D'aprés un théoréme gue nous avons démontré avee M. Ma-
zurkiewiczl), si M est un ensemble (4) plan, 'ensemble de tous
les nombres réels a, tels que I'ensemble

(6) M.E[x=ad]
est non dénombrable, est un ensemble (4) (linéaire). Il en résulte
sans peine que si M est un ensemble (4) plan, I'ensemble de tous

les points (g,5) du plan, tels que l'ensemble (6) est non dénom-
brable, est un ensemble (4) (plan).

1) Lund. Math. t. Vi, p. 166.
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Done, les ensembles P,(h) étant des ensembles (4) plans, nous
concluons, d’aprés (5) et d’aprés la définition de I'ensemble 0., que
Q. est un ensemble (4) (pour n=1,2, 3,...)

La formule (2) prouve done que I'ensemble g(P) (comme pro-
duit d’'une infinité dénombrable d’ensembles (4)) est un ensemble
(4). La proposition I est ainsi démontrée,

2. Démonstration de la proposition I, Soit P un ensemble
plan (4) donné, et désignons par ¢ I'ensemble de tous les points
(%, ¥, 2) de lespace, tels que

(,y)eP ot 2>0;

on voit sans peine que l'ensemble { est encore un ensemble (4)
(dans Yespace & 3 dimensions).

Or, désignons par R I'ensemble de tous les points (=, y) du plan
pour lesquels il existe au moins un point (€, %) de P tel que z=¢
et y>n. On voit sans peine que enscmble R est une image uni-
voque et continu de lUensemble Q: en effet, on obtient une trans-
formation continue de ( en R en faisant corespoudre au point
(x, 4,2) de Q le point (%, y+2) de R. Donc R, comme image con-
tinue d'un ensemble (A4), est un ensemble (4).

Or, on a évidemment:

(7) u(Pj=P—R:

P et R étant des ensembles (4), #(P) est une différence de deux
ensembles (4), et la proposition II est démontrée.

En particulier, si P est un ensemble plan mesurable B, il ré
sulte tout de suite de la formule (7) que I'ensemble 4 (P) est com-
plémentaire d'un ensemble (4): clest une proposition, démontrée
(par une voie différente) par M. Mazurkiewicz 1),

Dans le cas général, ot Pest un ensemble 14) plan quelcongue,

- u(P) n'est pas nécessairement un ensemble com lémentaire d'un
7 p P

ensemble (4). En effet, soient E, et £, deux ensembles (4) linéaires
quelconques. Désignons par H, I'ehsemble de tous les points (z, y)
du plan, tels que ze ki et y=0, et par H, l'ensemble de tous les
points (x, y) du plan, tels que ek, et y=—1, et posons P=
=H, + H,: ce sera évidemment un ensemble () (plan). On voit
sans peine que u(F).E[y=0]= &, — E,. Or, op peut choisir les

Y

') Fund. Math. t. X, p. 172, La démonstration de M. Mazurkiewicz s'ap-
plique encore a la proposition I1.
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ensembles (4) E, et E, de sorte que lensemble K, — E, ne soit
pas ni un ensemble (4), ni un complémentaire d’un ensemble (4)).
Dans ce cas, comme on le voit sans peine, I'ensemble u(P) ne sera
pas ni un ensemble (4), vi un complémentaire d'un ensemble (A).

3. Nous prouverons maintenant que les projections sur Vawe OY
des ensembles p(F), ok F sont des ensembles plans fermés, coincident
avec les ensembles (A) linéaires.

En effet, d'une part on démontre sans peine (en appliquant un
raisonnement tout & fait analogue & celui que nous avons appliqué
dans le cas, o P est un ensemble (4) plan) que si P est un’en-
semble fermé, l'ensemble u(P) est un G4%) et parsuite sa projection
sur I'axe OY est un ensemble (A).

Or, soit £ un ensemble (A) douné quelconque, situé sor l'axe
- QY. L'ensemble E est donc l'ensemble de valeurs d'une fonetivn
f(x) dgﬁnie et continue dans I'ensemble N de tous les nombres

irrationnels. Posons
I'=E[zeN, y=/())
ny

Soit
Tiy T3y Tgyeen
une suite infinie formée de tous les nombres rativnnels, et désignons
par S l'ensemble de tous les points (#, y) du plan, tels que

r=r,, Y=-—m—=n

ot m et n sont deux nombres naturels.
Posons enfin
F=T+5,

o I'==TI"4 I" désigne la fermeture de I'ensemble I'.

On voit sans peine que l'ensemble F est fermé et que u(F)=—
=pu([')=TI, d'ott résulte tout de suite que la projection de u(F')
sur 'axe OY est précisément l'ensemble E, c. q. f. d.

Un raisonnement analogne peut étre appliqué pour résoudre par
Yaffirmative le probléme suivant, posé par M.Mazurkiewicz: Les
projections sur Paxe OY des ensembles u(H), ok H sont des ensem-

1) Soient, en effet, M, un ensemble (4) non mesurable B, situd dans l'inter-

valle 7, =(0,1) et M, un ensemble {4} non mesurable B situé dans Vintervalle

1, =(—1,0): il suffira de prendre E, = M, -}~ I, ot E, = M,.
3) les ensembles @ et R étant dans ce cas des F,.

icm

Sur les ensembles analytiques plans. 296

bles Gy plans, coincident-elles avec les ensembles PC(A) linduires (pro-
jections des ensembles complémentaires aux ensembles (4) plans)?

D’une part, si H est un ensemble G; plan. u(H) est comme
nous savons, un ensemble C(4) plan, et sa projection sur Iaxe OV
est un ensemble PC(4) (linéaire).

D’autre part, soit £ un ensemble PC(4) donné quelconque,
situé sur I'axe OY. Comme je I'ai démontré, les ensembles PC(A)
liéaires coincident avee les images continues des ensembles C(4)
linéaires !). II existe donc unc fonction f(z) définie et continue daus
un ensemble M qui est un C(4) lindaire, telle que E est Pensem-
ble des valeurs de /(z) pour ze M.

Posons

T'=E[zeM, y=f(x)}

L’ensemble M éiant un C(4), O(M) est un ensemble (4), done
une projection sur Paxe OX d'un ensemble G, plan, soit 7, que
nous pouvons supposer situé entre les paralldles y=0 et y=1.
Désignons par T, T'ensemble de tous les points (z,%) du plan, ou

(# y+n)eT,

H=T+4 T, + T+ T, +...

On voit sans peine que l'ensemble H est un Gy (plan) et que
#(H)=u(I'y=1T, et il en résulte sans peine, d’aprés la définition
de P'ensemble I' et la propriété de la fonetion f(x), que la pro-
Jection de u(H) sur laxe OY est précisément I’ensemble E, cq.f d

En généralisant ce résultat. on pourrait démontrer que les pro-
Jections sur Vaxe OY des ensembles n(My o M sont des ensembles
G, plans, coincident avec les ensembles P,., lindaires %) (pour n=1,2,3,..).

et posons

Y) Fund, Math. t. VII, p, 239.
?) Pour la définition des ensembles P, et C, voir Fund. Math, t.XI, p. 121.
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