Sur un ensemble non dénombrable, dont toute
image continue est de mesure nulle.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

M. N. Lusin a démontré en 1914%), en admettant 'hypothése
du continu (2% =1y,) qu'il existe des ensembles linéaires non dé-
nombrables E jouissant de la propriété (L) suivante:

Propriété (L): Tout ensemble parfait non dense contient au plus
un ensemble dénombrable de points de Vensemble E.

En 1924 M. Lavrentieff a prouvé?® que tout ensemble li-
néaire, homéomorphe & un ensemble jouissant de la propriété (L)
est de mesure nulle. Le but de cette Note est de démontrer la pro-
pusition suivante:

_ Toute image continue d'un ensemble jouissant de la propriété (L)
est un ensemble de mesure nulle.

Lemme Soit E un ensemble linéaire (infini), 7(x) — une fone-
tion (réelle) définie et continue dans E. Il existe une décomposition
E=K+4E, ol K est un ensemble de premidre catégorie ot
mf(R)=08%.

Démonstration. Soit P= (p,, ps,ps,...) un sous-ensemble dé-
nombrable de E, dense dans E. Soient % et » deux indices donnés.
La fonction f(z) étant continue dans E au point p,, il existe un

1) C. R. t. 158; v. aussi: M. Lavrentieff Fund, Math, t. VI, p. 154—155.

%) M, Lavrentieff, 1. c.

%) /(@) désigne I'ensemble de toutes les valeurs que prend la fonction 1 (x)
pour 2e@, m T désigne la mesure (lebesguienne) de l'ensemble 7.
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nombre positif &, ,, tel que les formules

(M | —p.] < 6yny zeE
entrainent l'inégalité

1
@) |7@) —F (0] <5,

Désignons par E, l'ensemble de tous les points x de E qui sa-
tisfont aux inégalités

(3) |le—p| = 6,., pour k=12 3,...:

lensemble P étant dense dans K, on voit sans peine que les en-
sembles F, sont non denses, pour n =1, 2, 3,...: lensemble K=
=F, -+ E, -} E; ... sera donc de premiére catégorie.

Posons B=FE -— K: je dis que mf(B)=0.

Désignons, en effet, par U, la somme de tous les intervalles

1

@ (0 —gm f)+55) =128

La somme de longneurs des intervalles (4) est évidemment

égale &
¥ - 2 ___._2-
2=

k=1

'ensemble U, est donc de mesure < 2/n.

Or, je dis que f(R)C U, (pour n=1,2,3,...). Soit, en effet,
n un indice donné, # — un point de l'ensemble R = E—K: nous
avons done z¢E et znoneK=UFE -} E,~}..., done anonek,. 1l
résulte donc de la définition de Vensemble E, que le nombre x ne
peut pas satisfaire aux inégalités (3): une au moins de ces inéga-
lités n'est pas donc vraie, c'est-h-dire il existe un nombre naturel
k (dépendant de » et de z), tel qu'on a la formule (1) qui entraine,
comme nous savons, la formule (2), ce qui prouve que f(z) appar-

tient & l'un au moins des intervalles (4), et parsuite f(x)e U,. Nous
avons done f(R) C U,, et parsuite m, s (R) == m(U,) < 3 Ceci étant

vrai pour tout 2 palurel, nous trouvons mf(R) =10, et notre lemme
est démontré.
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Soit maintenant £ un ensemble jouissant de la propriété (L),
et soit f(z) une fonction définie et continue dans E. D’aprés notre
lemme, nous pouvons poser B = K |- B, ol K est un ensemble da
premiére catégorie, et m f(R)=="0. L'ensemble I jouissant de la
propriété (L), K est un ensemble au plus dénombrable, ce qui en-
traine que mf(K)=20. Or, on a évidemment f(&)=/f(K+ B)=
=f(K)+f(R): les formules mf(K)=0 et mf(E)==0 donnent
done m f(E)=0, et notre proposition est démontrée.

Il en résulte (d'aprés le résultat de M. Liusin) que si 2% =y,,
il existe un ensemble linéaire de puissance du continu, dont toute image
continue est de mesure nulle.

Il est encore & remarquer que tout ensemble E jouissant de la
propriété (L) satisfait & la condition (C) suivante:

(). Quel que soit la suite infinie de nombres positifs a,,a,, dy,-.
il existe une suite infinie des intervalles d,, d,, d;,... recouvrant B
et telle que la longueur de Vintervalle 4, est a,. pour n=1,2,3,.1).

Soit, en effet, £ un ensemble jouissant de la propriété (L), a,, 8, a,,... une
suite infinie donnée de nombres positifs. Soit 7,7, ry,... une suite infinie formée
de tous les nombres rationnels, Désignons par ds,—y lintervalle (#,— }ag,—,
#u— 1 020—1). L'ensemble d, | d,-}-d;-}-... est évidemment partout dense, et par-
suite I'ensemble () =FE — (4, 4, ;- ...) est non' dense, donc, d'aprés la pro-
priété (L), an plus dénombrable, soit @ =/(g,, ¢y gy, ...). Désignons par dy, l'inter-
valle (gu— } @, ¢ }a2s). Les intervalles d,,d,, d,,... recouvrent évidemment
I'ensemble E et la longueur de §, est = a, (pour n==1,2,8,...).

On pourrait encore démontrer sans peine que toute image continue d'un en-
semble jouissant de la propriété (L) est un ensemble satisfaisant i la condition (C).

Y Cest M. E. J, Szpilrajn qui a posé récemment le probléme d’existence
d'un ensembls linéaire non dénombrable satisfaisant & la condition (C).
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La propriété de Baire de fonctions et de leurs
images.
Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

On dit qu'une fonetion f(z) jouit de la propriété de Baire, si,
quel que soit I'ensemble parfait P, elle est continue sur P quaad
on néglige un ensemble de premidre catégorie par rapport & P1).

On dit qu'un ensemble plan E jouit de la propriété de Baire,
si tout ensemble plan parfait P, sur lequel E est de deuxiéme ca-
tégorie, " contient une portion I7, telle que I7— E est de premiére
catégorie sur P2).

Nous appellerons image d’une fonction 7(x) (d'une variable réelle)
lensemble I(f) de tous les points (z,y) du plan, tels que y =f(x).

Théoréme: Si la fonction f(z) jouit de la propriété de Baire,
son image I(f) jouit de la propriété de Baire.

Démonstration. Soit /() une fonction jouissant de la pro-

- priété de Baire. Pour démontrer que Iimage I(f) de f(z) jouit de
la propriété de Baire, il suffira évidemment de prouver que si P

est un ensemble plan parfait et borné, sur lequel I(f) est partout
de deuxidme catégorie (c'est-d-dire de deuxitme catégorie sur toute
portion de P), P— I(f) est de premiére catégorie sur P. Soit Q la
projection de P sur l'axe OX: on voit sans peine que la projection
Q. de T'ensemble P.I(f) est dense dans @, et que @ est un en-
semble parfait. Lu fonction f(x) jouissant de la propriété de Baire,

Yy Cf. Fund. Math, t. V, p. 20.

%) Cf. Fund, Math. t, IV, p. 319. On pent démontrer gue pour qu'un en-
semble E jouisse de la propriété de Baire, il faut et il suffit qu'on ait pour tout
ensemble parfait P: PE=—=(F— K,)-|-K,, o F est un ensemble fermé ot X,
et K, sont des ensembles de premidre catégorie par rapport & P.
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