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U,(£) identisch. Wenn aber unter den ¥V, nur endlich viele U,(§)
vorkommen, so hat unsere Folge (nach Beseitigung endlich vieler
(lieder) die Gestalt

d d o d
S(ZI,E), S(wg,zm),..., S(.‘Zm, 4:m),...
und da es nach Voraussetzung einen zu allen diesen Sphiiren gehs-
renden Punkt z gibt, so bilden die 8 (:v, -4;%;), (m==0,1,2,.., in inf.)
ein volles Umgebungssystem von x in R, also auch in R+ £
2) Die Folge aller II,, ist regulir.
Es folgt in der Tat aus
d d
~S(wa ‘4‘;‘+‘i) . S(yv '4:;;?) v:)za
(d d d
S(%E})’l‘s(% Zm) CS(z, Z.:)
ist, und aus

S(r g2 D@ 0,

dsB fir mindestens ein kzm41

S(:c, —4—?;;) . S(a,, -4—,%——1),
s(wzi’T) + 5(ongom) C 5[0 ) C U0,
" Da aber ohnehin U,,, () U.(£) ist, sp ist aunch

(e 495 + U6 C LGB,

womit die Regularittit der Ueberdeckungskette {H,} bewiesen ist.
Der Raum R--£ kann also metrisiert werden; die Metrik des

Raumes R £ induziert aber auch eine neue Metrik im Raume R,
- in weleher die Punktfolge

@y, Qyyeeey Gy,

eine divergente Fundamentalfolge ist. In der neuen Metrik ist somit B
kein vollstindiger Raum, w. z. b. w.
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Uber die Zerschneidungspunkte?) der zusammen-
hingenden Mengen.

Von

Casimir Zarankiewicz (Warszawa).

‘Wie bekannt ?), hat eine zusammenhingende Menge S nur ab-
zithlbar viele fremde Teilkontinua, die ausschliesslich aus S zer-
schneidenden Punkten gebaut sind; vermittels derselben Beweis-
methode kann gezeigt werden, dass es nur abzihlbar viele fremde
zusammenhingende, in S abgeschlossene Mengen gibt, die nnabztihl-
bar viele Zerschneidungspunkte von § enthalten. Diese Methode
lasst sich aber nicht weiter verallgemeinern. Das Ziel der vorliegen-
den Arbeit ist der Beweis des folgenden, noch allgemeineren, fiir me-
trische separable Riéume giiltigen, Satzes:

Satz. Es gibt hichstens abzihlbar viele, fremde, zusammenhingende
Teilmengen einer zusammenhingenden Menge S, deren jede mindestens
einen S zerschneidenden Punkt enthilt,

Wir beweisen zuerst den

Hilfssatz. Ist M eine unabzdhlbare geordnete Punkimenge, so
st jeder Punki derselben (eine hichstens abaihlbare Menge ihrer aus-
genommen) gleichzeitig ein Haufungspunkt vorangehender, wie auch
nachstehender Punkite.

Beweis. Es sei

) K, By Ky, Kool

die Folge aller Kugeln, deren Radien und Mittelpunktkoordinaten ra-
tionale Zahlen sind. Ist ein Punkt p der Menge M kein Haufungs-

1) Ein Punkt p heisst Zerschneidungspunkt der susammenhingenden Menge S,
falls §— p nicht znsammenhiingend ist.

*) C.Zarankiewics, Sur les points de division.., Fund. Math, IX, 8. 170,
théoréme 20.
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punkt der nachstehenden Punkte, so existiert eine Umgebung U,
von p, die von p nachstehenden Punkten frei ist. Es sei K, dle
erste Kugel der Folge (1) von dieser Eigenschaft.

{2) Ist p=q, so ist auch K, FK,.

In der Tat, es gehe z. B. p dem Punkte ¢ voran. Die Kugel
K, , lant ihrer Definition, enthilt ¢ nicht, wihrend doch K, den
Punkt g offenbar enthalten muss. Damit ist die Behauptung (2) er-
wiesen. Wir haben also die Menge der Punkte, die keine Hiufungs-
punkte nachstehender Punkte sind, eindeutig auf eine Teilmenge
der Folge (1) abgebildet, diese Menge ist also hochstens abztthlbar.
Offenbar dasselbe konnen wir, wegen der Symmetrie, von der Menge
der Punkte, die keine Héufungspunkte vorangehender Punkte sind,
behaupten, Entfernen wir also aus M diese beiden Punktkategorien,
s0 besitzen die tibrighleibenden Punkte die verlangte Eigenschaft.

Beweis des Satzes. Ist p ein Zerschneidungspunkt der zusarm-
menhéngenden Menge S, so existiert !) eine Zerlegung:

3) S=4,+ B,
) 4,.B,=p,
®) 4,=7, 84p+3B,.5=3,
(6) 4, und B, sind zusammenhdngend.

Es sei a ein beliebiger aber festgehaltener Punkt von S. Wir
bezeichnen den a enthaltenden Summanden in der Formel (3) stets
mit 4,, den anderen mit B, (wir schliessen den Fall p =a aus);
also ist

M a( 4,
Ist _
®) rq
so gilt entweder
©) ~ B,.B,=0,
oder
(10) B,CB, oder B,D)B,

) C. Zarankiewicy, Sur les points de d4 .
8. 136, h. 6. o e division..., Fund, Math, IX,
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In der Tat, es kommen folgende Fille in Betracht:

(1) o pC4, wnd ¢CA4,
(12) pC4, und gnon-C 4,
(13) pnon-C4, wd ¢C4,
(14) pnon-C A, und g non-C 4,.

Der Fall (14) ist aber ausgeschlossen, denn wegen g non-(C 4,
und (8) ist ¢ (C B,; die Menge 4, wiirde also einen 4, angehsrenden
Punkt, nimlich a (wegen (7)), und einen Punkt von B,, nimlich g,
enthalten. Da aber p die Menge S zwischen 4,—p und B,—p
zerschneidet, so ist, da 4, zusammenhingend ist, p (C 4, was eben
der Formel (14) widerspricht.

Die Fulle (12) und (13) sind symmetrisch, es gentigt also nur
einen von ijhnen zu untersuchen. Im Falle (12) enthilt die zusam-
menh#ingende Menge 4, den 4, —¢ angehtrenden' Punkt p, aber
nicht den Punkt g, der S zwischen A,—g¢ und B,— g zerschneidet;
also ist 4,(C A4,, woraus wegen (3) B,C B,. Im Falle (11) gilt,
wegen der ersten Formel,

(15) p non-C B,;

die zusammenhtngende Menge B, hat dabei, wegen der zweiten For-
mel einen Punkt, nimlich ¢, mit A, gemein, aber enthilt,-auf Grund
von (15), den Punkt p, der S zwischen A,—p und B,—p zer-
schneidet, nicht. Also gilt B,(C 4, woraus wegen (3) (4) und (8)
B,.B,==0 ist. Die Formeln (9) und (10) bei Voraussetzung (8) sind
also bewmsen

Wir machen nun folgende Voraussetzung:

(z) Es gibt unabzithlbar viele fremde zusummenhungende Teil-
mengen 7}, von 8, von denen jede irgendeinen S zerschneidenden
Punkt p enthalt

Die Mengen B,—p sind Relativgebiete auf §; sie konnen also
nicht in unabzﬁhlba.rer Anzahl einander fremd existieren. Also, wie
leicht zu ersehen, muss es, wegen der Formeln (9) und (10), eine

- unabzihlbare Famxhe & der B geben von der jedes Paar der B,

der Formel (10) gentigt. Im weiteren befassen wir uns ausschllesshch
mit diesen ausgewihlten B,. Sie lassen sich ordmnen: wir setzen

(16) BB,
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wenn
'BPCB.P'

Damit sind aber auch die Zerschneidungspunkte p geordnet,
indem Wir. p < ¢ setzen, wenn (16) stattfindet. Da, wie von der
Familie & vorausgesetzt, die Menge der entsprechenden 7, unab-
zihlbar ist, so existieren unabzithlbar viele T, die der Forirel:

an (L) > 4e7)

wo €>0 ist, gentigen. Es sei » ein Kondensationspunkt %) defje-
nigen p, fir welche (17) stattfindet, und es sei U, eine Umgebung
von r derart, dass '
18) §(U)<e. -

Wir befassen uns von nun an, nur mit solchen Punkten p die
8§ zerschneiden, fremden zusammenhingenden Teilmengen 7}, an-
gehoren und in U, liegen; wir bezeichnen die Menge dieser Punkte
mit P. Wegen (17) und (18) existiert in jedem 7, fur p (C P ein
Punkt z; derart, dass

0(@ U) > ¢

also gilt, wegen P U,:
19 0@, P)>¢
fir unabzghlbar viele p, niimlich fir alle p C P. Die Menge {x,}
ldsst sich offenbar durch die Festsetzung a, < x,, wenn r<<q

ordnen. ‘
Wegen des Hilfsatzes, existiert etn Punkt z, derart, dass

(20) ty=limz,,
(21) . =i]-:-!£1a ,,
wo fiir jedes ganze n und %, gilt:.
(22) z, <y,
Des weiteren gilt, w;agen (19), (20) ﬁnd (21)
¢(@m P)>¢

%) Das Symbol o, y) bedeutet die Entfernung der Punkte x und y; & (K ) den
Durchmesser der Menge K, d. h, die obere Schranke von ¢(g, ), wo x - y(C K.

3). Der Punki r heisst Kondensationspunkt der Menge P wenn in jeder Um-
gobung U, unabszihlbar viele Punkte von P liegen,
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woher
23) 24, non P,

Betrachten wir die dem Punkte p, entsprechende Zerlegung (3)
von 8. Wegen (22) und (16) haben wir

(24) B, CB,CB,,
woher
(25) 2. C B,

Die zusammenh#ingenden Mengen 7, , da sie einander fremd
sind, enthalten p, nicht, haben aber wegen (25) einen Punkt mit
B,, gemein, also T, (C B,, woher

(26) @, CB, fir n=1,273,...
Wegen (24) und (3), haben wir
4, C4,,C4,,
woher
A P C 4yt
also, wie oben,
' TP;,C'APn’
also
@0 @, C Ay,
Wegen (26), (20) und (B), folgern wir
(28) 2, CB,
und aus (27), (21) und (B) folgt
(29) % C A

Da p, C P, so schliessen wir aus (28) dass z,, = p,. Somit geben
die Formel (28) und (29): A4,,.B, = p,, was der Formel (4) wider-
spricht. Die voraussetzung (@) ist also unméoglich, womit unser Satz
bewiesen ist.
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