Sur le phénomene de Gibbs dans la théorie des
séries de Fourier des fonctions continues.

Par

Zygmunt Zalcwasser (Varsovie).

Introduetion.

§ 1.

Quand on étudie le caractére de convergence des séries de Fou-
rier, on rencontre trois espéeces de singularités:

L les sérier de Fourier peuvent &tre divergentes.
IL elles peuvent &tre convergentes mais pas uniformément.
IIL elles peuvent présenter un phénoméne dit ,phénoméne de
Gibbs*.

A chacune de ces singularités s'attache le probléme suivant:

»Quel est Pensemble £ le plus général de ces points z ol se pré-
sente la singularité en question“?

Iei nous ne considérons. que les sérier de Fourier des fonctions
continues. On sait, que dans ce cas le premier des problémes signalés
est difficile & résoudre (il n’est pas résolu jusqu'ici); la résolution
du second probléme est connue et s'énonce comme il suit:

pLiensemble de points de convergence non uniforme de la série
de Fourier d'une fonction continue peut étre un enmsemble fermé
quelconque®

Dans ce petit mémoire je m'oceuppe du troisidme probléme:

nQuel est ensemble E le plus général de ces points = ol la
série partout couvergente de Fourier d'une fonetion continue peut
présenter le phénomene de Gibbs“?
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§ 2.
La définition du phénoméne de Gibbs.

L'exemple le plus ancien ot 'on a observé pour la premiére
fois le phénoméne de Gibbs — cest la série élémentaire 1)

® o= 3 e
m
me]
Cette série est partout convergente et dans lintervalle (—n:,
+ 7) elle représente la fonetion

q)(a:)zn;x pour 0 <z=<m; P(—2) = — ()

pour —zn =2 <<0; @(0)=0.

Au point =0 cette fonction est discontinue; I'oscillation #) est
égale & m.
Les sommes partielles

© 5u(@) = 2 sin ,::m

M=

de la série (1) se comportent d’'une manidre singulidre,
Maximum absolu de la fonetion s,(x) dans Pintervalle (©, )

a lieu pour z=—

n N
nt 13). Quand 7 croit les ordonnées correspon-

) ne tendent pas cependant vers g (comme on pour-

7
dantes s, (n F1

rait l'attendre) mais vers une limite c=7—t.1'089...>£‘). Les

) W. Gibbs. Nature, vol. LVIIL (1898) pp. 544, 569; vol. LIX (1899) pp.
200, 271, 319, 606.

" R. Baire, Legons sur les fonctions dxscontmues -p. 84.

3 1 est aisé de gen parsnnder 4 Paide de la formule

M ds -«2 cos ma == sn(nt e — i

ECYR tx

me=]l
9 En partant de la formule (T) de la note précédente on obtient’ sucedssi-
vement:

7
PR

n Y fein(n D¢ T
o (u-}-l)_-o 2sin } ¢ 'dt_2(n+1)~1"-—

Ed
2 1)
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4

sommes partielles s,(z) font au voisinage du point #=0 des osci-

=1
llations plus grandes que la fonction @ Him s,

Il est aisé de préciser le phénoméne observé.
Oonsidérons d'une maniére générale une suite de fonctions

®) () n=12..; a<e=b

et désignons
(4) L, (h, #,) = borne supérieure de nombres f,(x) pour m=n
et |&—ay < h
Quand 7 croit ou A diminue les nombres L,(h, z,) ne vont ja-
mais en croissant; il existe done la limite (finie ou infinie)

{5) L) = ling (lim L, (h, ).
k—>0 n—-00
Nous appellerons ce nombre le ,maximum de la suite (3) au

point x=x".
D'une manidre analogue on définit I(x,)= ,minimum de la

suite (3) au point 2 ==z,% La différence L(x,) —I(x,) = w(x,) sera.

dite ,l'oscillation de la suite (3) au point @ =x,“?).

Supposons maintenant, que la suite (3) est partout convergente
et désignons par M(f, x,), m(f, %), ©(f, z,) le maximum, le mini-
mum et Poscillation au sens ordinaire 2) de la fonction

(6) fley=limf,(z); e=z=<b.

au point & =1z, On vérifie sans peine, que:

{ lwo) = m(f, 20) = M(f, 7p) = L(m)

o(z) = o(f] ).

(7

z
a1

. kg L sin(n-+3)¢
== ] » = lim I, = Ty
o=tns (n+1) m L ;i‘if i
0

f’"”’d >j 2 o 5 e=(n Dt

Y) Nous convenons de poser m/ac) +c¢s sl Punc au moine des 4galitds

L{w) =0, I{x) =—o0 est remplie. Comparer; Hahn. nTheorie der recllen
Funktionen* 1921. Band I. S, 251.

% Voir L. c. dans la nots 2° page 127.
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Nous dirons que la suite (3) présente au point z, le
phénoméne de Gibbs, si pour s=2, a lieu l'une au
moins des inégalités:

(8) L) > M(f, @0);  Uzo) < m(f, wp) 2).

Le nombre
9 §(wo) = [Li(mo) — M(F, 20)) 4 [m(f, @) —1(2z,)]

peut étre regardé comme ,la mesure du phénoméne de Giibbs' au
point x =ux,“. -
Appliquons ces définitions 4 I'exemple cité au commencement du §.
On y a pour-z =20, en posant f,=s,(z); f=@:

Lo)=¢ M(f,0=% lo=—¢ m(f0=—3
*(o) = w(o) —of,0)=2¢ —a>0
La série (1) présente done le phénoméne de Gibbs au point 2 =20.

§ 3.
La convergence non uniforme et le phénoméne de Gibbs.

On vérifie sans peine,. que:

591 au point x=2x, se présente le phénoméne de Gibbs la
convergence au voisinage de x ==z, est certainement non uni-
forme®. Mais la reeiproque n’est pas toujours vraie 2).

(Nous convenons d'appeller a;, un point de convergence umforme,
si la suite f, converge uniformément dans un intervalle (x,—,
o -+ 0)).

1) On ‘peut dire encore du phénoméne de Gibbs dans le cas. olt la suite {f.}
n’est pas convergente, si-les fonctions f, sont des approximations d'une fonction

-donnée ¢ détermindes par un algoritme quelconque; p. ex., quand £, sont les sommes -

partielles de la série de Fourier de 4. Dans ce cas il faut remplacer dans les iné-
galités (8) f par 9. Ici nous ne considérons'que les suites partout convergentes et
les deux définitions du phénoméne sont alors équivalentes.

1 ) 1
=z (e==1,2,..)); fl®)==0 pour w==; fu(@)=0
1 1 1 1 N
m) et (’E + é—;-’-, 70?1 —_ W) pour k= 2, 3,...".
Puis 7, -1— :—;c'— pour 1.<<k<n et f, varie linéaireﬁant dans chacun des intervalles
11 NS 1 1 1
AR 2n’ ' \k—1 2m" B—1
vergence au point @ — 0 est non uniforme,
Fundamenta Mathematicas t. XII. 9

?) Prenons, p, ex. [ %

dans les intervalles (0, ’1; —_

. On & id 3(6):0 et cependaut la’ con-
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En désignant par D et E l'ensemble de points de convergence.

non uniforme et I'ensemble de ces points « o la suite (3) présente
le phénoméne de Gibbs, on a done

ECD, mais en géneral Z=1D.

Supposons maintenant que toutes les fonctons £, et la tonetion
f=lim/, sont continues dans un intervalle = (a, b). On a alors le thé-
oréme: '

nPour que la suite (3) soit uniformément convergente dans
I==(a,b) il faut et il suffit que -

(10) J(@)=o(®)=0 pour chaque o<z =< d“

Ce théoréme prouve, que l'ensemble E est alors dense dans D.
Dans tous les cas D est un ensemble fermé, E est un ensemble F,
(nous le verrons au § suivant),

§ 4.

Théoréme. L'ensemble E de tous les points z ol la-
suite partout convergente (8) présente le phénoméne
de Gibbs est un ensemble ¥,; si l'on suppose en outre
que les fonetions £, sont continues dans I=(a,b), Eest
un ensemble de premidre catégorie (sur I).

Démonstration. Les fonctions L(z), Uz), M(f, ), m(f, z) sont.
des fonetions de premiére classe ¥). Donc les ensembles '

B =EL@)>K(f,5)] o B =E[@)<mn(;s])
sont F, ot B= Ez‘;[\‘}(:c) > 0]=E, 4 E, Pest aussi.

La premitre partie de notre énoncé est ainsi démontrée.

En passdnt & la démonstration de la seconde partie, supposons.
que toutes les fonetions £, (%) sont continues dans Vintervalle I = (a, b).
Nous allons montrer, que non seulement £, mais méme l'ensemble.

Elo@>o0l=4DE
est de premidre catégorie sur I,
) L et M sont semicontinues supérieurement, J et m —

%) D'une maniére générale on désigne par E{@(x)] I'
Points & jouissant de la propriété D (). )

inférieurement,
ensemble de tous les
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Daxis Thypothése contraire 'ensemble fermé 4, = Efo(z) = a]

contiendrait pour e>>0 suffisamment petit un intervalle T=(a",s"YCIY.
Or cela conduit & une contridiction avee notre hypothése, que la
suite (3) est partout convergente dans I )I'. Soit, en effet, o’ <
< #, <<b’ un point ol la fonetion f=1limf, est continue (en-
semble de tels points est dense dans I, car f est une fonction de
premiére classe). Prenons arbitrairement deux nombres:

0>0 et p-— naturel.

Nous pouvons choisir ¢’<d de la manidre, que pour |z— x| << 6’
on ait

(11) | @) — fan)] <75

De Iinégalité w(x,) = @ >0 rémulte immédiatement lexistence
de deux nombres 2’ et # tels, que

(12) o —a | <0 n=p et
(13) ) — ) > 5.

La suite fi(«’) convergeant pour k—» oo vers f(2), il existe un
m > n tel, que

(14) ful@) — 7@ < 75

(12) et (11) entrainent

(16) F@)—Flaw)| <75

(13), (14) et (156) donnent

16)  ful@)- L) >3 —25=gi (m=n=p)

Ayant donnés 2 nombres >0 et p naturel, on peut done trou-
ver &’ tel que |[x'—ux,| >0 et deux indices m >n=p de la
maniére que l'inégalité (16) soit remplie. :

Considérons maintenant l'ensemble

a” 5= Y (B[l —r@I>5]:
m>n2p

1) Car on & évidemment: A=Al+A*+A&+...
g
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C’ést un ensemble ouvert, cas tous les termes de cette somme
sont des ensembles ouverts. De plus B, est dense dans I'=(a’,%’)
car l'ensemble de points de continuité de /' est dense dans I' et
dans chaque voisinage d’un point de continuité se trouve un point
«’ remplissant (16) qui appartient done & B,.

Le complémentaire C(B,)=I'— B, est un ensemble fermé non
dense (sur.I’) et par suite I'ensemble

B=B,.B,.B,..

est non vide. § étant un pomt de B, linégalité |f.(5)— ‘( |>—

est remplie pour des couples de deux indices m, n arbitrairement

grands; or ce fait contredit & notre hypothése de l'existence d'une
limito finis lim 7,(2) = /()

§ 5.

En appliquant le théoréme du § 4 aux sommes partielles d’une
série de Fourier on obtient deux propriétés nécessaires de I'ensemble
E de ces points 2 ol une série de Fourier partout convergente peut
présenter le phénoméne de Gibbs:

oE doit étre unensemble F,depremiére categorie

Nous allons démontrer que ces propriétés sont en méme tempa
suffisantes, c'est-h-dire, qu'on peut énoncer le suivant

Théoréme. ,Ayant donné arbitrairement un ensem-
ble périodique EY) (de période 2m) du type F, et de
premidre catégorie, on peut trouver ume fonction
partout continue dont la série de Fourier:

1) est partout convergente.

2) présente le phénoméne de Gibbs dans tous les

points z de E.

3) ne présente le phénomeéne de Gibbs dans aucun

point n'appartenant i K¢,

L'ensemble E peut étre mis sous la forme

a®) E=w+ Y2,

a=]

3} Ua vosemble sera dit périodique, si sa fonction caractéristique st une
fonetion périodique. ’ !
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ot Py, Py,... sont des ensembles parfaits non denses et W — un
ensemble dénombrable. Nous considérons done sugcéssivement les

cas particuliers:
E=W, B=P,
ei enfin le cas général.

§ 6.

J'énonce d’abord quélques théorémes auxiliaires bien connus dont
je ferai usage dans la suite
I f étant une fonction intégrable, je désigne par

i
(19) s.(f x):i-ff(t) K (@x—t)dl ot K,(s)= Slné:;_:j)s
regpectivement °
(20) o.(f,) ff(t)l (x—1)dt ot I,(s) = __cos}s ——Blioign-{-,})s

la n*me gomme partielle de la série de Fourier de f, resp. celle de
la série conjuguée. La somme de la série conjuguée (supposée con-
vergente) sera désignée par

(21) [*@ )_.-11m o,(f, ).
On sait, qu'en supposant la fonetion Li‘:—%(ﬂ absolument in-

tégrable dans lintervalle 0 <<¢=2mn, on a
1 [ t
“ —x
@2) ey =—o= f [£()— £@)] cot " .
0 .
I Les sommes partielles de la série (1) du § 2 sont unifor-

mément bornées:
2 sin ra|
r

(23) [8.(p, 2)| = = M pour tous les » et n.
]

I11. Polynomes de Féjer V). Ce sont les polynomes trigonométriques

n

(24), Q (=, n, m) = 2sin mx.z,' smrrx

ral

1) Voir, p. ex, Ch. de la Vallée-Poussin, Cours d'Analyse Vol. II, Ivieme &di-
tion pp, 116—119,
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sin rao
r

(24), B(z, n, m)==—2cos mz E
rel

En vertu de (23) ces polynomes sont uniformément bornés. Ce-
.pendant, en les mettant sous la forme

(25)1 Q(x, n, m) =2 CDB (mr"' r)x . znv o8 (mr+ 7‘) 2

(25)y R(z,n,m) =2 sin (mr—— e z”v sin (mr-{- Nz

on voit, que certains segments de ces polynomes peuvent prendre
des valeurs arbitrairement grandes, & savoir

(26), 5.(6, 0) =2—}~]og n.

L sin (m—7) 0 .
T Vom__ . = n\ 1
—— — —e p
,_5,_ - =sing (1 m) 5 p
Le polynome R est conjugué au polynome @ et l'on a
G)  [Qamm|S2M; |[Ramm)=|q<2M

quels que soient 2, n, m, en vertu de (23).
IV. f étant une fonction 1° absolument intégrable dans 0, 2m).
2° identiquement nulle pour ¢ <z <<b
la série de Fourier de f et la série conjuguée f* sont uniformé-
ment convergentes dans Iintervalle (a--&, b — &) quel que soit >>0.

(26), s_(R, %) -

§ 7.

En abordant la démonstration du théordme du § B, je consi-
Vdére le cas particulier: E=W, W étant un ensemble dénombrable
queloconque de période 277, Je m’appuie sur Iexistence d’une fonction
h(z) jouissant de propriétés suivantes ):

%) On peut obtenir une fonction h satisfaisant & toutes les conditions déman-
dées, oen modifisnt légérement 1'exemple analogue de M..Fejer (Voir l. ¢, dans la
note 1° p. 133). Dans cet exemple les conditions 1°, 2, 89, sont remplies, mais 4° ne
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1° % est une fonction continue de période 2.

90 la série de Fourier de h est partout convergents, mais la
convergence en est non uniforme dans le voisinage des points

=2km; k=0, + 1, £+ 2,...

3° la convergence est uniforme dany chaque intervalle (27k--¢,
2n (k-1)—¢) :

4° les sommes partielles de la série de Fourier de % sont uni-
formément bornées:

{(28) [s.(h, )] =<1 quels que soient n et a.

Il en résulte, qu'aux points & = 2kn la suite {s,(h,z)} présente
le phénoméne de Gibbs:

Y(@)=1>0 pour x=2%kn
ot que le phénoméne ne se présente pas si zkkm
Soit
W == {w,, w,, 1y,...}.

2]
Je choisis les nombres ¢,>>0 de la maniére que e, soit conver-

8=1

gente et je pose
9) H(z) =2' e, h(x—w)
. sl

{28) entraine |h(z)]. <1 pour tous les z, de sorte que la série (29)
est uniformément convergente et H(z) — une fonction partout continue.

T'est pas. M, Féjer définit sa fonction h comme il suit, II pose
S .
h(z) =3 ax. R(, nay 102) (Voir LI §86)
kel

les nombres a; >0 y sont choisis do la maniére, que la série Jax=4  soit con-

_vergente; puis les nombres naturels 7 de fagon, que:

'ﬁ') lim a,,.logm:-{-oo‘

k—>o0
ot enfin 7 de la maniére, que deux polynomes voising p’empétiaient I'un sur I'antre:
My1 — Mg > My=f 1. Si Pon remplace la condition (t) par
) limay.lognm =L =2MA4-1
(mais L < co; M clest la constante qui figure dans (27)) on obtient une fonctifm h
jouissant de mémea propriétés 1°, 2°, 8%, mais le phénoméne de Gibbs est mainte-
nant fini ot les sommes partielles s,(h, #) sont uniformément bornées,
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On vérifie aisément, que la série de Fourier de H est partout
convergente, qu'elle présente le phénoméne de Gibbs aux points.
zeW et seulement aux ces points la. La démonstration s’appuie sur

1a formule

s.(H, %) =Z &,.5,[h(z—w,), x] X
=]
et Uhypothése (28) y joue un rble essentiel. Cette démonstration
est si évidente, que nous I'omettrons iei.

Remarque I Si I'ensemble W est dense dans (0, 27) la for-
mule (29) nous donne l'exemple d’une fonetion continue H dont la
série de Fourier est partout convergente mais pas uniformément
dans tout intervalle ), si petit qu'il soit,

Remarque II. Si W est un sous-ensemble dense d’'un ensemble
fermé F donné d’avance, la formule (29) définit une fonetion con-
tinue H dont la série de Fourier admet tous les points z¢F comme
des points de convergence non uniforme et seulement ces points li.
Nous avons ainsi résolu, en passant, le second des problémes signalés.
au § 1.

§ 8.

Je considére maintenant le cas E=— P, P étant un ensemble
parfait non dense, de période 277, donné d’avance. On peut supposer
que le point x=0 appartient & P et ne considérer que la partie
de P située dans lintervalle (0, 27) = I. Le complémentaire
C(P)=I—P de Iensemble P se compose d’une infinit¢ dénom-
brable de segments ouverts

bh=(0,b); k=1,23,...
n'empiétant I'un sur l'autre.
A chaque intervalle d, je fais correspondre un polynome de Fé-
jer (§ 6 III)

"k

(B0 Q.,() =0 n,n,4)=2sin (1,4 1)z. 2 sinrr:c.

ra=1

*) Le premier exemple de co genre a 4té obtenu par M. Steinhaus »8ur la
convergence non uniforme des séries de Fourier® Bull. de I'dead. d Se. de Cra-
covie 7. IV. 1913. L'exemple du texte est plus simple; il est rapproché de I'exem-
ple de M. L. Neder ,Konvergenzdeffekie der Potensreihen stetiger Funktionen
auf dem Rande des Konvergenzkreises® Math. Zeitschr, Band 6, Heft 3/£ 1920,
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Les nombres naturels s, y sont choisis comme il suit. Soit

Bl

(31) a=p.5; k=1,23,...

oi #>0 est une constante absolue, que Ije définirai plus tard, et
d,=>b,—a, est la longueur du segment d,. », c'est lo plus petit
noinbre naturel satisfaisant & la condition

(32) 2 <¢.logn, <38
Posons
(88) 6. D (@—c) =@u(x) ot ¢ =4%(a+5)

En écrivant @, sous la forme (25), § 6 nous voyons, que:

"k
1
(34 |sn(@i 2)] < 26, 3~ <87

re]
quels que soient m, & et x.
Et cependant

"
1
(35) snk(‘}’ka ) = ek-zv p > ¢.logn, > 2

ral

en vertu de (32).

La fonction ¢, va étre maintenant multipliée par une ,fonction
localisante“ A,. Cest une fonetion de période 2z satisfaisant aux
conditions suivantes:

10 4,(2)=0 pour 0 <z =<a,+4.6, et h—}.0<2=<2n
2° 4,(z) =1 pour |[x-—c|=3%.0,

2 — —
3° A,() =[sin%.(x——ck)] pour §.0, S |2 —c = 16
Cette fonction 4, est partout continue et dérivable; 4, est une

fonction continue i variation bornée et on a

4

(36) A =5

quels que soient z et k.

"l 1
1 8w <§:—l’;, ona g <l et 2. 3 < B¢, [1--log m] <8 d'aprés (32).
re=l
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Posons enfin
@7) : 9u(@) - 4(2) = ().
La définition de la fonction cherchée f(x). Je pose

L fl@)=1,(z) si zed, 0=2=2m); k=1,223,...
IL f2)=0 si =zeP.
L fiz - 27) =7f(z) quel que soit &

{37), (88), (1), (27) et linégalité 0 =< 4,(x) =1 entrainent

8) )| S p. .20
pour tous les zed,.

Cette indgalité nous permet de vérifier, que /' est une fonetion
continue et partout dérivable. En effet. 1° si wed,, on a; f/ =1y, =
=@t &y 2°5i zeP, on a: f'(z) = 0. Nous démontrerons,
p. ex,, que la dérivée droite fy(x)=0. Pour z==gq, cela résulte
immédiatement de la condition 1° imposée & la fonction 4,. Sup-

posons done z=Fa, (k=1,2,...) et envisageons le quotient

ole )= TEFD=IEO_FAD) g, 1

Si fle+h)=0, on a: oz, h)=0; si f(#+h)==0, le point
{x~h) appartient & un segment d,, on a certainement z+h>
> m-+4467) et (88) nous donne
5, 2M _2Mu d, 2Mu 6, 8Mp
nR = I 'x—i—h-a,"s" ] ';’3‘1_’——1—’“

(39)  Je@h]=u.

b tendant vers 0, on a /> oo et lim o(, h) = 0. D'une manidre
h—»00

analogue on établie I'égalité £;(x) =0 si x¢ P,
La fonction f(z) étant dérivable, sa série de Fourier

(40) 140+ 3 4 cosma+ B, sin mo
mm] .

converge partout vers f(z),

Nous allons montrer' que les sommes partielles s,(f, ) de la
série (40).

(f) présentent le phénomséne de Gibbs en tous les points de

!) D'aprés Ia condition 19 imposée & A,.
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Pensemble P; (tt) ne le présentent pas en aumcun point n’appar-
tenant & P. ) ‘

Pour démontrer (11) il suffit de remarquer que la série (40) est
uniformément convergente dans chaque intervalle (@1€ b —e);
k=1,2,.... En effet. Dans lintervalle 6, on a f=1,. La série
de Fourier de v, est absolument et uniformément convergente (en
vertu des conditions 1°, 2°. 8¢ imposées 4 4,) et nous pouvons ap-
pliquer le théoréme IV § 6 [lo role de la fonction f joue mainte-
nant la différence /—,].

Il reste & vérifier (t). Pour s%n persuader il faut comparer les
sommes partielles s,(f, z), 5,(y,2) et s,(p,, 2). .

« étant un point de lintervalle d,, envisageens d’abord la dif-
férence

xd .
@) aha)—an =35 [ O w0l El—r)di=

>~

] L]
= [ro-Ee—aa+ 5 [FORE—od=R B

*—n

Considérons, p. ex. R,. 8i f(#)5=0, on a:

- t— —
tedy; t>a,413; ’.—;>—~2J—”>§6;

done
(42) 3 ,
7(#) 2Mu 6 Mu
176 Kufa— )] 5 i <20, et L)

Il s'ensuit

Bl S5 82 M (e —b)
Tout pareillement
' |R,]§%.32Mu(a,—x-}-n)

done

(43) [8a(f, @) — 8y 2)| S |Bu| +- | Bs| S 32 M =1

1) Car y,(t)==s(#) pour tedy et ¢, =0 en dehors de dj.
%) Dans cette chaine des inégalités on s'appuie suceéssivement sar (19), (38)

et sur la remarque snivante: pour 0 << & <11; ona: sinx < }o.
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pour tous les #, F ei zed, en supposant, qu'on a pris précédemment

1
(44) U= EPYTh
En particulier
(45) ’S,.k(f; ) — Sn, (P a|=1
quel que soit
D’autre part
+n
sittn ) =55, [ HOBO Kt—2)dt=
otn o
l
[At)— An(@)) (0 K. (6— ) dt 4 22, f B Exlt—a) de
c’est;é-dire
1 Ed
(46) (s, 2) = 4,@). 3, (91, 2) + 5~ f (4()— A (@)] 9t) Eo(o—b) dt

. =
quels que soient z, n, k.

D’aprés (36) on a toujours:

llk(t)——l,‘(w){< e
t—ux fzi_
done
47 Al — h(2)] Kot — )| < [0 — 4()
I O T I =
<9 )—A(@)| | jt—2) < dn . 4n?
= t——w [amg(t—m) =% "2 =37
et la formule (46) nous donne
(48) 010 ) —4(2). (g 2| < 22 2 M. g = BP Mot m*
3, k2 47

en veriu de (33), (31), (27) et (44).
En particulier, en posant n==mn,, x==¢, on obtient

(49) [0 1y 02) — 5, (s, )] < 4%:
quel que soit k.

1) Pour OSs<§ on & 1g__§f_2‘
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En rapprochant (35), (45) et (49), on obtient
nﬂ
(50) gy 0 = 1— .

A Taide de cette inégalité il est aisé maintenant de démontrer
(f). Soit # un point de l'ensemble P; x est un point limite d’une
suite extraite de la suite ¢, ¢y, ¢s,..., done, en vertu de (50), le
maximum de la suite s,(f, ), au point  est =1:

L)=1 si 2eP  [Voir § 2).

D’autre eoté
lim s,(f, ) = f(@) =0
n =00

done
) <0 sixeP
et
{81) (@) = w(@) = L) —Iix) = 1.

Le phénoméne de Gibbs se présente donc aux tous les points

.de l'ensemble P.

§ 9.

La condensation de la singularité obtenue au § 8 sera toute
facile, grace & la circonstance suivante: les sommes partielles s.(/, x)
de la série (40) sont uniformément bornées,

En effet. De l'inégalité (48) on déduit

(52) 8%y 2)| = AWl(@). |5, z)|+4kz 8+4k2 8+ 3

-quels que soient 7, k, & d’aprés (34) et linégalité 0 < A.(z) =1.

‘En rapprochant (52) et (43), on obtient
]
s @) <9+ T

pour tout » naturel et xeC(P)?)
I’ensemble P étant non dense, on en coneclut

(3) Is.(f, )| <9+ %

quels que soient n et .-

1) Rappellons que C(P) c'est lo complémentaire du.P.
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La fonetion f(z) construite au § 8 jouit dome de propriétés sui-
vantes
19 f.est une fonction continue de période 2x
2¢ la série de Fourier de f est partout convergente
30 la suite s,(f,2) présente le phénoméne de Gibbs en chaque
point ze P et on a

(1) : Hx)=ow(x)=1 pourtout zeP
4° aux points z ¢ C(P) le phénomene de Gibbs ne se présente pas:
F@)=0 s £eC(P)
5o
(54) ls.(f2)| =V

. 758
quels que soient n et z, V=9+2— étant une constante absolue,

qui ne dépend pas de l'ensemble P.
Soit maintenant .
(55) Ey=P, + Py 4 Py ...
une somnre des ensembles parfaits non denses donnés d’avance. On.
peut supposer, que

(55) | BCPHCARC..

A chaque ensemble P, le raisonnement du § 8 fait correspondre
une fonction f,(z) satisfaisant aux conditions 10—5°.

Posons
(56) Fa)= 3 . fula).
ma=]
Les nombres &,>>0 y sont choisis de la manidre que
o 1
5 =4 ' = . BX. £, = |
(57 s,____‘ Vo, ot e, wg:s, <p ex. &, (4V+1)"'>
De la condition 5° on déduit
(58) @)=V

quels que soient m et .
La série (56) est done uniformément eonvergente et sa somme
F(z) est une fonction continue. En profitant de la formule

(69) a(F2)= 3 e..8,(fu, 7)

My

Phénomeéne de Gibbs. 148

et en g'appuyant sur les conditions 2° et 59 on vérifie sans peine
que la série de Fourier de F' est partout convergente.

Cela posé, considérons un point z¢ E,. On a ze P,— F,_; pour
un p naturel, bien déterminé. Décomposons la somme (56) en trois
parties:

=1 oo
60) P@) =Y eafut&fot I eufu=g0.0) + ga(2) + 9:()
. LLo8 Mmep4-1

et respectivement

(61) 8.(F, 2) = 8,(91, @) +- 8,(91, %) + 3.(g5, @)

L’oscillation de-la suite s,(g;,#) au point™z est nulle en vertu
de 4°:

(62), 0, (%) = 0.

Puis
(62)s 0,(®) =,
en vertu de (51).

Enfin
(62)s 0, (%) <2V.0, .
en vertu de b0 et (57); (61), (62)1, as o6 (B7) entrainent
(63) 0y (%) = Gp(2) =2V .0,> 0.

En tout point zeF, la suite s,(F,«) présente done le phéno-
méne de Gibbs. D'une manidre analogue on prouve, quelle ne le
présente pas si x e C(H).

" Soit enfin

(18) E=W+ (@ +P+.)=W+E,

un ensemble quelconque F, de premitre catégorie donné d'avance..
On peut supposer, que les ensembles W et E, sont sans points- .
communs.
Posons

(64) . G@=H@)+Fe)

ol H(x) et F(x) sont les deux fonctions définies respectivement
aux §§ 7 et 9 par les formules (29), (56).

G(x) est une fonetion continue; sa série de Fourier est partout
convergente, présente le phémoméne de Gibbs aux points zeE et
seulement aux ces points I,
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Nous avons résolu de cette maniére le probléme IIT posé au § 1:

,Lensemble E de ces points « ol une série partout
convergente de Fourier d'une fonction continue pré-
sente le phénoméne de Gibbs — cet ensemble £ est
un F, de premiére catégorie le plus général“.

§-10.

Un' théoréme analogue peut étre énoncé, nous allons le montrer,
sur le phénoméne de Gibbs présenté par les séries de puissances
convergentes sur le cercle de convergence. Pour obtenir ce théo-
réme il faut étudier de plus prés les séries conjuguées aux séries
de Fourior construites aux §§ 7, 8, 9.

Nous commengons par V'étude de la série /* conjugué A la série
de Fourier de la fonction f du § 8. Nous démontrerons, que:

(a) la série f* est partout convergente.

(b) ne présente pas le phénoméne de Gibbs en aucun point
n’appartenant.i P.

(c) a ses sommes partielles 0,(f, ) uniformément bornées [Voir
(20) § 6.

(d) la fonction f* est partout continue,

La proposition (a) résulte immédiatement de la dérivabilité de
la fonction f; (b) est un corollaire du théordme IV §6; la démon-
stration de (c) est toute analogue &.celle de la propriété correspon-
dante des sommes partielles s,(f, ). Il fant seulement remplacer
partout le noyau K,(z—%) par le noyau I,(x—1¢) [Voir (19) et
(20) § 6]. Ainsi on obtient d’abord

(43%) o.(f,2) — 0.y, @) = 29)
quels ‘que soient 7, k, et x¢d,.
Puis

(46%) 0, (v, ) = Ni2). 0,(p,, :z:)—}-g-’; f [4(t) — A4(@)] 9u8) L(zx—8) dt

1) Pour 842kn: KL<

cos oo
2

P L) <2

co aao—;
obtient une borne supérienre 2 fois plus grande que dans l'inégalité (48).

c'est pourquoi on

icm
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d’olt _ v

. 8n® 2M.u.0, , 2 2
(48%) [0,(ty 2)— Au(@) ﬂ.(%,x)lé-g—-*—f:—-—=16Mu-%=2%;

quel que soient , k, z; (43%), et (48%) et P'inégalité io,(p, 2)| < 8 9
entrainent 2 ;
n
(53%) lo(fi2)| =10+ 5
quels que soient n et x.

Passons & la démonstration de (d). Cette démonstration est un
peu longue et nous la partagerons en troits parties. Nous démon-
trerons notamment:

L fHato) =/ *(@); f*(h—0)=/*b); k=123,
II. en désignant
{65) ¢, = Maxim |/*(x) — f*(a))! f)3p_c_)51}r z €0,
on a: lim g, =0 -

II1. f* est continue sur P.

Ces propriétés sont suffisantes pour pouvsir affirmer la continuité
‘de f* (rappellons que f* est continue & lintérieur de d, d'aprés (b)).

Je pars de la formule

2 t .
(22) 7o) =— g [ [ —Fla) ot 5"
ot de la formule analogue 02

T i
@) vt =—gx [ ) —wn@) ety dt

Soit xed,; en rétranchant (66) de (22) et en tenant compte du
fait, que w,=/, dans lintervalle d, et ¥,==0 en dehors de d,, on

obtient ,
1 " t—x
6) vt =—g; [ FO—n@let5d=
0
1 t—ax
—,-—%.ff(t).cot———g——.dt
o8y
ot C(d,) = (0,a,) + (bs, 27) est le complémentaire de T'intervalle &,

"k gin rx
1) Car zp;*{: — ex. cos (my1) . El

Comparer: (34).

F a 4+ Math (] " m. 10



Yakuza


146 Z. Zalcwasser:

En particulier pour z = a,:
t—a

(68) @) — i () = — 21—” / £(#). cot 2% gt
(67) et (68) donnent o
(69) 7@)— (@) =[p1(@)— vi(a)] —

- 217: sin = 3 . 4 sing (¢ ——ic()t.) ;iClrlt%(t )

A l'aide de cette formule il est aisé maintenant de démontrer I
et IL

_1 J(®) dt _
(10) 9—2anin§(t~x).sin\}(t—-a,‘)__

() dt |
_2 2% _/V511111}(15—x).8111%;(f—~ @)

=1 (14k)
Pour 0, <t<b, et f(t)5=0 on a

| /() 7@ 2Mu.d, _b12Mu_ 16
lsin § (t — ). sm%(t~aﬂ)!*<-"smf 16§la B R O T
done

lfl . e 16 16
r 'sin%(t—z).sin%(t_ak)l§6,.l_2::1=__;
et (70) nous donne .

11 o 1w

™ “2!_27; i <%'16'_6""‘§75'

el
En portant cette valeur dans (69), on obtient

(T2) @) —=7*(a)] < |9 (@) — w (a)] + 4.7 .5in § (2 — a);
[quel que soit z¢d,).

11 en résulte immédiatement S*(ax4-0) = f*(a,). D’'une maniére
analogue f*(b,— o) = F*() et I est ainsi démontré.

*
1) Comparer avec (42).
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Pour cbtenir II faisons eroitre n indéfiniment dans Iinégalité
(48%); il vient & la limite:

(13) 1PF (2) — () o x)!.—:w
Or

.
@i () = — €. 2co8 (n,+ _l)w 2 smrrx

re]

[Voir (30), (33) et III § 6] done |@f(z)| =2 M.¢, et (73) entraine

(74) ¥ ()| < 2. e,,—]-%

quels que soient xz et %.
Maintenant (72) donne

(18) (@) —fHa)| S 4AM. e+ W 4 sin o —a)
quel que soit zed,.
Cette inégalité justifie II.
Pour établir III nous ferons usage d'une propriété de la foncnon £

. qui n’était pas utilisée jusqu'ici, & savoir:

plia dérivée f*(z) de la fonctlon f est uniformément nulle sur P,
c’est-h-dire

h——)() h—tO

uniformément pour tous les z e PY.
En effet. Reprenons le raisonnement dont nous nous avons servi
pour obtenir (89). N étant un nombre naturel quelconque, désignons

Uy=06+ 6 +...F 6y Tw=C(Uy=(0,2m7)—U,
) yy =minim, §, pour 1 <s< N
Pour xeP et |h| =}y, linégalité (39) donne

an ]f(x-i—h})b S

quel que soit xeP car, si flz+h) =0, le point (z 4 h) appartient
b T, done & un &, tel, que I> N. (77) justifie (76).
Cela posé, revenons & la démounstration de IIL

Soient 2’ et x” deux points voisins appartenant & P. On a

: 10%
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in 2 : .
P =gy [ 1.0t b= g f 1o s
. ; ;

. in
) =— 9}5 f F(a" ) ot 5. ds
-0

d'od
(8) F)— ) =—ge f [t 4-8)— Fle + .ot . ds =
2,;—7
——2—1,;{f+f+f = D,4D,+ D,
0 Sy

Le nombre y<C0 y est choisi de fagon, que
| .
(19) Aetd <

quel que soit xe P ot 0 <<|s| <<
Déterminons encore > 0 de la maniére, que

(80) [fl@)) —fle)| ey quand [@,—a| =1
On a maintenant pour |s| <<y
If(x“-}—s).cot-;-'g_.?.‘f( %§

en vertu de (79). D’une maniére analogue:

( [f(m’—{-s).cot%_s_?e

de sorte que

(81), ]Dlls ey 2L LY
Pareillement ’

(81), Dy = o 2 .. de
Enfin

1 2 1
(81), |D,]§_—2-E.e.y.;‘-.(2n——2y)<ﬁ.4s(2n-—-2y)

en supposant, que &' et 2 vérifient la condition

|2 —a"| <7

icm
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(78) et (81),5,5, donment
(82) |f*@")—f*(@)| <desix'eP, 2"eP et |2 —u"| <1

Cette inégalité justifie IIL. _
Les propriétés (a), (b), (¢), (d) de la fonetion 7* sont ainsi com-

plétement démontrées.
§ 11.

La série F* conjuguée & la série de Fourier de la fonction F
du § 9 jouit de propriétés analogues aux propriétés (a), (b), (c), (d)

“de la série f* établies au § 10.

En effet. De la formule

(59%) o,(F,x) =2 &s. 0,(fn, @) |
Mmaa]

et des inégalités: ,

8%, 0fer )] S 104+ 5 =

quels que soient n, m, x et
(58%) @) = V*

quels que soient m et z on déduit tout de suite

(56%) F*(z) = lin 0,(F, z) _—_-2'8,, (@),
m=1

Cette formule prouve, que

(A) la série F*(x) est partout convergente.

En tenant compte de (58*), on a aussi

(D) F* est une fonetion continue.

En tenant compte de (53%), et de la propriété (b) du § 10, on
vérifie sans peine:

(B) la série F* ne présente pas le phénoméne de Gibhs en aucun
point n’appartenant & E, =P, 4+ P, 4-...

Il reste encore A étudier la série H* conjuguée i la série de
Fourier de la fonetion H du § 7. Malheureusement, cette série est
divergente en tous les points de I'ensemble W du § 7. La cause en
est le fait, que la série h*(z) conjuguée & la série h(x) dont nous
nous avons servi pour obtenir H(z) — cette série A*(x) est diver-
gente pour x = 0. Mais on peut tourner cette difficulté, en prenant
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comme base de la condensation une autre fonetion %(x) satisfaisant
sauf aux conditions 1°—4°-du § 7 aux quatres conditions nouvelles

(6% la série h*(x) est partout convergente R

(6° la convergence de A* est uniforme dans lintervalle (e, 27~—é)
quel que soit ¢ >0

(7° les sommes partielles o,(h, x) sont uniformément bornées

(89 la fonction A* est partout continue.

Pour obtenir une telle tonetion h, on pose dans lintervalle

I<zr=zmnm: _

h(@)=7.(x) si xed =<7‘__’;_1, %) k=1,2,...
ol ¥, et 8, se correspondent précisément de la méme manidre que
¥, et 6, au § 8 Dans lintervalle —n <2z <C0 on pose, p. ex.
h(z) = — h(—=z) et h(0) =0.

La fonction h ainsi détérminée jouit de toutes les propriétés
10—8°% La marche & suivre ‘pour s'en persuader est évidente: il
fant répéter (avec. des simplifications convenables) les raisonnements
faits aux §§ 8 et (10) pour établir les propriétés analogues de la
fonetion £,

Si, en partant de cette fonction A(z), on définie H| (z) par la
formule (29), on obtient une fonetion dont la série correspondante
H* est partout convergente, a une somme partout continue et ne
présente pas le phénoméne de Gibbs en aucun point v'appartenant a W,

Des propriétés des séries F'* et H* énoncdes plus haut, il ré-
sulte immédiatement, que la série

G* = F* | H* |
conjuguée i la série de Fourier de la foriction G du £9 [(64)] est
1° partout convergente, o

29 & une somme continue

8° ne présente pas le phénoméne de Gibbs en aucun point n’ap-
partenant & E=F 4 W, ’
Considérons maintenant la série de puissances

BO=3+ . —ib)e; 2=z iy

ne=]

ot a,, b, sont les codfficients de. Fourier de la fonetion G(x).

icm
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Sur le cercle |2/ =1 (z=¢?) on a

(84) BE=6(0)+icv0)
Cetto série est convergente et a une somme continue pour tous les 4.
Il est aisé de définir le phénoméne de Gibbs pour une série de

la forme (84). Comme mesure du phénoméne on peut prendre,
p. ex., le nombre

Ip(6) = 95(8) + Iu(6)

#:(6) et Fcu(0) étant les mesures du phénoméne de Gibbs relatives
sux séries G ot G¥. Ayant adopté cette définition, on démontre tout

“de suite, que la série (84) présente le phénoméne de Gibbs aux tous

les points de Pensemble E et seulement aux ces points . Nous
avons done le théoréme

Théoréme. 1° L'ensemble E de ces points z=e® du
cercle [s/ =1 ol une série de puissances, partout con-
vergente sur le cercle de couvergence |z/=1, pré-
sente le phénoméme de Gibbs — cet ensemble E est
un F, de premiére catégorie.

2° Ayant donné sur le cercle |2/=1 un ensemble
quelconque E du type F, et de premidre catégorie, on

‘peut définir une série de puissances convergete et

coutinue pour |2/ =1, qui présente le phénoméne de Gibbs
aux tous les points de l'ensemble £ et seulement aux
ces points la.
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