Sur la séparation d’ensembles situés sur le plan.
Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Je me propose de développer dans cet ouvrage une méthode
qui me parait utile pour Pétude des coupures du plan et qui permet

souvent d'éviter I'emploi des lignes brisées et des polygomes appro-

ximatifs. :

D’aprés un théoréme bien connu, si 4 et B sont deux continus
bornés sans points communs, on peut couper !) le plan entre eux
a Paide d’une courbe simple fermée (un polygone). Dans le cas plus
général, ol A et B sont deux ensembles connexes séparés?) et

bornés une telle courbe simple fermée peut ne pas exister; il existe, -

toutefois, un continu Squi coupe le plan entre 4 et B et — comme
je prouve — on peut s'arranger de fagon que ce continu différe
aussi peu que possible d’une courbe simple fermée. Plus précisément:
S est en chaque point de S— A B localement un arc simple (aux
points de I'ensemble 4B son caractére est imposé par 4 et B); de
plus, S — tout comme une courbe simple fermée — constitue la
frontidre commune de deux régions.

Ces deux propriétés conduisent & la conclusion importante que
le ,séparateur” 3) S se laisse décomposer d'une fagon cyclique *) en

1) Un ensemble E coupe le plan entre X et ¥, si XE=0=YE et ¢l
n'existe ancun continu C disjoint de E tel que XC0+ ¥C,

3) 4 et B sont dits sépards, lorsque AF-}- BA=0; un ensemble est dit
connexe, lorsqu'il n'est pas somme de deux ensembles séparés non-vides,

3) Pour la définition précise de ce terme, voir § 1.

4} La décomposition (en ensembles fermés disjoints) = 3Ty, ol £ parcourt
la circonférence, est cycligue, si Pégalité lim &,=£, entraine: Lim sup Z'EnCTén
(c’est-a-dire que les formules p, 2 Ty, ot p==limp,, entrainent pe Tg). La fonc-
tion § = f(p), définie par la condition peTg, est continue suy S, (Voir ma note
Sur les décompositions semi-continues d'espaces métriques compacts, Fund. Math,
X1, pp. 169—185).
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gous-continus:
S = E T &

Iindice § parcourant une circonférence et T} étant, soit une com-
posante ¥) de A B, soit un point individuel de §— 4 B,

En particulier, dans le cas ot 4 B est punctiforme ?) (ou vide),
chaque tranche 7; se réduit & un seul point et S est alors une
courbe simple fermée.

Il est & remarquer que la propriété d'stre déeomposable d’une
fagon cyclique en sous-continus n’appartient .pas & toutes les
frontiéres communes & deux régions *). C'est bien de cette propriéts
du séparateur que provient son utilité.

En s'appuyant sur cette propriété, j'étend plusienrs théordmes
qui concernent les relations entre des courbes simples fermées et
des continus au cas ol il s'agit de relations entre les séparateurs
et les ensembles connexes. Tel est, par ex. le théordme suivant: si
Pon unit un point situé & lintérieur du cercle & un autre situs
& lextérieur par deux ares qui ne se remcontrent pas sur la cir-
conférence, ces arcs coupent le plan entre deux points de la circon-
férence; je généralise cet énoncé dans le th. II, o je remplace les
arcs par des ensembles connexes arbitraires et la circonférence du
cercle par un séparateur (assujetti & certaines conditions).

Tel est encore ce théoréme: ab et (ab), étant deux arcs n'ayant
que leurs extrémités en commun et étant situés (abstraction faite
des extrémités) I'un & l'intérieur et I'autre 4 lextérieur d’un cercle,
leur somme coupe le plan entre tout couple des points situés sur
la circonférence entre lequel leur produit coupe la circonférence.

Je généralise cet énoncé dans le th. IV, que jappelle théoréme de

réeciprocité.

1) Un sous-ensemble d'un ensemble E est dit sa composante, 8'il est con-
nexe est n'est contenu dans aucun autre sous-ensemble connexe de E.

3) Un ensemble est dit punctiforme lorsquil ne contient aucun continn
qui ne se réduise pas & un seul point.

3) Par ex, les continns indécomposables ne jouissent jamais de cette propriété;
plue généralement: les continus ,monostratiques® (j'appelle ainsi tout continu qui
est une somme finie ou dénombrable de continue indécomposables et de continus
de condensation). D'autre part, toute frontiére commune 4 deux régions et non-
monostratique se laisse décomposer en sous-continus d'une fagon eyclique. (Voir ma
note Sur la strulture des frontidres communes 0 deux regions, ce volume,
pp. 20—42).
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Dans le cas ot 4 et B sont deux ensembles connexes bornés
et séparés, le théoréme de réciprocité permet de déduire les pro-
priétés de l'ensemble A+ B relatives au plan des propriétés de
Pensemble 4 B relatives au séparateur des ensembles 4 et B.

Ainsi, en particulier, si ni 4 ni B ne coupent séparément le
plan, le nombre des régions en lesquelles A+ B coupe le plan est
égal au nombre des intervalles® en lesquels 4 B coupe’ le sépara-
teur (normé) des ensembles 4 et B. De Ia résulte facilement le
théoréme de Jordan. _

A Taide des séparateurs je parviens, entre autres, au théordéme
suivant: A et B étant deux ensembles connexes bornés et séparés
et a et b deux points entre lesquels A+ B coupe le plan tandis que
ni 4 ni B nlest une coupure entre ces points, il suffit d’ajouter
3 A+ B deux points convenablement choisis pour que l'ensemble
ainsi obtenu coupe le plan entre ¢ et b. Il serait intéressant de re-
connaitre, §'il est vrai que, lorsque A4 est un ensemble connexe tel
que A coupe le plan entre deux points, il existe un point qu'il suffit
dajouter & A pour obtenir une coupure entre les deux points con-
sidérés?

La plupart des théorémes. mentionnés jusqu'ici se trouve dans
le § 2, qui concerne les propriétés des séparateurs. Le § 1 contient
des théorémes d'existence; je reviens au probléme d'existence des
séparateurs cyeliques & la fin du § 2 aprés avoir établi quelques
propriétés des séparateurs qui sont nécessaires pour traiter ce pro-

bleme. Le § 3 est consacré plus spécialement aux rapports entre les .

frontiéres communes & deux régions et les continus irréductibles
entre deux points. La méthode des séparateurs y st utilisée con-
stamment.
Tous les théorémes concernent les ensembles situés sur le plan
Euclidien. ‘
§ 1
Existence des séparateurs.

1. Définitions. 4 et B étant deux ensembles séparéds, S est dit
séparateur de ces ensembles, lorsque S est une coupure irréductible
du plan entre eux; autrement dit, lorsque S est une coupure entre
chaque couple de points extraits de 4. et de B, tandis que, pour tout
vrai sous-ensemble fermé X de S, il existe un tel couple: aed, beB,
entre lequel X ne coupe pas le plan.

icm

Sur la séparation d’ensembles. 217

On tiendra compte du fait que, dans le cas ot 4 et B sont con-
nexes, leur séparateur est la frontiére commune de deux régions qui
contiennent 4 et B resp.?!); en symboles S== F(P)= F(¢Q), P et
(Q désigpant les régions en question.

Le séparateur S est dit normé, lorsque

) SA+B)=AF

et lorsque, en outre; S est régulier ) en chaque point qui n'appar-
tient pas & 4 B.

Le séparateur est dit cycligue, lorsqu’il constitue la frontidre
commune des deux régions qui contiennent A et B resp. et admet
une décomposition cyelique en sous-continus (au sens établie p. 214,
note ); cf. aussi la mnote #) p. 215). :

2. Théoréme I. 4 et B étant deun ensembles bornés 3) séparés,
il existe entre eux un séparateur S normé et borné,
De plus ¢),

2) i XCS8—A4 e zeXB,
il existe dans tout entourage de x un continu K iel que
(3) KA40KX e KB=0.

Démonstration?®). Soit E, Pensemble de tous les x tels que

1) en vertn du théoréme suivant: pour qu'un ensemble fermé E soit une cou-
pure irréductible entre o et b, il faut et il suffit que 4 et b appartiennent 4 deux
régions distinctes situdes en dehors de Eet que E constitue leur frontiére commune.

%) Un ensemble E est dit régulier (au sens de M.Menger) su point p lors-
qu'il existe un entourage de p relatif 4 E aussi petit que l'on veut et ayant la
frontidre (relative) composée d'un nombre fini de points, ’

3) On peut, d'ailleurs, supposer que ce n'est que 4 qui est borné.

4) Nous n'allons nous servir de cette propriété que dans la démonstration du
théoréme V.

5) L'idée de cette démonstration n’est pas nouvelle: elle apparait, par ex.,
chez M. R. L. Moore dans sa note Concerning the separation of point seis by
eurves, Proc, Nat, Ac, Se. XI, dans la démonstration (publiée par M. Knaster
et moi, Fund, Math. II, Sur les ensembles connedes, th, XXXVII) de l'existence,
pour tout couple d’ensembles connexes séparés, d'un continu qui coupe le plan
entre ces ensembles. Nous nous sommes servis aussi de la méme idée en démon-
trant que 'accessibilité par un are équivant 4 l'mccessibilité par un continu arbi-
traire (dans l'espace n-dimensionnel); voir Fund, Math. V, p. 38, cf. aussi Kérék-
jarté Topologie 1, p. 82,
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- = 1
zed et <erB <y

L
n+41
o(», B) désignant la distance de x & B.

1l gen suit que E, est fermé et borné et que

(4 Z—-ﬁ:j‘ E..

n=0

En vertu du théoréme de Heine-Borel, il existe une suite finie

de cercles (ouverts) Ri,..., Bi & rayon <”"le“1 et tels que
®) ' E,CRi+...+ &,
®) E.B=0, i=1,.,k
) RI.E, =0,
Posons .
(8) ¢=3 YR
nem  iml

Je dis que: AC G. o
En effet, 4 et B étant séparés, ona A A — B et, comme selon

(4), (©) et (8): )
©) i-BC JECG

nued
il vient AC G.
J'établirai, & présent, la proposition’suivante:
(10) si pe G—A, p appartient & un Bp et dans Uentourage de p
il Wy a quun nombre fini de cercles Ri.
Supposons, en effet, que dans l'entourage de p il existe une in-

finité de cercles R}; on a done p=limp,, p.eRin (m=1,2,..)
et 7, < R,y Les diamétres de ces cercles tendant vers 0, on a,

en vertu de la formule (7); peﬁ E,, dou en raiscn de (4): ped.
neil

Tl en résulte aussitdt que, si pe G—4, il existe un cercle RI®
tel que pe Ry -
La proposition (10) est done établie.
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On en tire, d’aprés (6), I'égalits
(11) GB—4=0
d'ot GB =0, puisque BA=0.

Cela étant, l'ensemble F(G), comme frontiére de I'ensemble
ouvert (7, est une coupure entre 4 et B, La propriété d’étre une
coupure fermée du plan entre deux ensembles 4 et B, étant induc-
ctive !), I'ensemble F(G) conlient un séparateur S entre 4 et B.

Je vais prouver que ce séparateur est normé.

Comme S(_ @, il vient, selon (11): SB — 4 =0.

D’autre part, en multipliant (9) par S et, en tenant compte du
fait que SG =0 (puisque SC F(G)), on a SA—B=0. :

Done S(4--B) C 4 B. Ainsi, pour, établir I'égalité (1), il reste
4 prouver linclusion inverse.

Or, S étant une coupure entre A et B, le complémentaire de S
se décompose en deux ensembles séparés M et N tels que AC M
et B N; don

ABCMNCS

et, par conséquent: 4 B S(4+ B).

L'égalité (1) établie, nous allons prouver que Sest régulieren
chaque point pe §— 4 B.

Selon (1), pe S— 4; done pe G — A et selon la proposition (10),
il n'y a dans entourage de p quun mombre fini de cercles ;.
Par conséquent, l'entourage de p relatif & F(G) est contenu dans
un nombre fini de circonférences de ces cercles; F(G) est dome
évidemment régulier au point p. Il en est de méme de S, puisque
SC F(G).

11 est ainsi établi que le séparateur' S est normé. Le fait que
S (et G) est borné résulte facilement de la formule (7).

Supposons, finalement, que = et X satisfont aux conditions (2).
Soit C un cercle de rayon arbitraire, déerit du point .

Comme zeB, on conclut de (6) que x n’appartient & aucun
R et comme, d'autre part, il n'y a quun nombre fini de cercles
B dont le diamétre dépasse un nombre positif donné, on peut en-
tourer # d'un cercle C, assez petit pour que linégalité BG40

1) ¢'est-a-dive, que le produit d'une snite descendents  de conpures fermées
entre A et B est encore une coupure entre ces ensembles, De la re'suite, salon
an théoréme de M. Brouwer, 'existence d'nne coupure irrédunctible.
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entratne Vinelusion Ej C C. Or, Phypothése 2. b'd entraine l'existence
d'un point pe X C ef, comme XCS—ACG—4, i vient

peC.(G—4) 1l existe done, selon” (10), un cercle E tel que
peRr, Qo B;.C =0 et, par conséquent EfC C.

En posant K = R», on satisfait aux formules (3), en raison de
(T), (4) et (6)

Lemme. E dlant un vrai sous-ensemble fermé dun séparateur
borné S qui est localement connexe ) en chaque point de S— B, si §
constitue la frontiére commiune & deux régions, sa décomposition en
composantes de E et en points individuels de S—E est cyclique.

Démonstration. L'hyper-espace?) & de cette décomposition
est dvidemment localement connexe en chaque point de S—E

(puisque S y est localement connexe). D’autre part, tous' les autres

L points* de &, c'est--dire les composantes de E, constituent (d’aprés
un théoréme général de M. Brouwer) un ensemble punctiforme.

On en conclut que &7 est en chaque point localement connexe, car

les points de non-connexité locale ne forment jamais d'ensemble’
punctiforme non-vide %).

Or, J, comme hyper-espace localement connexe d'une décompo-
sition en continus d’une fromtiére (bornée) commune & deux régions,
est une courbe simple fermée 4), ce qui revient a dire que la dé-
composition considérée est eyclique.

Corollaire 1. A et B étant deux ensembles connexes S) bornés et
séparés, il existe enire eux un se’pamtém‘ normé et cyclique; sauf le
cas ol A B coupe le plan entre A et B°) (cas ok le séparatewr est
identique & A B).

1) c'est-a-dire, que pour chaque point de S — E il existe des entourages con~
nexes (relatifs & S§) aussi petit que I'on veut: La propriété d’atre un point régu-
lier d'un continu impligue la connexité locale (selon un théoréme de M. Menger,
Math, Ann, 95, pp. 300—301). )

. 3) glest-i-dire, la famille des ,tranches* de la décomposition envisagée, oi
Ton considére une suite T, T),..., comme convergente vers la tranche 7' lorsque
Lim sup T, T, Voir ma note citée, Fund, Math. XI, p, 171.

%) d'aprés un théorgme publié par moi, Fund. Math, III, p. 60.

) @’aprés ‘les théordmes () p. 24 et C p. 28 de ma note publiée dans ce
volame.

) Dans le §2 (th. V) nous allons remplacer I'hypothése de connexité par une
hypothése moins restrictive,

® Ainsi, par, ex,, dans le cas ot C est un continu indécomposable qui econ-
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En effet, le séparateur S est, comme nous l'avons dit au début
dn § 1, une frontidre commune & deux régions; on n'a done qui
substituer. dans le lemme préeéderﬂ}if 4 la place de E, pour
arriver & la conclusion demandée (A B est un vrai sous-ensemble
de S, puisque, par hypothese, A B ne coupe pas le plan entre 4
et B, tandis que S le coupe).

Corollaire 2. A et B éant deux ensembles bornés ef séparés et-
ped, qeB, il existe un séparateur S entre p et g tel que

12) SAi=S3B

et que S est régulier en chague point de S — 4 B.

Sauf le cas o A B coupe le plan entre p et g, S est un sépara-
teur cyclique. :

En effet, selon te th. I, il existe un séparateur normé S, entre
A et B. 8, étant une coupure.entre p et g, il contient une coupure,
irréductible entre ces points, c'est-h-dire, un séparateur S des points
p et g. En vertu de (1), on a S(Z—[—E)’:SZE ce qui équivaut
a (12); en outre, S, comme sous-ensemble de S, est régulier en
chaque point de S— 4 B. ‘

Si Yon suppose que AB n'est pas une coupure entre p et ¢,
ensemble SA B est un vrai sous-ensemble de S et, en vertu du
lemme, S est cyclique.

Corollaire 8 1). Si dans les corollaires 1 et 2 on remplace la con-

dition que A B me soit pas une coupure entre A et B (ou entre p et

g resp.) par Uhypothése que A B soit punctiforme, le séparateur S est

une courbe simple fermée.

En effet, dans ce gas, dans la décomposition §=3T; en com-
posantes de lensemble SAB et en points individuels de S— 4 B
toutes les tranches T; se réduisent a des points individuels. La

gtitue la frontiére commune de deux régions A et B, il'n'existe aucun séparateur
cyclique entre ces régions. ’ o
Evidemment, lorsque AB coupe lo plan entrs 4 et B, on & S=AB.
1) La partie du corollaire 3 qui concerne le corollaire 2 exprime d'une fagon
un peu différente une idée contenue dans le ,separation theorem* de M. R. L.
Moore, publié dans ce volume, .
Le théoréme suivant de M. Lubden en est une conséquence directe: K
gtant un continu borné, 7' un ensemble punctiforme, K— T=A- B deux en-

- gembles sépards et ped, geB, il existe alors une courbe simple fermée S qui

sépare p ot g et SK (T (Ann, de la Soc. Pol, .de Math. t. V, p. 111).
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fonction 7} transforme done la circonférence en le séparateur S
d'une fagon bicontinue, ¢. q. f.-d.

§ 2.
Propriétés des séparateurs.

8. Notations. S désigne, dans ce §, un séparateur cyeclique
borné entre p et g; P et Q désignent resp. les régions qui con-
tiennent p et ¢ et dont S.forme la frontiere commune. S=IT;

. . 4.5
est une décomposition cyclique de S en sous-contious, l'indice £
parcourant la circonférence dans un sens détermind.

@ et § étant deux valeurs de £ L,; désigne ,l'arc ouvert“:

2 Tp et Lz ylarc ferme¢: 3 T:.
ali<p asésg

4. Théoréme IL. V et W étant denx ensembles connexes fermés
relativement & S7Y), wunissant p et q et tels que, pour tout £ on a,
soit VIp==0, soit WT;=0, il existe dans S deux jares ouverts“
Loy et L, enire lesquels V- W coupe le plan et qui satisfont aux
conditions 2):

M (Log + L) (VW) =0
(©) (Ta+Tp) Vo O = (1, A-Tp) Wy (T, Ty) VA0(T,+-T,) W.

Démonstration. Soient I' et 4 les ensembles deés indices £
tels que V1= 0 et WT;50 resp. Ce sont donc deux ensem-
bles fermés et disjoints, situés sur la ecirconférence. Il n’ y a done
sur cette circonférence qu'un nombre fini (3> 2) d'intervalles con-
tigns & I'} A et ayant l'une extrémité située sur I' et Dlautre
sur 4.

Soit & <& < K&, < &, n =2, une suite de points intérieurs
4 chacun de ces intervalles. On voit aussitdt que l'intervalle ouvert
& & contient des points d'un et d'un seul des deux ensembles I’
ou 4 et, quen outre, sil contient des points de I & & contient
des points de 4. On peut donc admettre que

By lab+bb+ e bd=0=E &+ EE+ +EET

') cest-a-dire que les ensembles S ¥ et S W soat fermd.
?) Le sens de ces conditions est que Lap et Lygsont deux ,intervalles ouverts
contigns* & Pensemble S(V-}-W) et étendus entre SV et § W
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Soit s;e T Je dis que parmiles points s ...
deux entre lesquels V-7 coupe le plan.

Supposons qu'il n’en est pas ainsi. Il existe donec un continu
C qui passe par tous les points s,,..., s, et que

4) C(V4+WwW)=0.
Considérons les deux ensembles fermés D et E:
D=C+ Lgz+ Lgg + ..o+ Lg=s
E= C+ Lgz+ Lgg+ ... + Las,
On a, en vertu de (3) et (4): DW =0=EV, ce qui prouve
que ni D ni E ne coupe le plan entre p et g. D’autre part, lo pro-
duit de ces ensembles est un continu, puisque

DE=C+H+Te+ T4+ ..+ T,
et C passe par tous les Tj.

D’aprés le théoréme de Janiszewski?), la somme D+ E
ne coupe donc nonplus le plan entre p et g. Mais ceci est im-
possible, car D+~ E=C-- 8 et S coupe le plan entre p et ¢.

1l est ainsi établi que parmi les indices 1,...,%, il yen a deux:
J et %, tels que ¥ - W coupe le plan entre les points s, et s, En
déslgnant par o'f et y J les intervalles contigus & I'+4 4 qui con-
tiennent resp. & et £, on vérifie les formules (1) et 2).

Corollaire 1. A ¢t B édant deux ensembles connexes situés resp.
dans P et Q, s et t deur points de AB ot seT, et te Ty Den-
semble A +-s 1t B coupe le plan enére les ,arcs ouverts* Ly,
et Lﬂu.

Pour le prouver, on pose dans le théoréme précédent:
V=A4+4s+B W=A4A+41t4 B

Corollaire 2. C étant un sous-continu borné de P tel que

CT,04CT, et CT,=0=CT,
les indices satisfaisant & la condition o < yLp<Ld<<a C coupe

P entre T et T,
Soit, en effet, K un sous-continu de C irréductible entre les

; 8, il y &, an moing,

1) en vertu duquel, D et E étant deux ensembles formés et bornds dont
produit est un continu et dont aumcun n’est une coupure entre deux points don-
nés p et g, D E n'est nonplus une coupure entre ces points, (Prace Mat.-Fis.
1913).


Yakuza


224 | C. Kuratowski:

ares’ L3 et Lz; 2. On a done K—8=K et KL, 0= KL,
n ? 7 4
Soient s et £ deux points tels que se KLy, et te KL, soient

seT, otteTy On a par conséquent: e, Ly <Lpp<i<La,.
En posant dans le corollaire précédent: A=K—S8, B=0), a=aq,,

B=,, on en conclut que lensemble (K—38) -+ s 4t + ¢ coupe le
plan entre 7, et Tp; il en est done de méme de C- @, puisque
(K—8)+ s+t CC _

Il nexiste done aucun -sous-continu de P qui unisse 7, & Tj
ot qui soit disjoint de C, ¢. q. f. d.

Corollaire 3. Si Pon ajoute aux hypothéses du corollaire pré-
cédent celle que Tindgalité Ty C=F 0 entraine Pinclusion Ty C C, len-
semble P—C se décompose en deux ensembles séparés G et H tels que
T,CGe T,CH _ ‘

Ce corollaire est une conséquence immédiate du corollaire 2 et
du lemme suivant.

Lemme. C dlant un sous-ensemble fermé (et borné) de P tel que
Pinégalité Ty C==0 entraine Vinclusion Ty C C, si C coupe P entre

deux points g et h (de P— C), ensemble P—C se décompose en

deux ensembles séparés G et H tels que ge G et he H

Démonstration. La région P peut étre supposée bornée, car
le cas-ol P est non bornée se raméne & celui-ci par inyersion, On
peut donc appliquer le théoréme II de ma note publiée dans ce
volume (p. 32)%), en vertu duquel il existe uue fonction continue
@ (r) définie sur P qui transforme 1Y: P de fagon bicontinue en
Vintérieur d’un cercle @ et 2°: S eu la circonférence de @ de
fagon ‘que, pour xe S, on & ze Ty,

Je dis que I'ensemble fermé @ (C) coupe le cercle @ entre les

points ®(g) et @(h). En effet, en vertu de 'hypothése @(g) et ¢(h)-

f) Un continu K est dit irréductible entre les ensembles fermés M et N,
lorsque 1% KM 4 0 &= KN et 29: il n'existe ancun vrai sous-continu X de K
tel que XM = 0 &= XN. Tout continu horné qui a des points communs avec deux
ensembles fermés M et N contient un continu K irréductible entre ces ensem-
bles; ensemble K—(M-}-N) est connexe et K — (M- N)=K (lorsque X ne se
réduit pas & un point). Voir -la note de M. Straszewicz et moi, publide dans
ce volume, pp. 162—156. ’

%) Ce théoréme fut énoncé pour le cas, ol la décomposition S= 3 T¢ est
wune décomposition en tranches ,fondamentales¥, Mais, comme on voit, sa démon-
stration est valable pour toute décomposition cyclique de S en sous-continus,
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,appartienn.ent A @-—p(C); &'l existait dans @ — @(C) un continu

A unissant @(g) & @(h), 4 serait image d’un continu !) D (cest-d-dire
que 4= ¢ (D)) unissant g & b ddns P—C, contrairement & I'hy-

- pothése.

Or, ¢(C) étanf une coupure fermée du cercle @ entre les points
o(g) et @(h), P—p(C) se décompose en deux ensembles séparés
contenant @(g) et (k) resp.?); d'oli®) la conclusion demandée.

5. Définition. 4 et B dtant dewux ensembles fermés et R une
région-composante du complémentaire de 4 B, R est dite région
intermidiaire, lorsque R w'est une région-composante ni du conplé-
mentaire de A wi de celui de B.

En symboles cette condition peut étre exprimée de cette fagon

F(R)— A== 0 F(R)— B.

Nous allons prouver la proposition suivante:

A et B dtant deur ensembles séparés, S leur séparateuwr normé et
R une région intermédiaire des ensembles Aet B, ona RSE04).

Il existe, par définition de R, un point ae F(R)— 4. Comme
F(R)C 4+ B, il vieot aeB— 4 et comme SB(C A (puisque §
est normé), on en tire aeB—(d+8)

Le point a peut donc étre entouré d'un- cercle C tel que
C.(A+ S)=0. On en conclut que '

() CB404CR o (S=0.

D'une fagon analogue, il existe un cercle D tel que

(6) DA404=DR et DS=0.

Llensemble C - B 4~ D est donc connexe et unit un point de 4
aun de B; S étant une coupure entre A et B, il vient S(C+R+-D)==0,
d'oy, en vertu de (5) et (6): SE==0.

1) Cf. ma note citée Sur les décompositions semi-continues..., COr. 1, p. 182

) En général, () étant un continu Incalement connexs et I', une coupure
fermée de (D entre @, et g, 'ensemble $—I' se décompose en deux ensembles
séparés contenant (p, et g, resp,

3 Cf, ibid., th. X, 9°, p. 174 :

4) Dans le cas, ol 4 ot B sont connexes cette proposition psut étre remplacée
par un énoncé plus préeis; cf. cor. 1 du th. IV.

A
Fundamenta Mathematicae t. XII. "
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6. Théoreme IIL A et B étant deux ensembles connexes, bornés et
séparés, a et b deux poinis enire lesquels A+ B est une coupure tan-
dis que ni A ni B wen est pas une, il eviste dans AB deux points
s et t tels que A+ st B est une coupure entre a et b.

Démonstration. Soient B, et B, les deux régions détermi-
nées sur le plan par 4B qui contiennent & et b resp. Par hy-
pothése, ces deux régions sont intermédiaires entre 4 et B. Soit §
un séparateur normé des ensembles A et B (son existence résulte
du th. I). Tl existe, selon la proposition du N5 deux points u; et b
tels que

(1) a,eSB, et b eSR,.

Par conséquent: S—AB =0, le séparateur S peut done, en
vertu du corollaire 1, p. 220, étre supposé cyclique. Autrement dit:
sa décomposition en composantes de l'ensemble AB et en points
individuels de S— 4 B est cyelique.

Soit S=23T; cette décomposition; le point a, constitue donc
une tranche 7% il en est de méme de b, Je dis que les deux ,ares“
a, b, et b, a, du séparateur contiennent des points de 'ensemble 4 B.

En effet, si par ex. a, b, était disjoint de A B, il serait aussi dis-
joint de A+-B (car le séparateur § étant normé, on a S(4+4B)=
==A B); mais alors on pourrait unir, en vertu de (7),1les points a et b
par un continu situé en dehors de A - B, — contrairement & I'hy-
pothése.

Ceci établi, on en conclut qu'il existe deux indices @ et § tels
que T,AB =0 Ty AB et que a, et b, sont situés resp. sur les
qares® L., et Lg,. En extrayant deux points s et ¢ de T, et T}
on déduit du corollaire 1, p. 223 (ol, comme p et g, on admet deux
points arbitraires de 4 et B), que A st - B est une coupure
entre a; et b, done — en vertu de (7) — entre a et b.

Théoréme IV (de réeciproeité). A et B étant deux ensembles
connexes, bornés e séparés, S leur séparateur cyclique et a et b deux
points situds sur deux tranches de S qui sont disjointes de A B,
la condition nécessaire et suffisante pour que A-+B coupe le _plaﬁ
entre les poinis a et b est que A B coupe le séparateur entre ces deuz

points; cest-d-dire qu'on ait
(8) Ly AB%£ 0 L, 4B,
ot aeT, et beT,.
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Démonstration. 1. La condition est nécessaire.

Soient: pe A, geB. Par conséquent AC P, BC 9.

Supposons que K soit un continu tel que a,beK CS—A4B
On a done K(A-+ A B - B)=0, ce qui prouve que A+ 4B} B
ne coupe pas le plan entre a et b. Comme, d’antre part, ni 4 ni B
ne coupe nonplus le plan entre ces points — puisque les ensem-
bles connexes @ - a-}b et P-+a-b sont, par hypothése, dis-
joints de A et B resp. — on conclut du théoréme préeédent que
A+ B n’est pas une coupure du plan entre a et b. ‘

9. La condition est'sutfisante. Supposons que 4B coupe S
entre a et b.

Je dis que la formule (8) est remplie.

En effet, si par ex. LT‘,.Zf.—_ 0, le continu 7, L,;+ Ts
est disjoint de 4 B (en vertu de Ihypothdse que les tranches qui
contiennent @ et b sont disjointes de A --B) et unit a & b, contrai-
rement & Uhypothése que A B coupe S enire ces deux points.

La formule (8) établie, soit seL,;. AB et teLy,.4B. Selon le
corollaire 1, p. 223, l'ensemble 4 -5t B et, & plus forte rai-
son, A+ B coupe le plan entre a et b.

Corollaire 11). 4 e B étant deux ensembles connexes, bornés et

~ séparés et S leur séparateur normé®) foute région intermédiaire enire

A et B contient un et un seul ,arc“-composant de ¥ensemble S—A4B
et, inversement, tout ,arc“-composant est situé dans une seule région
intermédiaire.

Démonstration Décomposons, comme d’habitude, le sépara-
teur S en tranches en considérant comme tranches les composantes
de AB et les points individuels de §— A B. Soit B une région
intermédiaire entre A et B.

D’aprés la proposition du N5, on a RS 0. L

- Je dis que RS est une composante de 'ensemble S— A B.

D’abord: RS est connexe. Car autrement, il contiendrait deux
points a et b qui ne se laissent pas unir par un continu dans
S— (A B), done — en vertu de la normalité de § — dans

1y Je dois ce corollaire & M. Knaster, qui m'a attiré attention au fait que
les régious intermédiaires entre ls continus A et B peuvent dtre — dans les hy-
pothdses faites sur 4 et B — rangées en un cyele. :
3) L'existence de S résulte du th. I; sauf le cas o 4 B= S, cas ol le cor.
est vérifié ,dans le vide¥, S est un séparateur cyclique, conformément au cor. 1,
p. 220, :
“ 15*
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S§— A B. Mais alors, conformément au théoréme de réciprocité, ces

points ne pourraient appartenir & la méme région-composante R du
complémentaire de 44 B.

D'autre part, RS n'est un vrai sous-ensemble d'aucun ensem-
ble connexe situé dans S— 4 B, car, si by eS——.:i—Z_ —B——;R S, il vient
b, ¢ S— (4 + B+ R), puisque S—AB=S— (A B); cela veut
dire que 4B coupe le plan entre a et 5. Mais alors, selon le
théordme de réciproeité, 4B coupe le séparateur S entre ces points,
c'est-h-dire que ces deux points appartiennent i deux ,arcs“-com-
posants de S— 4 B; par conséquent, b ne se laisse pas unir avec
RS par une composante de §— 4 B.

RS est done une composante de S— A B

Il reste & pronver que si ae S— A4 B, a appartient & une régicn
intermédiaire.

Or; a appartenant au complémentaire de A B, soit B la ré-
gion-composante de ce complémentaire qui ‘contient a.

L'inégalité RS==0 entraine RP3=0 et comme 4 C P et AR=0,
il vient P— R~ 0, d'od P.F(R)==0. '

Dlautre part PB=0. On a done F(B)—B =0 et, d'une fagon
analogue: F(B)— A 4= 0. La région R est done intermédiaire.

Corollaire 2. Dans les hypothéses di corollaire précédent, le nom-
bre des régions-intermédiaires entre A et B est égal & celui des ,in-
tervalles contigus® @ AB dans 8.

Remarque. Le théoréme de Jordan se déduit facilement du corollaire pré-
cédent, .

En effet, le fait qu'un arc simple ne coupe pas le plan résulte du thé-
oréme de Janiszewslkil), sans I'aide des séparateurs, de la fagon suivante:

8i I'on suppose qu'un arc coupe le plan enire p et ¢, il contient un are
ab irréductible par rapport 4 ia propriété d’'étre aune coupure entre p et g. Par
conséquent, si a<o b, ni ac ni ¢b ne coupe le plan entre p et g et, leur
produit étant un continu, on conclut du théoréme de Janiszewski que ac~j-cbh
ne coupe nonplus le plan entre ces points, contrairement & I'hypothése précédente,

Ceci établi, soient s et ¢ deux points situés sur une courbe simple fermée C.
Soient 4 ot B les deux arcs ouverts en lesquels ces points décomposent C; 4 ot
B étant connexes et sépards, il existe un séparateur normé S entre ces ensembles.
L'ensemble 4 B étant composé de deux points (s et £), S est une courbe simple
fermée (cor. 3, p. 221). De plus, ces deux points décomposent S en deux arcs (st

ot #s). En verta du corollaire précédent, il y a précisément deux régions intermé-
diaires entre 4 ot 5.

1) eitd p. 223,
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Maijs, parmi les régions en lesquelles 0=Z+:§ coupe le plan, il n'y a que
les régions intermédiaires, puisque A ot B, comme ares simples, ne coupent -pas

te plan.
C coupe done le plan en deux régions. C constitue leur frontiére, car autre-
ment un vrai sous-continu de C, donc un arc simple, serait une conpure du plan.
v

7. Généralisation du cor. 1, p. 220.

Théordme V. A et B dtant deux ensembles bornés, séparés et tels
que 10 A est connere, 2° B est un continu ¢t 3% A ne coupe le plan
entre aucun couple de points de B, il existe entre A et B un sépa-
rateur normé et cyclique; sauf le cas ot A B coupe le plan enire 4 et B.

Démonstration. Soit S, un séparateur borné et normé entre
‘A et B satisfaisant & la thése du th. I Je vais prouver que S, est

cyclique.

Soient R et @ deux régions déterminées par S, telles que
9 ARZF0BQ.

S, étant une coupure entre A et B, on en conclut que
(10) BE=0=49.

"En vertu du lemme du N2 (p.220), notre théoréme sa raméne
(en posant E = A B) & prouver que:

(11) F(R)= S, =F(Q),

(12) ACR, BCQ
On a évidemment

(13) FR) + F(Q)C5-

A étant connexe, linégalité (9) entraine la premigre incltnsion
(12); en rapprochant cette inclusion de la formule (10), on voit que.
F(R) est une coupure entre A et B. Or, §, étant une coupure 1r-
réductible entre ces ensembles, on déduit de linelusion (13) la
prémidre égalité (11). _

D'une fagon analogue, la deuxiéme égalité (11) va étre jétabhe
dés que linclusion B(C @ va étre démontrée. Ainsi notre théoréme
se raméne i la démonstration de cette inclusion.

La premiére égalité (11) étant prouvée, on en conclut que R=
= R -+ S,, done que ¢ est use région-composante du complémen-
taire de R. Par conmséquent '), F(Q) est un séparateur entre Q) et B

- 1) En vertu du théoréme suivant: R étant une région et ¢ une région du
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Or, supposons, contrairement & la deuxiéme inclusion (12) qu'il
existe deux points p et ¢ tels que

(14) preB—Q et qeBQ.

Désignons par P la région du complémentaire de F(Q) qui
contient p. On a ‘

(15 F(P)—A =0 F(Q)—4,

car, autrement, A couperait le plan entre p et ¢, contrairement
& I'hypothése 3°

Je dis que .
(16) _ F(Q)= F(P).

_En effet, S, étant régulier en chaque point qui n’appartient pas
3 AB, il e est de méme de F(Q) (en vertu de (13)). De plus,
F(Q)— A B30 d’aprés la deuxidme inégalité (15). Or, F(Q) étant—
comme nous l'avons prouvé — un séparateur qui constitue upe
frontiére commune & deux régions, on peut substituer dans le lemme
du N2 (p. 220): F(Q) 4 la place de S et 4 BF(Q) 4 la place de
E. On en conclut que la décomposition F(Q) = 3T} en composan-
tes de A B F(Q) et en points individuels de F(Q) — 4 B est cyelique.

Or, si l'on suppose que I'égalité (16) n'est pas vérifiée, F'(P) est
fzo?ltgl)lu dans une seule tranche 7;!), done dans A, contrairement
a (16).

L’égalité (16) établie, nous pouvons poser

8=F(P)=F(Q)

sans étre en désaccord avec les notations adoptées au début du § 2
8, étant normé, on en comclut (v. form. (1), p. 217) en verta
de Pinelusion §( 8, (form. (13)), que

1 S(4-4B) = S4B,

complémentsire de B, F(Q) est une conpure irréductible entre Q et R, donc F(Q)
ost Ia frontiére de la région-composante du complémentaire de F(Q) qui contient
R. Yoir ma note Sur les coupures irréductibles du plan, Fund. Math, VI, p. 133

1) En vertu da théoréme suivant: C étant une frontitre communs & deux
régions décomposée en tranches (continus) de fagon cyclique et P étant une région-
complémentaire de C telle que F(P)+C, F(P) est contenu entiérement dans une
senle tranche de C. Voir ma note de ce volume, p. 31.
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donc que
(18) L,B=T, 45,
quel que soit &
Par hypothése 8°, p et ¢ se laissent unir p<r un continu W
(ligne brisée) tel que
(19) WA =0.

Je dis que, pour tout & on a soit T;B=0 soit 7y W=0. En
effet, si 7;B=0, on a selon (18): 7T;A B0, donc conformément
4 la définition de la décomposition 3 Tf, 7T; est une composante de
ABS et il vient: T; C 4, d'ot selon (19): T, W=0.

Ainsi, lorsqu'on pose ¥ ==B, on voit que toutes les hypothéses
du théor. II (p. 222) sont satisfaites. Il existe donc deux ares ou-
verts¢ L,, et L, entre lesquels B W coupe le plan et qui satis-
font aux formules (1) et (2) du méme théoréme.

L'inégalité T,V =0 équivant a T,B==0 et celleci donne,
comme nous venons de voir (en posant & & la place de £) I'inclusion:
T,(C 4B, &ou T,CB.

Comme évidemment fuﬁ.Ta =0, il _vient

{20) L B0

D'autre part, selon la form. (1) du th. II, L3 B=0; et comme
en vertu de (17), Laﬂ.Z=Laﬁ.E il vient Lag.z =0, d'ol:

21 Loy C So—A4.

Par conséquent, si l'on désigne L, par X et un point arbitraire
de L. B par =, 1a condition (2) du théor. I (p. 217, ot l'on rem-
place S par S,), est (en vertu de (20) et (21)) réalisée.

Selon (17), on a z¢ 4, done d'aprés (19),  n’appartient pas & W.
On en conelut, en vertu du théor. I, qu'il existe un continu K tel que:
(22) KA40FK.L,;

23) _ "KB=0=KW.

Les hypothtses sur aff et yd étant symétriques, il en résulte

Texistence d'un continu M tel que:

(24) MA=E0M. Ly
(25) MB=0=MW.
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Les ensembles 4 et B étant séparés, on tire des formules (19),

(23) et (25) Pégalité:
(26) (K+A44 M)y (B4 W)=0.

D’autre part, A étant connexe, on conclut des inégalités (22) et
(24) quil en est de méme de K 4 4 -+ M. En vertu des mémes
inégalités, cet ensemble connexe unit L, & L,; sans passer par
B+W (form. (26)). Mais ceci contredit la propriété de B --W
d’étre une coupure du plan entre L,, et L,,.

La contradiction- demandée est ainsi établie. On en conclut que
la formule (12) est réalisée, c. q. f. d. :

Remarques. On voit que la condition 3° est nécessaire pour gue le sépa~
rateur § soit cyclique, puisque B doit étre situé dans une région déterminde sur
le plan par § et disjointe de A.

Quant & la condition 2°, elle ne peut &tre omise dans I’énoncé du th, V,

. . T P
comme le prouve l'exemple suivant: 4 se compose des points: y = sin = 0|zl <1

et =0, 0Jyl<<1, B et la suite des points 2, %, 3,..., de I'axe des a.

11 est aussi & remarquer que, pour la démonstration du théor. précédent il
a été tout & fait essentiel que lo séparateur 8, (qui nous a servi de point de dé-
part) jouisse de la derniére propriété énoncée dans le théor. I

Considérons, en effet, l'exemple suivant: A4 est intervalle 0<y<1 de l'axe
des y, B se compose des points 0<[|x| <<} de I'axe des x, §, est la lemniscate
o= Jeos 2B,

Or, §, ne contient aucun séparateur cyclique entre A ot B (comme c'était
le cas dans notre raisonnement). On voit, en méme temps, que S, est un sépa-
rateur normé entre A et B qui ne satisfait pas & la dernidre condition da théor. I ;
cette condition est donc indépendante des autres, ’

Corollairve ! C, et C; étant deux continus bornés tels que 1%
C,—C, est connewe, 2% C,C, est punctiforme. et 3°: C, ne coupe
le plan entre aucun couple de points de C, — C,, il existe une courbe
simple fermée qui coupe le plan entre C, — Cy et C,— C,.

En tenant compte du cor. 3 (p. 221), ou déduit ce corollaire
directement du -théoréme précédent, en posant 4= C; — C; et
B=0C,—0(,.

#) ‘On rapprochera ce corollaire du théoréme 2 ds la note de M. R, L.Moore
Concerning the separation of point sets by curves, Proc. Nat, Ac. Sc. 11, p. 470
Ce théoréme, ainsi que sa démonstration, m’ont suggéré le théor, V de cet ouvrage,
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§ 8.

Les rapports entre les _coupures irréductibles du planret les.
continus irréductibles entre deunx points,

8. Théoréme VI. A et B édtant deuz ensembles connexes, bornés
et séparés, S leur séparateur normé et w et b deuz points de S— 4 B,
la condition nécessaire et suffisante pour que A-+B soit une cou-
pure irréductible du plan enire a et b est que les continus 4 et B
soient irréductibles) entre les yarcs“?) ab et ba du séparateur.

Démonstration. 1. La condition est nécessaire.

Supposons que 4 B est une coupure entre g et 5. On a done,
selon le théoréme de réeiprocité:

(ab). 4 B0 (ba). 4 B

Par conséquent, 4 contient un continu irréductible K entre les
ares ab et ba; on a done K=K—§ et

(ab). K— 83 0 3= (ba) . K—5,
d’o, en vertu de la normalité de S:
(1) (ab). K—8 B==0-+ (ba) E— S8 B
(puisque S4 C B et K——S(C 4).

Or, K—S§ étant connexe et situd dans la région déterminée
par § qui contient 4, S est un géparateur entre K—S et B. En
appliquant le théoréme de réeiproeitd, ot Ion pose K—3 & la place
de 4, on conclut en vertu de (1), que K—S - B coupe le plan
entre a et b. ’

A+ B ¢tant, par hypothése, une coupure irréductible entre ces
points, il vient K—S-4 B=A+4 B et comme K—S =K et
AB=0 (4 et B étant séparés), on en tire AC K, don ACK
et finalement: 4 =K, ce qui prouve que 4 est un continu ir-
réductible entre ab et ba.

Il en est de méme de B, en raison de symétrie.

1) Pour la définition et les propriétés de cette notion voir la noted), p. 224,

%) Le séparateur S étant, en vertu du cor. 1, p. 220, cyclique, nous I'ima-
ginons décomposé, comme d’habitude, en composantes de 4 B et en points indi-
viduels de S—4 B.
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9. La condition est suffisante Supposons que les continus
7ot B sont irréductibles entre les ares ab et ba. On a done
(ab) Z=F 0 == (ba) A, d'od en vertu de la normalité de S:

@) (ab)A B0 == (ba) 4 B.

Cette inégalité implique, conformément au théoréme de réci-
proeifé que A - B est une coupure du plan entre a et b. Elle
contient donel) une coupure irréductible I entre ces points. 1l g'agit
de prouver gue

(3) A4+B=1
I étant une coupure entre a et b, on' a
@ (ab). I 0 = (b0).

car autrement, soit ab, soit ba, unirait les points a et b en dehors
de L

La formule (4) implique que I contient un continu irréductible
M entre ab et ba. L'ensemble M — S est donc connexe et l'on a:

® M—S8=M
- (®) (aby M= 0 = (ba) M,
M MCIGCA+4B

dott M—8 ( (A+B)—S@d+B) = (41+-B)—4 B=d—B+ B—4.
Les ensembles A—B et B-—A étant séparés, Uensemble M—S,
comme connege, est contenu dans P'un d'eux, soit dans A—B. On

a done M—S(C A—B (4, dot selon (), M (C 4 et A étant ir-
réductible entre ab et ba, on en conclut (en tenant compte de (6))

que M= 4.
T vient, daprés (7):

®) ACH,
dott ACI et I A= A. Par conséquent:
1=134+1-A=4 4+ I-A=T4 + I—A.

*1) d'aprés un théoréme de M. Mazurkiewicsz, Fund, Math, I, p. 63.
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Les ensembles I4 (= 4) et I—A étant counexes!) et séparés

(puisque A.T—A(CAB selon (7)), on déduit du théordme de récipro-
cité (en y substituant 4 A la place de 4 et I—4A & la place de B)
la formule .

9 (ab). I—A == 0 5= (ba). [— 4.

D’autre part, selon (7): I—4 (C B, d'on 1—; C B et comme
I—A est un continu (puisque J—A est connexe) et B est un con-
tinu irréductible entre (ab) et (ba), on en conclut (en tenant compte
de (9)) que I—4 = B, d'on
(10) BCIL

Les inclusions (7), (8) et (10) donnent I'égalité (3).

Théoréme VIL.?) La condition nécessaire ¢t suffisante pour qu'un

continu décomposable®) borné C soit une coupure irréductible entre
deux points est qu'on ait:

(11) C=1I+K [E=M+N,
(12) MN=0, M0,

o M et N sont deux ensembles fermés et I of K deux continus ir-
réductibles entre M et N. .

Démonstration 1. La condition est nécessaire.

C étant une coupure irréductible entre deux points, décompo-
sable et bornée, il existe deux continus I et K tels que4)

@18 C=1I+K, C—I=K, C—K =1, I4-C<K,

9 I—A4 est connexe, car A est un sous-continu de I, qui est une fromtidre

- commune & deux régions (Voir, lemme 1 de ma note citée de Fund., Math, VI,

p. 136). .

%) J’ai signalé ce théoréme dans ce volume, p. 22, comme un résultat trouvé
par M, Knaster et moi. Indépendemment, le méme théoréme fut trouvé ef dé-
montré par M. W. A, Wilson tout récemment dans Bull. Amer. Math. Soc. 1928,
pp. 81—80.

1l est & remarquer que ce thdordme permet de caractériser d'une fagon ntrin-
sdque les coupures irréductibles entre deux points et déeomposables, clest-a-dire:
les frontiéres décomposables communes & deux régions; de li résulte, par ex, leur
invariance topologique.

3) ¢’est-a-dire, qui est somme de deux continus différents de lui.

4) selon la proposition (7). de ma note de ce volume, p. 25.
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et deux régions D et I telles que

(14  F(D)=0=1F(B)

Or, C—I et C—K étant deux ensembles séparés, il existe entre

eux un séparateur normé S. On a done:
(15) IK = S(I+-K) =

Les régions D et E étant des régions intermédiaires entre I et K
(daprés les formules (13) et (14)), on a, selon la proposition du
N 5, p. 225:

" SD= 0 SE.

Comme, en outre, C—I et C—K sont connexes '), on peut sup-
poser, conformément au cor. 1, p. 220, que § est eyclique. Soient:
aeSD et beSE. Le continu C est done, selon (14), une coupure
irréductible entre a et b.

On en conclut, en vertu du théoréme précédent, que C—1T et
C—K sont des continus “irréductibles entre les arcs ab et ba de 8,
done :ntre (ab).C et (ba).C. En posant (ab).C = M et (ba). C= N,
on déduit de [14) et (15) les formules (11) et (12)2).

1) d’aprés le théoréme cité, p. 235; note ).

%) Cette partie de notre théordme établie, il en résulte, en vertu de la pro-

position B publiée dans ce volume p. 27, que la décomposition d'une frontiére
commune & deux régions et non-monostratique en ,tranches fondamentales est
cyclique. Ce théoréme, que j'ai appel§ théoréme fondamental (ce volume p, 29),
fut prouvé i l'aide d'mn lemme que M. Knaster avait démontré en se servant
des lignes brisées. On voit ainsi qu'on peut éviter 'emploi dea lignes brisées pour
prouver ce théoréme,

11 en est de méme du théortme suivant, que j'ai démontré dans la méme
note en me servant anssi des lignes brisées (p. 36): une frontidre commune & trois
régions est, soit inddcomposable, soit somme de deux continus indccomposables.

Boit; en effet, C une frontitére décomposable commune 4 trois régions: D, E
et G. Considérons la décommosition (13) et soit § le séparateur normé et cyclique
des ensembles connexes C—I ef C—K. Comme auparavant, on prouve I'existence
detrois points: a € SD, be SE, ceSG. On peut supposer que &b D¢ Soient:
a,e(ab).C, b,e(be).C, ¢, e(ca).C. Le continu C étant une coupure irréductible
entre les couples (g,b); (b,c), (¢, a), on conclut en vertu de la partie du théor, VIL
déja démontrée, que I est un continu irréductible- entre les couples (a,,,),
(byy¢,) et (e;,a), donc que I est indécomposable,

1l en est de méme de K, c. g. f. d.
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2. La condition est suffisante. I et K étant deux continus
irréductibles entre M et N, les ensembles C—I et C—K, comme
égaux & K—I.K et I—K.I resp, sont connexes 1), séparés et les
formules (13) sont réalisées.

Soit S le séparateur normé et cyelique des ensembles C—I et
C—K. La formule (15) est done remplie,

Décomposons (comme d’habitude) le séparateur S en compo-
santes de l'ensemble 7K (done en composantes de M et de N) et
en points individuels de S—I K. Soit L, vn ,arc contign® & M
et contenant des points de N; en symboles:

(16) Ly M=0, L, N40, T,+ T,C M.

Soient L, et L, la premitre et la dernmiére- tranches de I'en-
semble L,,.N. On a done

17 P<tn<h<0y
(18) L,, N=0=L,.N, 7,+T,CN
Je vais prouver que le continu I est 1rréduet1ble entre les arcs
fermés L, et Lg,.
Supposons, par contre, que Z est un continu tel que:
(19) 2CIL Z%],
(20) 5 B0 Lo 2
1l existe donc deux indices @ et § tels que:
(21) T, ZF0T,7,
(22) 6<a<y, n3B=<
d'olr selon (17):
@3) a<y<36=208=3e
En vertn de (19), (15) et (11), on a
@) T Z=T,Z]=T,ZIK=TyZMA T, ZN.

1) en vertu des propriétés des continug irréductibles, citées p. 224, note 1).
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Comme, d'autre part, les formules (23) et (16) entrainent: 7, M=0,

il vient, d’aprés (21) et (24):
(25) ZN==0.

On en conclut, en raison de (19) et en tenant compte de lirré-
ductibilité de I entre M et N, que ZM = 0. Done, selon (16):

(26) ZT,=0=2T,.

Désignons par W le continu qui s'obtient de Z en I'augmentant
de toutes les tranches T tels que Z.7;=0.

Par définition de la décomposition Z T, on a W ( I et il vient,
suivant (21) et (26):

(@7) WI, 0 WT,, WI,=0="WI, doctpdazd.

Or, en substituant dans le cor. 3, p. 224, W & la place de C
et en désignant par P la région déterminée par S qui contient
I—X, on en conclut de (23) et (27) que P—W se décompose en
deux ensembles séparés G et H de sorte que:

(28) P-W=G+H T,C¢ T,CH

Par conséquent, I —W =1G -+ I H et les ensembles IG et ITH
sont séparés. En outre, il ne sont pas vides, car en vertu de (16)
et (28): 7,CIG et Ty;(CIH. On en conclut!) que W - IG est
un vrai sous-continu de I, done, I étant irréductible entre M et
N, on tire de l'inégalité (W4 IG)N==0 qui résulte de (25):

(W+IG)M=0, dod IGM=— GM =0,

ce qui contredit les formules (16) et (28), qui donmpent I,CGem
Cette contradiction prouve que I est irréductible entre L
et Lg;.
Or, solent: a¢L,, et bel,,. En verlu de (16) et (18), a ot b
sont deux points de §— IK, puisque

@9)  (Lyt L) M+ N)=0, doit (L, +L,).IK =0.
) en verta de ce théordéme: si W st un sous-continu d’un continu I ‘et i

I—-W=X+7%, deux ensembles séparés, W X est un continu. Voir la nofe
de M, Knaster et moi de ¥und. Math, 11, théor. 'VI.

icm

Sur la séparation d@’ensembles. 239

La formule (29) donne en vertu de (15):

(Lot L) [=0;

la propriété de I d’étre irréductible entre L et Ly équivaut
done A celle d’tre irréductible entre les ares ab est ba du sépa-
rateur. K est irréductible entre les mémes arcs, en raison de sy-
métrie. En appliquant le théoréme VI, on en conclut que le continu
C=1I- K est une coupure irréductible du plan entre a et &.
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