Sur la propriété de Darboux des fonctions conti-
nues d’ensemble.

Par
G. Poprougénko (Varsovie).

Soit £ un espace métrique, M — un o-corps d’'ensembles ?),
satisfaisant & la condition suivante: les relations
® EcZ, ZeM,
entrainent:
@ E)eM

(ot (£) désigne I'ensemble formé d'un seul élément £).

Soit ¢(Z) une fonetion réelle d’ensemble (finie ou non), définie
dans M.

Défindtion I. Nous dirons que la fonetion ¢(Z),,. posséde sur M
la propri¢té d¢ Darboux, si les relations:

@) ACB, AeM, BeM
4) P(4) < ¢(B),
(®) k p(4) < a<< 9(B),

entrainent l'existencé d'un (au moins) ensemble X, satisfaisant aux
conditions: '
®) { ACXCB, XeM,

?(X) =g,

1) Une famille M d'ensembles eit dite o-corps si elle satisfait aux deux condi-
tions suivantes: 1) si E.eM (pour n=:1,2,,.), on a E 4B 4...eM; 2) s
E eM ot E,eM, on a E,—E,eM. Cf. H Hahn Theorie der reellen Funktio-
nen, Berlin 1921 p. 394,
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et si les relations analogues ont toujours lieu au cas, ol les inéga-
lités dans (8) et (4) sont de sens contraire.

Soit maintenant & ¢ E un point de notre espace, tel que
(G)e M.
Désignons par Z,, 'ensemble variable, remplissant les conditions:
M - beZy, ZyeM.

Définition II. Nous dirons que la fonetion @(Z) est localement
continue sur M au point § par rapport & la base d(Z) (ok d(Z)
désigne le diamétre de l'ensemble variable Ze M) il existe, pour
tout £>>0 donné, un nombre &= d6(§,,¢) >0, tel que la relation

(8 d(Z,) < 8
entraine:
©) lp(Zg)] <e

La fonction @(Z) sera dite continue sur lensemble A (C 2 Z, si
ZeM

elle est localement-continue sur M en tout point £¢ 4. Dans le cas

ot A=2Z, nous dirons tout simplement que @(Z) est continué sur M.
ZeM

La continuité est uniforme sur 4 (C 37, &'l existe, £ > 0 étant
= ZsM

donné, un nombre fize 8> 0, remplissant les conditions (8) et (9)
et correspondant & tout point £ de A.

Notre définition fondamentale de la continuité locale qui est
plus générale que la définition de la continuité (d’une fonetion d’en-
semble de M, de l1a Vallée Poussin?) coincide, pour les fone-
tions absolument additives finies, avec celle de M. Hahn 2).

Cela posé, on s'assure sans peine que la propriété de Darboux
v'est en général ni néeessaire ni suffisante pour la continuité d'une
fonetion réelle d'ensemble. Or, il est autrement, si la fonction en
question est soumise en outre & la condition de Fadditiveté absolue.
On peut établir dans ce cas le proposstion suivanté.

Théordme. Soient: E, un espace métrique semi-compact, M, un
a-corps d’ensembles de E,, contenant tout ensemble fermé, et P2 ) zese,
une fonction réelle d'ensemble, définie dans M, ef satisfaisant aux
conditions suivantes: '

1) C, de la Vallé Poussin. Intégrales de Lebesgue ete. II,.47.
%) H. Habn, Théorie d. reellen Funktionen. V1, § 3.
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1% @(Z) est absolument additive sur M,.
20 JI existe, pour Eeky, au moins un voisinage Uy de &, pour

lequel on a: ‘
lp(Up| < oo

Pour que la fonction @(Z) soit continue sur M, par rapport & la
base d(Z), il faut et il suffit quelle posséde sur M, la propriété de
Darbouz. )

Démonstration. I La propriélé est nécessaire.

La démonstration s'appuit sur le lemme suivant:

Lemme. Une fonetion réelle d’ensemble ¢(Z) continue sur M,
par rapport & la base d(Z) est continue uniformément (p. rap. & d(Z))
sur tout ensemble compact.

En effet, soient 4 C E, un ensemble compact, &> 0 un nom-
bre donné. Définissons dans Pensemble 4 une fonction du point
F(&) par les conditions guivantes:

1) 7(§) = Sup {0(§, )} ),
si ce dernier nombre est fini, et:
2) f&) =1,

si Sup{d (&, &)}=o00, 8(£, £) ayant la signification des relations (8) et (9).
. Supposons qu'on a:

I;Tf{f @y =0.

Lensemble A étant fermé et compact, il en résulte qu'il existe
une suite. infinie de points différents &, &, &,..., satisfaisants aux
conditions: : .

5084‘1 E.ed,

lim £, =§,, lim f(£,) =0.
Soit 0 <4< f() un nombre donné. De la définition de f(§)

résulte que pour tout ensemble Zg,, contenu dans K(Eo, g) t), on a;
1) lp(Ze)] <

(10)

1) Suivant M, Hausdorff, qui désigne par Sup et Inf les bornes supérieure
ot inférieure d’un ensemble de nombres. ' k

?) K(p,r) désigne l'ensemble de tous les points de E, dont la distance du
point p est <r. ‘
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Or, la fonction @(Z) étant continue sur M, par rapport & d(Z),
il est
p((§)=0
pour §e By, ©) ’
Il s’en suit (et de la relation (11)), quon a:
12) lp(B)| <

pour tout ensemble B K(&o, %), Be M,.
Soit & un point ‘quelconque de l'ensemble A.K (50, g)

On voit que tout ensemble Z., tel que d(Zg.)<£, remplit la

condition:

Zy C K(gl! g) C K(fo: %)a
ce qui donne, d’aprés (12):
lp(Ze)| <e.

On a done:
&) >4,
pour tout é’ejf.K(ﬁo,jz-), ce qui contredit (10).
Nous avons ainsi démontré que

Tuf (/g =c>0,

et il est évident que tout nombre b < ¢ a la valeur d'un § corres-
pondant au nombre & donné et applicable & tout point Eed, dob
il résulte que ¢(Z) est‘continue uniformément sur ACA, c.q.fd.y).

Soient maintenant @(Z) une fonction continue sur M, par rap-
port & la base d(Z) et satisfaisant aux conditions 1° et 20 du
théortme A et B, deux ensembles de M, tels que A B.

On voit que si @(4) = @(B), le théoréme est vrai. Il suffit donc
de le démontrer dans lé cas ot @(d4)<< ¢(B), a est un nombre
quelconque remplissant la condition:

s 9(4) < a < (B),

1) I1 est facile de voir qu'une fonetion continue au sens de la Déf, II n'est
pas nécessairement continue uniformément sur un ensemble quelconque.

Fundamenta Mathematicae t. XIL . 17
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puisqu’on raméne les eonditions analogues: 4 C B, ¢(4)> ¢(B),

au cas actuel, en posant F(Z)=— ¢(Z)
Supposons d’abord que 'ensemble B— A est compact. On a né-

cessairement (d’aprés le lemme démontré):
(14) 0 < p(B)— @(4) =@(B—4) < oo,

@(4) pouvant éire supposé fini, puisque dans le cas contraire on
atrrait, comme on sait (d'aprés 1°) soit:
¢(4) = ¢(B) =+ oo,
soit
p(4) = @(B) = — oo
les conditions:

Z, %2, Z,eM, Zy e My, ‘P(le = 400, @P(£)=— oco.

étant . impossibles comme incompaétibles avec Padditivit (absolue)
supposée de @(Z)], et le théordme serait eneore vrai. ‘

Nous allons maintenant déterminer un procédé inductif pour
la construction de lensemble intermédiaire cherché. Posons dans
ce but:

| __ e
K,=4 L,=B—4, p,:f'_‘;ﬁ_.l’).

La fonction ¢(Z) étant continue uniformément sur I, par rap-
port & la base d(Z), il existe un nomhre J > 0, tel que pour tout
ensemble X ¢ My, tel que

' XC‘K(EJ d), §ef.,

on aura: .
‘ lpX)| <pi
L’ensemble L, étant couvert par l'ensemble
2 EG o),
gl

il existe, comme on sait, une suite finie de points &, &,,..., &,
de L,; telle que '

| S—

LCL.C 3 Kl o)

L L3
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Posons:
4, =L, . K, 9),

4y=Lo {K(&; )+ ...+ K&, O —[K(, ) +...+ E(Es. O,
pour k=2, 3,..., n,

Les ensembles d, ainsi définis satisfont aux conditions suivantes:
Li=A4,~ 4,4+ ... 4+ 4, 4.4=0, 4,C K(E,S9) (k1)
et, comme ils appartiennent & M,:

(16) 9(Lo) == ¢(4) + ¢(4s) + ...+ ¢(4.) > 2p,,
(16) o) <p k=1,2,...,n).
Nous supposons que les 4, & ¢(4,)>0 sont dans (15) posté-

rieurs aux autres (pour lesquels on a: @(4,)<C0) et désignons par
%, le premier nombre naturel < n,, tel que

P(4)+ o)+ .-+ ¢(4) > 2p.
1l s'en suit (d'aprés (16)):
Py < @(4;)+ ¢(4s) +... + ¢4 1) < 2py,

c'est-d-dire:

c—pK) v
S < 3 o) <a—g(K).
. K=1

En posant:
Ei=K,+ 4, + 4, +-'-+Ax1—1 CB,
on obtient (K, appartenant & M)

o)+ =25 < o) <

Pareillement, posons:
a— (K,
L,=B—K, p =———%LL)
On a:
9(L) > a— ¢(Ky) =2p,.

En raisonnant comme plus haut, on obtient Yensemble K,
tel que
K, CK,CB, K,ell,,
‘ -
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— oK,
o) + 228 <y (k) <

En général, en répétant le procédé indiqué pour tout » naturel
on définie une suite croissante d'ensembles K, (n=1,2,3,..,),
telle que

K,, C B, K,. € Mo )

: gn — —
p(a) + E=NLE—0W) gy 2= Eed) iy

d’'oli, en posant:

K=K, + K +K+...

A=K,CK(CB, KelM,,
¢ (K) =lim ¢(K,) = a.

on obtient:

Supp?sons maintenant que B— 4 n’est pas compact, (B QA)
étant fini ou non. L'espace E, étant semi-compact, il existe une
suite croissante d'ensembles compacts C, (n=1, 2, 3,...), telle que

Eo:2°; C..=2L:C’n,

n=1’ n=1

les C—,‘étant compacts et croisssants.
On a done:

B——A::lim(B._;A_).(Z,

ce .qui entraine, les (B—A4). C,e M, étant encore compécts et
croissants: _ , '
a | Emel—a). T=pB— 0> a—g()
[9[(B—4) C)}| <oe.
fpour n=1,2..)).

11 résulte de (17) qu'il existe un nombre naturel » pour lequel
. on a: f" ;
@ —o(d) < 9B—4).C,) < oo.
En posant: ‘

4o=4, B=4+(B—4)7C,CB,
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on obtient:

A, C By, @4y < a < gp(Bo) < oo,
Bo — 4= (B — 4) '—éﬁa?

ce qui revient au cas précédent.

Cela démontré, I: la propriété de Darboux est nécessaire. -

II. La propriété de Darboux est suffisante.

En effet, soit @(Z) une fonction d'ensemble satisfaisant aux con-
ditions 1° et 2° et possédant la propriété de Darboux. Il suffit de
démontrer gu'on a:

(18) (&) =0,

pour tout £e By, la relation (18) entrainant dans les conditions du
théordme, la continuité de @(Z) sur M, par rapport & d(Z)?Y).
Soient Z, e M un ensemble remplissant les conditions:

Zo C Eo: ZO "#EO: I(P(Za)] < o9,

(un tel ensemble existe toujours d'aprés les relations 1° et 2°), et
soit £ un point de FEy, tel que £eCZ,.

D'aprés la propriété de Darboux et la condition 1° on a néces-
sairement: '

(19) 92+ &) = 9(Z) + 9&) =9(Z),

puisque toute inégalité entre ¢(Z, +- (£)) et ¢(Z,) entrainerait Vexi-
stence d’'un ensemble de puissance >>¢ d'ensembles intermédiaires
entre Z, et Z, + (£), ce qui est impossible.
De (19) résulte:
p(E)=0.

Soit maintenant £eZ,; l'ensemble Z, — (£) appartient & M,, et
un raisonnement analogue prouve que la relation (18) est toujours
vraie %), ¢. q. £. d.

Si E, est compact, il résulte de notre théoréme que la pro-
priété de Darboux est nécessaire et suffisante, pour que 1a fonetion
absolument additive bornée @(Z), définie dans M, soit uniformé-

1) V, H, Hahn, a, a. 0. VI, § 3. 'Théoréme 1v; aussi W. Sierpineki:

Annales de la Boc. Polon. de Math. t. VII, 1928, p. 75.
) Comp. W. Sierpifiski: Sur les fonctions d'ensemble additives et conti-

nues. Fund, Math, t. IIL
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ment continue par M, sur rapport & la base d(Z) (c'est-d-dire: con-
tinue au sens de M. de-la Vallée Poussin).

11 importe de remarquer que chacune des deux assertions du
théoréme établi, prise & part subit aux généralisations plus ou mo-
ins larges.

En premier lieu, on voit que la démonstration de la suffisance
de la propriété de Darboux ne dépend pas de la nature singuliére
de Despace métrique E et du o-corps M. La secoude partie du
théoréme est donc vraie pour E et I/ quelconques, M satisfaisant
aux conditions (1) et (2;. Il faut seulement remplacer dans ce cus
la relation 2° par

2®, 11 existe, pour tout §e252;;Z, au moins un voisinage Uy de §,

tel que la fonction @(Z) est bornée sur I'ensemble de parties de U,
appartenantes a M.
Quant & la nécessité de la propriété de Darboux, elle subsiste,
. dans certaines conditions, pour les fonctions d’ensemble continues par
rapport aux bases abstraites. Soit B(Z) une fonction arbiiraire,
définie dans M et satisfaisant 3 la condition unique:

® It (| Bz =0,
pour tout £e3Z.

ZgM
En remplagant dans la Dét. 11 d(Z) par B(Z), on obtient les
définitions correspondantes de la continuité de ¢(Z) par rapport. ala
base abstraite B(Z).
Or, 4l n'est pas difficile de s’assurer qu'une fonection @(Z), satis-
faisant aux conditions du théordme et continue sur }/, par rapport

& la base B(Z) quelconque, ne posséde pas néeessairement la pro--

priété de Darboux.
Or, si lon considére les bases ﬁ Z), "définies dans M, et satis-
faisant & la condition (*) sous une forme plus forte:

™ - I8 D=0,

pour tout fe kK, U;CE (Ug désignant le voisinage ouvert de §),
on démontre sans peine la proposition suivante:

Théoréme: Toute fonction @(Z) définie dans M, satisfaisant
aux conditions 1° et 2° et continue sur M, par rapport & la base
82 quelconque, posséde la propriété de Darboux.

icm

Sur la propriété de Darboux. 263

.La démonstration s'appuit sur la remarque qu'une telle fonction
@(Z) est nécessairement continue sur M, par rapport & la base d(Z).

La fonction d(Z) étant donc la plus faible des bases satisfaisan:
tes b la condition (**), nous ne pouvons rien dire sur la suffisance
de la propriété de Darboux pour la continuité de ¢(Z) par rapport
aux sutres bases §(Z), en premier lieu — par rapport & la base —
mesure.

Ce dernier probléme impliquerait le probléme suivant, que nous
ne savons pas résoudre:

Est-ce que toute fometion absolument-additive ¢(Z), bornée ou
non, définie dans le g-corps M, d’ensembles mesurables (L) d'un
espace euclidien Z, (d’un domaine vuvert et borné A E,) et con-
tinue (uniformément) sur M, p. rap. & la base d(Z) est continue
{uniformément) sur M, p. rap. & la base-mesure m(Z) de Lebesgue?
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