Relativ perfekte Teile von Punktmengen
und Mengen (A4).

Von

W. Hurewicz (Amsterdam).

Nach einem hekannten Ergebnis der Punktmengenlehre, dem so-
genannten Youngsch-n Satz ist in emem vollstindigen metrischen
Raum ?) jede in sich dichte Menge G,2) mindestens von der Mich-
tigkeit des Kontinuums falls der Raum separabel ist, genau von
der Machtigkeit des Kontinuums)?). Berticksichtigt man, dass jede
relativ abgeschlossene Menge selbst ein G ist, so erhilt man
den Satz: Ist die Menge M ein absolutes G,%), so ist Jede in M
perfekte, . h. in M abgeschlossene und insichdichte Teilmenge vor
M nicht-abzihlbar (sondern mindestens von der Miichtigkeit des
Kountinuums).

Die Umkehrung dieses Satzes, die Behauptung némlich, dass jede
Menge, die keinen in ihr perfekten abzihlbaren Teil enthalt, not-
wendig ein absolutes Gy ist, gilt, wie wir sehen werden, in der
vollen Allgemeinheit nicht, erweist sich indessen als richtig, wenn
map sich auf den Bereich der Mengen C(d4), d. h, der zu Souslin-
schen Mengen () komplementiren Mengen beschriinkt (wobei der

- %) Wegen der Terminologie vgl. Hausdorff, Mengenlehre (1927) (im folgenden
als ,Mengenlehre¥ zitlert),

%) Dabei treffen wir ein fiir allema] die Vereinbarung, duss die leere M enge
zu den in sich dichten Mengen micht gezihlt wird,

%) Vgl. Mengenlehrs, S, 138,

4) Unter den absoluten Gj versteht man die Mengen G4 in vollstindigen Rin-
nfen (ng: Mengenlehre, 8, 136), Die absoluten Gy sind nichts anderes als topolo-
gische Bilder der vollstiindigen Riume (vgl. Alexandroff, Comptes Rendus 178
8. 185187, ferner Hausdorff, Fund. Math. 8, 8, 146--148)
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zugrundegelegte Raum als vollstindig und separabel vorausgesetat
wird). Unler den Mengen C(A), inshesondere also unter den Borel-
schen Mengen eines vollstindigen separablen Raumes sind die Men-
gen Gy durch die Abwesenheit von relativ-perfekien abzihlbaren Teilen
vollstindig charakterisiert?).

Neben diesem Hauptergebnis werden im folgenden noch einige
andere Sitze ither Mengen (4), bzw. iiber ihre Komplemente bewiesen.

Als ein wichtiges Hilfsmittel werden sogen. ,H#ufungssysteme®
(d. h. Systeme von abzihlbar vielen in einer bestimmten unten
prdzisierten =~ Weise geordneten Punkten) verwendet, die von
mir bereits gelegentlich einer fritheren Untersuchung eingefiihrt
wurden %) Mit der Definition und den wichtigsten Eigenschaften der
Huufungssysteme befassen sich die nichsten drei Paragraphen.

1. Hiufungssysteme. Im metrischen Raume R sei ein Punkt p
gegeben, ferner eine gegen ihn konvergierende Folge von paarweise
verschiedenen Punkten p;, p,, ps,...:

P=}li_gp,.: prFp, (rs) .

Es sei sodann ftir jede Nummer » eine gegen den Punkt p,
konvergierende Folge aus paarweise verschiedenen Punkten
Dty Pnz Du,s,... definiert, und ebenso sei weiter jedem Indizespaar
(1, g) eine Punktfolge pu, m,m (m =1, 2,...) zugeordnet, 5o dass
Prug, ey T Pog, s T 7 s und py, 4= lin; Prgyns,m.  Allgemein, es

sei zu jedem endlichen System nattirlicher Zahlen (ny, ny,..., 2) ein
Punkt py, u,.. s, bestimmt gemiss den Bedingungen: '

Priystnees gy == UM Dy s w5 Do, g 5 Py ey mns - (F =+ 9).
A o

Das System aller Punkte p,, u,..,s, (den Punkt p inbegriffen)
neonen wir ein Heaufungssystem. Aus der Definition folgt unmittel-
bar, dass Haufungssysteme in jedem Raum, der einen insichdichien
Bestandieil enthlt, gebildet werden kinnen. Eine Punktfolge von der
Gestalt ‘

Doy Brmss Prgysisyrascor Prgymacngyses

heisst eine Grundfolge des Haufungssystems.

1) Dieser Satz wurde von mir {ohne ausfihrlichen Beweis) bereits in Math,

Zeitschr, 54, 8. 421, Fussnote 35) ausgesprochen.
3) Vgl die sub %) zitierte Abhandlung, 8. 419.
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Die Gesamtheit aller Punkte des gegebenen Haufungssystems o,
als gewthnliche Punktmenge aufgefasst (wobei also von der Indi-
zesbezeichnung der Punkte abgesehen wird) bezeichnen wir mit
M(o) und betrachten die Gesamtheit aller Hiufungspunkic dieser
Menge. Das System ¢ nennen wir normal, wenn jeder Hiufungs-
punkt der Menge [i(c) entweder in M{o) selbst liegt, oder Grenz-
punkt einer konvergenten Grundfolge von o ist, wenn m. a W,
die Menge M(s) abgeschlossen wird nach Adjungierung der Grenz-
punkte aller konvergenten Grundfolgen!). Wir wollen nun einige
hinreichende Bedingungen fir die Normalitit der H#ufungssysteme
aufstellen. ’

2. Bedingungen fiir normale Hiufungssysteme. Sei ein Hiu-
fungssystem 6= {{y, m,.,n,} gogeben. Bezeichnen wir fiir jedes In-
dizessystem (my, my,..., m;) it Mo, m,.., m,(0) die Menge, bestehend
aus dem Punkt Py, my, und ans den Punkten

Doy ey, iy oy, =1, 2,..5 41,4, =1,2..);

Oy, ma,..., m; (0) 86l der Durchmesser dieser Menge. Dann gilt:

L Fiir die Normalitit des Haunfungssystems o ist das gleichzei-
tige Bestehen der folgenden Bedingungen hinreichend :

1) Fir jedes endliche Indizessystem (uy,7,,..., n,) ist

lim d,,

e 1y Hageeey Mgy M =0, .
2) Fiir jede unendliche Folge natiirlicher Zahlen {n}(i=1,2,.)ist

lim 6,,1, Bayeer, 1y, == 0.

k=00

Beweis. Mit Rticksicht auf die Beziehungen:
pn,,...,nk :,il.lg Prsyery w5 Py 1y, mc Mm,..., Ny m

(wo zur Abktirzung M,, .. ., statt M,,..,n,(0) geschrieben wird) hat
jede Umgebung des Punktes Pry...,n, gemeinsame Punkte mit allen
Mengen M,,,.,n,m fir hinreichend grosse Werte von m. Nach vor-
aussetzung 1) miissen dann in jeder Umgebung von Prsyyny 8lle

) Ein und dasselbe Hinfungssystem ¢ kann als Hyufungssystem in verschie.
denen metrischen Riumen betrachtet werden (2. B. kann die Menge M (o) als Raum
sugrandegelegt werden). Aus der Definition der Normalitht geht hervor, das fiir
diese Eigenschaft nicht nur die Btruktur des Hiuofungssystems selbet, sondern fiber-
dies noch die Eigenschaften des zngrundegelegton Raumes massgebend sind. Bei-

spielweise ist jedes beliebige Hiunfungssystem ¢ normal, wenn man als Raum die
Menge M(0) betrachtet. . V
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Mengen M,,.. y, w von einem gewissen Index m an vollstindig ent-
halten sein. Es gilt m. a. W.

(I) ’ Pryyyny = lim lum...., gy
und insbesondre
(" p=1lim M.

Sei nun ¢ ein nicht 2u M(6) gehirender Hiufungspunkt von M(a).
Wir haben zu zeigen, dass gegen ¢ eine Grundfolge von o konvergiert.
Nach Anpahme ist ¢ Grenzpunkt einer Folge:

) Pl s Dol whs sy Dty o

Die Zahlen nft kénnen mit wachsendem A nicht ins unendliche
wachsen, denn das A-te Element in (}) ist in der Menge M,4 ent-
halten, und die Beziehung lim nf = co hitte daher (nach (")) zur

A

Folge: ¢ = 1111;1010 Mup = p, im Widerspruch zur Voraussetzung, g liege

ausserhalb der Menge M{o). Damit ist gezeigt, dass es eine Zahl n!
geben muss, so dass fiir unendlich viele Werte von A
® nft =mnj
gilt. In ganz derselben Weise zeigen wir weiter, dass es unter
denjenigen Indizes A, fiir die (*) erfullt ist, unendlich
viele gibt, fiir die die Zahl nf! einen festen (von A unabhingigen)
Wert, etwa den Wert n§ besitzt; sonst wirde nimlich die Teilfolge
von (}), welche den die Relation (*) befriedigenden Nummern A
entspricht, mit Ricksicht auf (') gegen p,° konvergieren, und wir -
hitten demzufolge ¢ = p,r, was nach Annahme unmoglich ist.
Setzen wir jetzt voraus, es liegen bereits % natiirliche Zahlen
n, nd,..., n} vor, so dass ftir unendlich viele Werte von A, etwa
fir die Werte A,, A,, 4s,..., die k Gleichungen

** nfl=un}, nf,=nj,..., nf =}
bestehen. Wir sehen wiederum, dass die Beziehung Lim nf% = oo

nicht gelten kann (sonst hiitte die den Nummern 4, entsprechende
Teilfolge von () den zu M{o) gehtrenden Punkt pug ..., .0 zum
Grenzpunkt 1j). Folglich muss es unter den Zahlen A, unendlich

1) Aus demselben Grunde kann es auch nicht vorkommen, dass es unter den
den Nummern A,, A,, 4,,... entsprechenden Gliedern der Folge (1) nur endlich viele
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viele geben, fiir die neben den Relationen (**) noch die Gleichung:
nfiy, = N1y

erfill ist, wo l,, eine von A unabhingige Zahl bedeutet.

In dieser Weise fortfahrend, definiert man eine unendliche Folge
nattirlicher Zahlen ) (k=1,2,...), so dass es fir jedes k¥ in der
Folge (1) unendlich viele Punkte gibt, die der Menge M., 4., .
angehoren. In jeder Umgebung von ¢ liegen also fiir beliebiges
Punkte aus Mno s, 2. Daraus ergibt sich nach Voraussetzung 2):

FEkeg 1A0)

g=Hm M0 3.,
und somit (da pu.. w2 C Ml n0):
g=1im P, ud..... u
me=00
Also ist g tatstichlich Grenzpunkt einer Grundfolge von o, w.z.b.w.
Aus dem bewiesenen ziechen wir eine Folgerung: Es sei jedem

System nattirlicher Zahleu (1, n,,..., n;) eine reelle positive Zahl
Ty s, n, Z0GEOTANEL, 80 dass folgende Bedingungen erfiillt seien: 1) Bei

beliebig gewshlten Werten fir ny,.., n, gilt lim 7y, . 4, m=0; 2) ftir

jede unendliche Indizesfolge {n;} ist lim ry,.. 4, = 0. Diese Bédin-
. . k=00 :

gungen befriedigt beispielweise das System der Zahlen ry, . n, =

=1 +—. Aus satz I ergibt sich sofort, daqé jedes Hinfungs-
14 1In, ’

i=1
system mit der Eigenschaft: 0y, . x,(0) << u,..,n, Dormal ist. Wir
sehen also:
IL. Bei gecigneter Wahl der Zahlen ry,,.. ., ist jedes Hiufungs-
system o, das die Beziehungen

dﬂ,,...,uk(o) < Tayymz

erfillt, normal.
3. Bestsysteme. Es sei ein Haufungssystem o= {pu, ns,..n;}

gegeben. Wir wollen aus ¢ durch Tilgung gewisser Elemente neue
Hunfungssysteme herleiten, '

" gibt, die mit mehr als k Indizes versehen sind. (Wire dies der Fall, so miisste
der Punkt puf, »J,...») unendlich viels Male in der Folge (+) anftreten) und es
wiire wiederum q=pn,?,,‘,, n.
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Wir setzen p'=p; ferner wihlen wir eine ganze Zahl m, =0
und setzen fir n=1,2,...:

¥ P = Drtmo
Sodann bilden wir fiir jedes natiirliche # aus der gegen p) kon-

vergierenden Punktfolge pyqm, 1, Pruims, 25 Prtme, 3.5 eine Rest-
folge ') pu, 1. Pn 2y Pr 8:... Es ist also:

Pi == Dnmeitm, (1=1,2,..).

wo m, (n==1, 2,...) ganze nicht-negative Zahlen bedeuten.

Allgemein beim k-ten Schritte des Verfahrens wird jedem
(k—1)-gliedrigen Indizeskomplex (1, ..., 7x_;) eine ganze Zahl
My ...y, = O zugeordnet, und es wird definiert:

(n) 7 . — :
Drns, v oy s == Prtactomtey Wt Mgy Moty e, Wiy, g o

Die in dieser Weise definierten Punkte p,,, ..., », bilden in ihrer
Gesamtheit ein nenes Hinfungssystem o', das aus einem Teil der Punkte
des urspriinglichen Hiufungssystems o besteht (wobei von einer Punkt-
folge von der Gestalt:

Prjenps 1y Pty g, 2000y Ptgyery mi ity o o n

entweder gar kein Punkt, oder eine ganze Restfolge in das System o’
aufgenommen wird). Wir nennen ¢’ ein Restsystem von a. Es gelten
folgende evidente Sitze:

Ist ¢ ein Restsystem von ¢ und ¢” ein Restsystem von o, so
ist 0’ ein Restsystem auch von ¢. (Die Bildung von Restsystemen
ist eine transitive Operation).

Ist das Hdaufungssystem o ein Restsystem von o, so ist jede Grund-
Jolge von & zugleich eine Grundfolge von o.

Aus der Definition des-Restsystems ergibt sich ferner unmittel-
bar: Ist irgendwie ein System reeller positiver Zahlen {r,, s,.. .}
gegeben (k=1,2,...; n;,...,m =1, 2,...), 50 kann man zu jedem
bilden, so dass, wenn fiir zwei Punkte p-und ¢ mit p, ¢ ihr
Abstand bezeichnet wird, die Ungleichungen gelten:

) Prtsyer gy ms Progoy iy < Tgmy, (=1, 2,...).

1) Unter einer Restfolge der gegebenen Folge {p.} (von Punkien, oder-ab-
atrakten Elementen) verstehen wir eine Folge pm, Pmi1, P  24..

6%
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Aus dieser Bemerkung schliessen wir weiter:

Bei vorgegebenem System positiver Zahlen {ry.. w,} exXistiert zu
jedem Huufungssystem o ein Restsystem o, so dass unter Beibe-
haltung der Bezeichnung des vorigen Paragraphen:

dm,..., Hy, (U’) < Tngrymiy;

gilt.
Sei in der Tat 7}, 4, die kleinste unter den % Zahlen

oy Ty tiare ey Ty, mgpy mpe

Wir bestimmen das System ¢’ in der Weise, dass die Beziehun-

l

n
21: - lk ersetzt. Dann

gen (¥) gelten, wenn man darin 7y, ., durch

haben wir fur i <k nach der ,Dreiecksungleichung®:

k—1
7 g 2' 7 7
Psyeey iy Py, 1, mg é Pa;...., iy Pm,.,.,n,-, "y =
J=i
21 ” A—1 o
Nigeeey B . Niyeeey Bg

5’ 2’ 1 2

é 2,’+1 é L4 TP ", 1/2]+ é ’2—
Jut = .

Aus der letzten Ungleichung folgt aber sofort, das§ die Durch-
messer Oy, der Mengen M, . «,(0) kleiner sind als die Zahlen
iy, 1+

‘Mit Ricksicht anf den Satz TI des vorigen Paragraphen konnen
wir jetzt das folgende fundamentale Theorem aussprechen:

Theorem. Jedes Hiufungssystem enthilt ein normales Restsystem.

Bemerkung. Es gilt, wie der vorangehende Beweis zeigt, sogar
die schirfere Behauptung: Zu jedem Huufungssystem o existiert ein
Restsystem o, so dass jedes Restsystem von o normal ist.

Ein zweiter wichtiger Satz tiber Restsysteme (den wir in §8 ge-
brauchen werden) besagt:

In einem vollstindigen Raum g?,bt es zu jedem Hiufungssystem o
¢in Restsgstem o mit den folgenden Eigenschaften:

1)-Jede Grundfolge

(@) Py Prnss oo Py, ., ngy e
von o ist konvergent.
2) Ordnet man dem Grenzpunkt der Folge (a) den unendlichen
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Kettenbruch ]-—+ I—{—]——}— 2u, S0 erhdlt man eine topologische

@@. h. ein-cindeutige und umkehrbar stetige) Abbildung zwischen der
Menge aller irrationalen Zahlen des Intervalls (0, 1) einerseits und
der Menge der Grenzpunkte simtlicher Grundfolgen von o anderseits?).

Wir bilden das System ¢ in der folgenden Weise: Wir withlen
zunichst die Zahl m, so gross, dass die Punkte

P:"- =p”+’"u
simtlich von dem Punkte p'=p verschieden sind. (Eine solche Zahl
m, gibt es sicher, denn nach der Definition des Haufungssystems
sind keine zwei von den Punkten p, identisch, also kann hichstens
einer von ihnen mit dem Punkt p koinzidieren). Dann ist keiner
der Punkte p, Hiufungspuokt der Folge {p;,} (denn p ist der ein-
zige Hiufungspunkt dieser Folge). Infolgedessen konnen wir zu
jedem p, eine Umgebung U, bestimmen, so dass je zwei dieser
Umgebungen samt ibren Begrenzungen fremd sind; dabei diirfen
wir die Durchmesser dieser Umgebungen kleiner als 1 annehmen:

P2C Uy U, Un=0; 8(U)<1?.

Sei jetzt £ >> 1, und angenommen, es seien bei der Bildung des
Restsystems die ersten k-—1 Schritte bereits aunsgefiihrt; es liegen

also fir i <<k die Punkte
(”) p’”h-"x n; = Pt Bttty e, Wty n_q

vor. Sei ferner jedem Indizessvstem (ny,... 1;), wo i<k, eine offene

Menge Us,...,x; zugeordnet, so dass folgende Beziehungen bestehen.
{ a) P;t,,..., r; C Um,.‘., n; .

(8) U.,.. n_g, 1 CUul,,., "1

Ly) J(Lr"h'-'.' ”i) < 1/1:

1) In nicht volstindigen Riumen gilt der Sats nicht. Nehmen wir beispielweise
als Raom dxe Menge der rationalen Zahlen des Intervalls 0, 1, und  setzen wir

Pm,..., + + -]--—, g0 konvergiert jede Grundfolge des Hiufungh

systams a'_{pm, " ,,k} gegen eine irrationale Zahl des Intervalls (0, 1), und" ent-
sprechendes wird auch fir jedes Restsystem von o gelten also kann fir kein Rest-
system von ¢ die Bedingung (1) erfillt sein.

1) T bedeutet die abgeschlossene Hiilie von U.
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(6) Unh..', i1, B Um,,... ni_ynj — 0 (”l :#: ”;)

Indem wir jetzt in den Formeln (”) fir i=%k die Zahlen Wom,..., wy,
hinreichend gross wihlen, bestimmen wir die Punkte pj, w, in der
Weise, dass alle Punkte der Folge

7 1
Py oy mpp g, 10 Py mp_ g, 200045 p”ly v”k—l "

in der Umgebung U,,.,»,_, ibres Grenzpunktes pj, . ., , hegen
und vom letzten Punkte samilich verschieden sind. Dann lassen
sich, wie unmittelbar ersichtlich, offene Mengen Un,,..., n, angeben,
derart, dass die obenstehenden Beziehungen .(x)—(8) bestehen blei-
" ben, wenn man darin i=F setat. Das Verfahren kanno also ad infi-
nitam fortgesetzt werden und liefert schliesslich ein Restsystem
—-{Pm .ngh von dem wir nunmehr zeigen wollen, dass es die
Bedingungen 1) und 2) befriedigt.
1) Nach den Beziehungen (a) und (8 llegen alle Punkte der
Grundfolge

(a’) pnn pﬁx, MHaze sy p”x, a0y BE ot

vom i-ten angefangen, innerhalb der Menge Un,...,n;, deren Durek-
messer nach (y) kleiner ist als 1/i. Demnach ist die Folge (a) eine
»Cauchysche Folge“ und konvergiert daher im vollstandlgen Raum &.

Ueberdies erhalten wir fir jedes i, wenn wir mit Di,... . den
Grenzpunkt von (a) bezeichnen: .
(h) Pm,..., 7y C{U:ul,..., n;

Die Bedingung 2) kann man auch folgendermassen formulieren:

2’) Wird jedem Index A (A =1, 2,...) irgendwie eine Folge na-

tiirlicher Zahlen '
nf o

'zuggordnet. 80 besteht fiir eine Folge {»} die Limesbeziehung
v “ ‘ =lim p|

) Py, ns,..., n;,...—-}llipngfu, A mfd)

dann und nur dann, wenn fiir jedes 4

(v, v) ‘ A ==y,

gilt, subald A hinreichend gross ist.
Um' nachzuweisen, dass die Beziehungen (v) und (v, v)
tatsfichlich  #quivalent sind, setzen wir der Ktirze halber
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q = P'mrny.. W0d ¢P=pi0  n Wenn nun die Beziehun-
gen (vv) gelten so ist nach (b) der Punkt ¢4 bei behebxg gege-
benem ¢ fiir hinreichend grosse Werte von A in der Menge U,,... 4
enthalten; da in derselben Menge, deren Durchmesser < 1/i ist
auch der Punkt ¢ liegt, haben wir die Limesrelation (v).

Wenn hingegen die Beziehungen (vv) nicht erfiillt sind, so be-
trachten wir der kleinsten Index i, fiir den

(vvv) W ==,

fir unendlich viele A gilt. Es ist fiur fast alle A (etwa fir
A>A,y) ¢ C U, W), ) = U, .., nj_p, w0 Mit Riicksicht auf
(6) liegt ¢*4 fiir unendlich viele A (n#mlich fur alle diejenigen
A> A,, fir weleche (vvv) gilt) ausserhalb der Umgebung U, »,
von ¢. Folglich kann ¢ kein Grenzpunkt der Folge {¢'¥} sein.

Bemerkung. Das den Bedingnngen 1) und 2) gentigende Rest-
system, dessen Existenz wir soeben nachgewiesen haben, kann stets.
als normal angenommen werden: wir konnen nimlich das urspriin-
gliche Haufungssystem o durch ein Restsystem o’ ersetzen, so dass
jedes Restsystem von ¢’ normal ist (vgl. Bemerkung zum Theorem
auf S. 84) und erst auf dieses Hanfungssystem ¢’ das soeben bewiesene
Theorem anwenden.

4. Anwendungen der Hiufungssysteme. Baire’sche Kate-
gorfe und relativ perfekte Mengen. Wir setzen nun unsere.
bisherige Ueberlegungen in Beziehung zu der in der Einleitung
gestellten Frage pach der Existenz von relativ-perfekten abzghl-
baren Teilen in einer gegebenen Punktmenge M. Als Grundlage
fiir weitere Entwicklungen dient das Theorem:

Theorem. Damit die Menge M eine in M perfekte abzdhlbare Teil-
menge enthalte, ist hinreichend '), dass es ein nur aus Punkien von
M bestechendes Hiufungssystem o gebe von der Art, dass keine Grund-
folge von o gegen einen Punkt von M konvergiert.

‘Bilden wir némliéh zu o ein normales Restsystem ¢’ dann gentigt
auch o' unserer Voraussetzung. Die Punkte von ¢ bilden eine ab-
zihlbare insiechdiehte Teilmenge von M. Ferner ist diese-
Teilmenge in M abgeschlossen, denn jene ihrer Hinfungspunkte,
die ihr nicht angehoren. sind der Normalittt von o zufolge durch-
wegs Limespunkte der Grundfolgen von o/, kommen also nach
Voraussetzung in M nicht vor.

%) Wir werden iibrigens bald sehen, dass die Bedingung anch notwendig ist.
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Wir gehen zu einigen einfachen Anwendungen dieses Theo-
rems {iber. ‘

Eine Menge A/ heisst bekanntlich von erster Kategorie in Bezug
auf eine Obermebge N )M, wenn sie Summe ist von abziihlbar
vielen in N nirgends dichten Mengen. Sonst heisst sie von zweiter
Kategorie in Bezug auf N. Eine Menge, die von erster (bzw. von
zweiter) Kategorie in Bezug anf sich selbst (M = N) ist, werden
wir schlechthin von erster (bzw. von zweiter) Kategorie nennen ).
Es besteht nun der Satz:

Jede Menge von erster Kategorie enthilt eine in ihr perfekte ab-
zihlbare Menge.

Sei ndmlich

n=1

wo die Mengen M, in M ﬁirgends dicht sind. Fir jedes # ist also
die Menge i — M, in M dicht, und da M insichdicht?)ist, hat M—2I,
jeden Punkt von M zum Huufungspunkt. Um unsere Behauptung
zu beweisen, gentigt es in M ein Hanfungssystem anzugeben, dessen
keine Grundfolge in M (d. h. gegen einen Punkt von M)
konvergiert. Nehmen wir zu dem Zwecke einen willktirlichen Punks
p von M. Wie oben bemerkt, ist p Huufungspunkt von M— if,
und daher Grenzpunkt einer Folge von untereinander verschiedenen
Punkten aus M— M, :

p=limp,; p,CM— M.
Zu jedem p, bestimmen wir eine Umgebung U,, so dass

_17,, LM =0
Sei k> 1, und nehmen wir an, es sei bereits jedem (k — 1)-
gliedrigen Indizessystem (n,,...7, ;) ein Punkt Prisya, sowie

- . Mhe—11
eine Umgebung U,,,.., «,_, dieses Punktes zugeordnet.

1} Jede Menge von erster Kategorie ist in sich dicht. Wenn nimlich die Menge M
einen isolierten Punkt p enthiit, so ist p in keiner in M nirgends dichten Teil-
menge N von M enthalten, denn jeder Punkt einer solchen Tailménge ist Hin-
fangspunkt von M — N also jedenfalls Haufungspunkt von M. Daraus geht hervor,
dass M nicht dargestellt werden kann als Summe von nirgends diehten Teilmengen,
geschweige denn, als Summe von abzithlbar vielen solchen Mengen.

icm

Perfekte Teile von Punktmengen. 89

Beim ’-ten Schritt der Konstruktion bilden wir zu jedem Punkt
P, n_y €iD€ gegen ihn konvergierende Folge von paarweise ver-
schiedenen Punkten

Py g, m (M — M,).U,,... wey, (m=1.2,,.)

Eine solche Folge existiert sicher, weil p, . ., wie tiberhaupt

jeder Punkt von M, Huufungspunkt von M— M, ist (und folglich
auch von (M —M,). U, u,_,)- Zu jedem der neugebildeten Punkte
Duy,.., w, Whhlen wir eine Umgebung U, n, -mit der Eigenschaft

(1) Pny,e.., " C Uﬂl,..., ny C Uﬂx,m, "y
@ M. Tn=0n

In dieser Weise ad infinitum fortfahrend, erhalten wir ein Hiu-
fungssystem ¢’ = {py,..,,} sus Punkten von ./, sowie ein System
von offenen Mengen {U,, .. u,}. In jeder Grundfolge

S,

£
() Prss Py, nere vy Pugynsyeinpns oo

liegen mit Riicksicht auf (1) alle Punkte, vom k-ten angefangen, in
der Menge U,, . ., Folglich liegen simtliche Haufungspunkte der
Fulge (") (falls solche #berhaupt vorhanden sind) im Durchschnirt

oc
&=l

und somit nach (2) ausserhalb der Menge b M= M.

k=1

Bemerkung. Aus dem soeben durchgefiihrten Beweis folgt leicht,
dass die am Anfang dieses Paragraphen gegebene hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz von abzihlbaren relativ-perfekten Mengen
auch notwendig ist. Sei nimlich P ein abzihlbarer relativ-per-
tekter Teil der Menge M. Da P eine Menge von erster Kategorie
ist %), gibt es, wie wir soeben sahen, auf P ein Haufungssystem, das
keine gegen einen Punkt von P konvergierende Grundfelge besitat.
Da P in M abgeschlossen, enthilt auch M keine Limespunkte der
Grundfolgen von 6. '

5 Unyomg
weil P, ... - (als Punkt von M —E'] kein Haufaogspunki von 1M, ist

3) In einer in sich dichten Menge bildet jeder Punkt eine nirgends dichte
Teilmenge. Jede abzihlbare in sich dichte )Menge ist daher von erster Kategorie

kann sicher im Einklang mit dieser Bedingung gewihlt werden,


Yakuza


90 W. Hurewicz:

Wir zeigen jetzt: ‘ ' 3

Sei M eine beliehige (metrische) Pumktmenge. Die folgenden drei
Aussagen sind dquivalent:

1) Jede in M perfekte Menge ist nicht-abzahlbar.

2) Jede in M abgeschlossene Menge ist von zwetter Kategorie (in

Bezug auf sich selbst).

8) Jedes Gy in M ist von zweiter Kategorie.

Man sieht zunéichst leicht,” das§ aus der Aussage 3) die Aussage
9) und aus der Aussage 2) die Aussage 1) folgt: man braucht nur
zu beriicksichtigen, dass jedes (f; abgeschlossen ist und dass jede
insichdichte Menge von zweiter Kategorie nicht-abzahlbar ist.

Umgekebrt, aus 1) folgt 2); nehmen nimlich wir an, es githe eine
in M abgeschlossene Menge N von erster Kategorie. Nach dem vor-
augehenden enthielte N einen relativ-perfekton abzélbaren Teil . Da
aber Nin M abgeschlossen ist, ist P auch in Bezug auf M perfekt ist.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass aus 2) '3) folgt. Setzen wir
voraus, es gebe in. M ein G4 von erster Kategorie ¢ Fur die ah-
geschlossene Hille G von G in M gilt die Zerlegung:

) GF=64(G—6).
Darin ist der erste Summand nach Annahme von erster Kate-

gorie in Bezug auf sich selbst und daher auch in Bezug auf
die umfassendere Menge . Der zweite Summand ist (als das Kom-

plement der G;-Menge G in der abgeschlossenen Menge G Summe von'

abzghlbar vielen in M abgeschlossenen Mengen:

G—@ zjl"n

n=1
Das, Komplement eines jeden F, in G enthalt die in & dichte
Menge G, also ist jedes F, in G nirgends dicht, und somit ist in (f)
auch der zweite Summand von erster Kategorie in Bezug auf die
Summe @. Folglich ist die in M abgeschlossene Menge G von erster

Kategorie (in Bezug auf sich .selbst),
Die der Bedingung 2) gentigenden Mengen wurden bereits von
Hausdorff?) betrachtet und von ihm als ,Mengen Fy;* bezeichnet.
Wie am Anfang der Arbeit angekiindigt wurde, sind unter den
Mengen C(4) eines vollstindigen separablen Raumes die Mengen Gy
die einzigen Mengen fiir die eine der Aussagen 1), 2) oder 3) erfitllt ist.

!} Vgl. Mengenlehre, 8. 143,
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Der Beweis dieser Behauptung erfordert noch einige vorbereitende
Erorterungen tber Mengen ¥,, die den Gegenstand des folgenden
Paragraphen bilden.

5. Einige Hilfssiitze fiber Mengen F,, Seien M und N zwei
in demselben metrischen Raum gelegene Mengen. Wir sagen, die
Menge M sei abgeschlossen in Bezug auf N, wenn jeder in N eut-
haltene Haufangspunkt von M auch in M liegt, wenn m. a. w.

M.NC MY,
gilt. Dabei setzen wir in Abweichnung von der tiblichen Termino-
logie nicht voraus, dass M/ eine Teilmenge von N ist. Ist /7 Summe
von abzghlbar vielen in Bezug auf N abgeschlossenen Mengen, so
heisst M ein F, in Bezug auf N. Wir schreiben hierfiir :
M==F_ (rel N).

Aus unseren Definitionen folgt sofort:

1) Ist' M abgeschlossen bzw. ein F, in Bezng auf N, so auch:
in Bezug auf jede in N enthultene Menge.

2) Die ‘Summe von abzihlbar vielen und der Durchschnitt von
endlich vielen Mengen, deren jede ein F, rel. N ist, ist selbst ein
F, in Bezug auf N. A .

Der Anschluss an den gewdhnlich betrachteten Fall # (C N wird
durch den Satz hergestellt: ‘

3) Die Menge .M ist dann und nur dauvn ein F, in Bezug auf N,
wenn sie ein F, in Bezug auf M - N ist.

Wenn n#mlich M = F, (rel. N) ist, so haben wir:

(®) M= YN,
wo ) .1—21,
(b) N.M,CM, (n=12..).

Aus (b) folgt: _

: M, M4+-N)CM, M+ M,C M.
Anderseits ist T o

B, M+ NDHE,OH,
Kombinieren wir die beiden letzten Formeln mit (a), so erhal-
ten wir: : Lo '
M= 3'J,.(M+N)

n=l .

1) Vermige dieser Definition ist die leere Menge abgeschlassen in Bezug auf

jede beliebige Menge. Ferner ist M in Bezug auf N immer dann abgeschlossen,
wenn M. N =0 ist, ’
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In dieser Formel ist jeder Summand hinsichtlich .1/ abgeschlos-
sen, also ist M ein F, in Bezug auf M - N. Umgekehrt, wenn dass
lotatere der Fall ist, ist 3/ ein F, in Bezug auf .V (dies ist eine
unmittelbare Folgerung aus dem oben angefithrten Satz (1)).

Betrachter wir jetzt neben den beiden Mengen M und N noch
einen Punkt p desselben Ranmes. Wir sagen, M sei im Punkle p
ein F, in Bezug auf N und schreiben abgekiirzt:

(" M=F, (rel N; loc p),
wenn es eine Umgebung U von p gibt derart, dass
(") » UN=F, (red N)?)

() gilt in trivialer Weise immer dann, wenn p kein Huufungspunkt
von M ist.

Wir setzen fir das folgende alle betrachteten Mengen als sepa-
rabel voraus und beweisen den Satz:

4) Gilt (") in allen Punkten von N, so ist
M=F, (rel N).

In der Tat, es gibt nach Anoahme zu jedem Punkt von N eine
Umgebung mit der Bigenschaft (); mit Riicksichi auf ihre Se-
parabilittit kann die Menge N mit einer Folge solcher Umgebungen

Uy, Uy, Us,... therdeckt werden. Fir die Surnme V=Z°'c U, dieser

n=l

Umgebungen ergibt sich (vgl. Satz 2);:
(@) V.M=F, (rel N)
®) NCV.
Betrachten wir die Zerlegung:
MHM=M.V4+IH—-U.V) .
Der erste Summand J/.V ist ein F, in Bezug auf N; der zweite
Summand ist sogar abgeschlossen in Bezug auf N, denn es gilt:

M—M.VCR +V=R—V, und daher nach (8): (M— A V) N=
=03). Also ist M= F, (rel. V).

1) Dann gilt dasselbe ftir jede in U enthaltene Umgebung V' (C U von p.
V ist ndimlich als offene Menge ein F,, in Bezug auf den Raum R und dsher auch

in Bezug auf N ( R. Infolgedessen ist nach 2) V.M =V U, M ein Fy hin-
sichtlich N, '

) Vgl. Fussnote anf §. 91,
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Eine fir das folgende sehr niitzliche Verschirfung von (4) lautet:
(4') Seien M, N und U drei Mengen (desselben metrischen Rau-
mes E), von denen die letzte (in R) offen ist. Wenn fiir jeden Punkt p

von U.N :
M=F, (rel N; loc p)
gilt, so ist
UM=F, (rel N).

Analog wie beim Beweise von (4) stellen wir zuerst die Existenz
einer offenen Menge T~ fest, so dass

() V.M=F, (rel X)
(3] UNCV.
Aus (q) folgt (da U ein F, rel. N ist)
UV.M=F, (rlN).
Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir noch zeigen:
U M—UVM=U.M—V.M)=F, (rel N).

Nup kann die offene Menge U als Summe von abzihlbar vielen
(in R) abgeschlossenen Mengen dargestellt werden:

=

n=1
Unter Berticksichtigung von (8) bekommen wir:
4, M—M.V)C A;.(R—'V) =4, R—VCU.(R—V)CR - XN.
Daraus folgt, dass die Menge 4,.(M— M.V) in Bezug auf N

abgeschlossen ist. Also ist :

U.(M—M.V) =2A,,< M—M.V)

n=1

ein F, rel N.
6. Charakterisierung der Mengen G, im Bereiche der Men-
gen C(A)?). Wir gehen jetzt zum Beweise unseres Hauptsatzes iber:
Theorem. In einem separablen Raume R7Y) enthdlt jede Menge
C(4) (d. h. jede zu einer Menge (A) komplementire Menge) die kein
Gy ist, einen in ihr perfekten abzihlbaren Teil.

1) Vollstindigkeit wird dagegen nicht vorausgesetat,
%) Die Uberlegungen dieses Paragraphen finden sich im Wesentlichen bereits
in meiner Arbeit in Math, Zeitschrift 24, 8, 413 ff,
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Sei M eine Menge (4). Es gebe also ein System abgeschlossener Men-
gen Ay, my..,m (k=1,2,...; my,...,my=1,2,.) so dass M Summe
ist aller Durchschnitte:

) iy Ay, e Aoy g migs- -

wo die Zahlen m,, m,, m,,... unabhingig voneinander alle nattrlichen
Werte durchlaufen, Seien % nattirliche Zahlen n,, n,,..., #, gegeben;
die Summe aller derjenigen Durchschnitte (), fiir die

My == Ny Mg ==Ngy.0oy My==1"0,;

gilt, bezeichnen wir mit M, ... n,. Dann gilt offenbar:

1) M= JMy; Mppyiy= 3 Mo, s

w1 fom]

2) -],[m,.,., M1t Bl C -Mf’h,..., Brp—i
3) Mo,,..., w, C A, mye

Wir setzen jetzt voraus, M sei kein F, in R:

M==F, (rel R), .
oder, was nach Satz (3) des vorigen Paragraphen dasselbe bedeutet:
M==F, (rel N),

wo N=R—M gesetzt wird. Unter dieser Annahme, welche in_

anderer Formulierung besagt, dass N kein G4 in R ist, werden wir
in N einen abzghlbaren relativ-perfekten Teil aufweisen, indem wir

in N ein Hiufungssystem konstruieren, dessen keine Grundfolge’

innerhalb N konvergiert.

Mit Rttcksicht suf Sata (4) in § 5 gibt es in N einen Ptnkt p,
so dass '
M==F, (rel N; loc p)Y).

Wir haben daon fir n=1,2...:
M.U(p; 1/m)==F, (rel N),

- wo unter U(p; 1/n) wie tiblich die Menge aller Punkte des Rau-
mes verstanden wird, die von p um weniger als 1 /n entfernt sind.

1) D}ese Formel bedeutet natiirlich die Negation der Bezichung: Me=F,
(rel N; loc p).
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Mit Rtcksicht auf p(C R — M konnen wir statt dessen, wenn wir
noch die Bezeichoung U’(p; 1/n)=U(p; 1/n)—p einfiihren, auch
schreiben:

M.U(p; 1/my==F, (rel N).

Nach ].) ist aber
M. .U (p; 1/n) =2M,. U (p; 1/0);
=

folglich muss fiir einen Index i, gelten
M, .U'(p;1/n)==F, (rel N).

Nach dem Ergebnis (4') der vorigen Paragraphen gibt es einen
Punkt '

(n=1,2,.)

2. CN.U'(p; 1/n),
M, ==F, (rel N;loc p,).

80 dass

Die vorletzte Beziehung zeigt, dass p = lim p, und dass alle p,

o~
von p verschieden sind. Indem wir notigenfalls die Folge {p,} durch
eine Teilfolge ersetzen, kinnen wir annehmen die Punkte p, seien
paarweise verschieden. g . _

Setzen wir jetzt voraus, es sei fiir ein bestimmtes ¢ jedem Indi-
zessystem (ny,..., n,), wo ¢-<Ck, ein Punkt Priggee gy sowie eine
Nummer i, , zugeordnet, und es sei dabei die folgende Bedin-
gung erfiillt:

s=F, (relN; locp,,.,mu_,)

r
( ) M’m: g, maree gy, Mgy

‘Beim dem nichsten k-ten Schritt der Konstruktion gehen wir
folgendermassen vor; Aus () erbalten wir ftir jedes nattirliche m:

Mf”‘, i”,’ ngrr inx,..., ne. 1° U(p”"'"i ”k‘-i; 1/m) =
U (puy,..omy_y; 1/m)== F, (vel N).

i im, fpe- in,,..., "y
Nach 1) gibt es eine Nummer iy, _,,m (m=1,2,...), s0 dass

==F,  (rel N).

’ .
Mm’ L M. W y? Bty By, " U (pm,..., ot l/m)

‘Nach dem schon bentitzten Ergebnis von § 5 konven wir fir
jedes m einen Punkt

Pn,,..., e, M C N' U'(Pm,..., ”k—l; l/m)
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“wihlen mit der Eigenschaft:
M

J — T,
fgreen By, By by, A P ]10, (rel N loe Pty oy m):

Es ist dann
p”lyn-: Nt = ]i'n] pn,,..., Rl 1y m; p”x,-u, Mg | :f:pn‘,,.., Blo—1) w' (”" = 1’ 2,.-.).
Mm=0Q B
Indem man ntigenfalls die Folge {p,,.., mpopmp (M=12.)
durch eine Teilfolge ersetzt, darf man weiter annehmen:
Prgyery ey, m 4: Pws,..., gy, m (m 4: m[)'

Durch unbegrenzte Fortselzung des Verfahrens (deren Mbsglich-
keit durch dis Eigenschaft (") gewihrleistet wird) erhilt man ein
- Haufungssystem o ={py,,.., u,}, das aus lauten in N liegenden Punk-

ten besteht. Die Beziehung ('), in der wir & — 1 dureh % ersetzen,
impliziert

DPusyey my, C Mi

ne Mg, gt g, LA

und daraus ergibt sich weiter nach 2) und 3) fur jedes i<k:
(n) Pn;..“, Ngyerns WYy C J'[t"x .

' '"11 o Mg, L C A‘M’ ‘m, nad ‘m,.,., ni

T g, mgeens g, ng*

Betrachten wir eine Grundfolge

(*). Dnyy Pny, "2;‘ cy Prg oy, Mgy e oo
‘ Nach (") liegen alle Glieder dieser Folge vom k-ten angefangen
in der abgeschlossenen Menge 4, iy e i, AlSO liegt jeder
Haufungspunkt von (*) in dem Durchsehnitt:

II Ayt mir oy my C M =R —

k=1

In Nsind demnach keine Grenzpunkte der Grundfolgen von o

vorhanden. Damit ist (mit Ricksiocht auf das Theorem von § 4) die

Exis:tenz von abzithlbaren relativ perfekten Teilen der Menge N nach-
gewiesen,

Wenn man von dem Raum R auser der Separabilitst noch die
Vollstandigkeit voraussetzt, so gilt, wie bereits frither bemerkt wurde,
auch die umgekehrte Behauptuag: Ein G, in einem vollstiindigen
Raum (ein absolutes G,) enthalt keinen relativ-perfekten abziihlbaren
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Teil '). Unter den Mengen C(A) eines vollstindigen separablen Raumes
(beispielweise des Euklidischen n-dimensionalen Raumes) sind die
Mengen Gy durch die nicht- Abzihlbarheit ihrer relativ-perfekten Teile
vollkommen charakterisiert.

Forner ergibt sich noch der folgende Satz: Enthilt die Menge A des sepa-
rablen Raumes I keinen relativ-perfekten ahziihlbaren Teil, so gibt es zu jeder
M enthaltenden Menge N, deren Komplement (in R) eine Menge (4) ist, eine Gj-
Menge G mit der Eigenschaft: MC GCN.

Betrachten wir fiir einen Augenblick die Menge k* == M- (R — N) als Raum.
Da das Komplement von 3/ in R* eine Menge (4) in R also anch in R* ist, ist
M nach dem oben bewiesenen ein Gy in B* Daraus folgt, dass es eine Gs-Menge
G in R* geben muss, deren Durchschnitt mit B* die Menge M ergibt. Dies ist
aber gleichbedeutend mit der Bezichung: M(” G(” N.

7. Ungiiltigkeit der Charakterisierung in der Gesamtheit
aller linearen Punktmengen. Im vorigen Paragraphen wurde
bewiesen, dass eine im separablen Raum gelegene Menge M eine in
ihr perfekte abzihlbare Teilmenge enthilt, wofern die folgenden
Voraussetzungen erfiillt sind:

1) M ist eine Menge C(4).

2) M ist kein G,. -

Wir fragen jetat, ob die erste dieser Voraussetzungen nicht ent-
behrt werden konnte, anders ausgedriickt, ob die durch unser Theo-
rem gegebene Charakterisierung der Mengen G, deren Giiltigkeit
vorlaufig nur fur den Bereich der Mengen C(4) feststeht, nicht allge-
mein gililtig ist, '

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Frage sogar unter Beschrin-
kung auf lineare Mengen im negativen Sinne zu beantworten ist.
Wir stlitzen uns dabei auf die bekannte Tatsache ®), dass es auf
der Euklidischen Geraden R, nicht abzihlbare Punktmengen gibt,
die keine (in Bezug auf R,) perfekte Teilmengen enthalten. Sei i/
eine deratige ,total imperfekte“ Menge, N ihr Komplement (in R). N
ist sicher kein @ (sonst milsste M als ein nicht-abzihlbares F, eine
perfekte Teilmenge enthalten); trotzdem ist jede in N perfekte Menge P
nicht-abzhlbar, denn sonst wire die Menge P—P (als das Komplement
der abzihlbaren Menge P in der perfekten linearen Menge P) ein in
sich dichtes (7, enthielte daher nach dem Young’schen Satze eine (in R,)

1) Fiir nicht vollstdndige Riume gilt dies natiirlich im Allgemeinen nicht: Jede
beliebige Menge ist ein Gy, wenn man sie selbst als Raum betrachten.
%) Vgl. Bornatein, Leipziger Berichte 60 (1908) 8. 329—330.
Fundamenta Mathematicae. T. XII. 7
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perfekte Teilmenge; dies widerspricht aber unserer Voraussetzung,
denn P —P ist mit Rucksicht auf die Abgeschlossenheit von P in
N eine Teilmenge von M.

Von Wichtigkeit ist die Frage, ob unsere Charakterisierung der ab-
soluten G richtig ist im Bereiche aller Mengen (4) eines vollstiin-
digen separablen Raumes (sie ist sicher richtig im Unterbereiche
aller Borelschen Mengen, denn dieselben sind zugleich Mengen C(4)).
Wire dies der Fall, so musste, wie der vorstehende Beweis zeigt,
jede Menge C(4), die kein F, ist, einen perfekten Teil enthalten,
und die schwierige Frage nach der Muchtigkeit der Mengen C(A)
wire in dem Sinne geldst, dass jede Menge C(A4) entweder abzithl-
bar ist, oder die Michtigkeit des Kontinuums hat.

Das System y aller Mengen, die von relativ - perfekten abzithl-
baren Teilen frei sind, das, wie soeben nachgewiesen umfassen-

der ist als der Bereich der absoluten 7y, hat mit dem letzteren Be-

reich folgende gemeinsame Eigenschaft:

Die Summe von endlich vielen Mengen des Systems y ergibt wieder
eine Menge aus y. Es geniigt den Satz fiir den Fall zweier Sum-
manden zu beweisen. Zunichst bemerken wir folgendes: Ist eine
insichdichte Menge M Summe von zwei Mengen A, und M, so
muss mindestens einer dieser beiden Summanden einen insichdichten
Teil enthalten. Ist nimlich M, nicht -insichdicht, so kann M, in
M nicht dicht liegen, es gibt also einen relativ offenen Teil U
von M, der ganz von M, ausgefullt wird, Als ein relativ oftener
Teil der insichdichten Menge M ist aber U insichdicht; M, enthult
also eine insichdichte Teilmenge.

Seien nun 4 und B zwei Mengen aus y. Wure ihre Summe
C=A- B keine Menge aus y, so enthielte sie einen abzihlbaren
in ihr perfekten Teil P. Nach der obigen Bemerkung enthalt min-
destens eine der beiden Mengen P.4 und P.B etwa die Menge
P.4" eineu insichdichten Teil; die grosste insichdichte Teilmenge
von P.A wire dann ein relativ-perfekter abzihlbarer Teil von P. 4
und folglich auch von 4, was nach Annahme unméglich ist.

Es bleibt offen die Frage, ob der Durchschnitt von abzithlbar
vielen Mengen aus y stets eine Menge aus y ist (wie es bei den Gy
der Fall ist).

8. Uebergang zu Komplementen. Mengen F, und Mengen (4).
Wir wenden uns der folgenden Fragestellung zu: Was lasst sich
liber eine Menge M aussagen, wenn man weiss, dass ihr Komplement

icm

Perfekte Teile von Punktmehgen. 99

einen abzihlbaren relativ perfekten Teil enthalt? Damit die Frage
einen Sinn habe muss der zugrundegelegte Raum goewissen ein-
schriinkenden Voraussetzungen unterworfen werden, demn sonst ist
der Begriff des Komplements unbestimmt. Wir beweisen den Satz:

Enthiili eine in einem vollstindigen Raum R liegende Menge M einen
in thr perfekten abzihlbaren Teil, so enthilt das Komplement von M
eine relativ abgeschlossene Teilmenge, die mit der Menge aller irra-
tionalen Zahlen eines linearen Intervalls homsomorph ist. In kompalkten
Raumen gilt auch die Umkehrung. , ‘

Aus der Existenz einer in M perfekten abzihlbaren Menge folgt
die Existenz eines Huufungssystems auf M, das keine in M kon-
vergente Grundfolge besitzt!). Wie wir im § 3 sahen, gibt es ein
Restsystem o’ von o, das erstens normal ist und zweitens die fol-
gende Eigenschaft hat: Jede Grundfolge von o' konvergiert
(in R), und die Menge der Grenzpunkte der Grundfolgen von o
ist init der Menge aller irrationalen Zahlen des Intervalls (0,1) — diese
Menge wollen wir im folgenden mit dem Buchstaben I bezeichnen —
homtomorph. Sei M(¢’) die Gesamtheit aller Punkte von o (als
gewthnliche Punktmenge betrachtet), und sei G(¢’) die mit I homdo-
morphe Menge der Grenzpunkte der Grundfolgen von ¢’. Die Nor-
malitdt von o’ besagt, dass

M(7) = M(7) + 610).
Da M(o’)CM-und G(0) C B— M, haben wir:
(B—M). M) = 6().

Diese Formel zeigt, dass G(¢’) in B — M abgeschlossen ist, wo-
mit der erste Teil unserer Behauptung bewiesen ist.

Um den zweiten Teil zn beweisen, setzen -wir den Raum als
kompakt voraus und machen die Annahme, es gebe eine in R — i/
abgeschlossene Menge N, die mit I homgomorph ist. N— N=N. M
ist eine in M abgeschlossene Teilmenge von M; in Bezug auf R
ist N— N ein F, also eine Menge C(4). Unsere.Behauptung ist be-
wiesen, wenn wir zeigen, dass N— N kein G, ist, denn dann ent-
halt N.M und folglich auch M, den Ergebnissen von § 6 zufolge,
einen relativ-perfekten abzshlbaren Teil. Ware nun N— N ein Gy,
so wire Nein F in R, also da R kompakt ist, Surame von abzihlbar

) Vgl. die Bemerkung am Schluss von § 4.
7
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vielen in sich kompakten Mengen; dann wire auch I als topologi-
sches Bild von I Summe von abzithlbar-vielen in sich kompakten Men-
gen und folglich auch ein F, in Bezug auf das lineare Kontinuumn
R,, was jedoch bekanntlich *) nicht der Fall ist.

Wir konnen jetzt durch Uebergang zu Komplementen duale Ge-
genstiicke zu den bisherigen Resultaten aussprechen, So erhalten wir
beispielweise auf Grund der Ergebnisse von § 4:

In einem vollstindigen Raum enthslt jede Menge, deren Kom-
plement von erster Kategorie ist (in Bezug auf sich selbst), eine re-
lativ abgeschlossene mit I homdomorphe Menge.

Aus dem im § 6 bewiesenen Theorem ergibt sich:

Im Bereiche aller Mengen (A) eines kompakten Raumes sind die
F, dadurch charakterisiert, dass keiner ihrer relativ - abgeschlossenen
Teile mit I hombomorph ist %),

Nun erinnern wir daran, dass der Menge I in der Theorie der
Mengen (4) noch eine andere Bedeutung zukommt; Die Mengen (4)
in vollstindigen Riumen sind namlich nichts anders, als etndeutige
und stetige Bilder der Menge I %),

Um daraus weitere Schltisse zu ziehen, beschréinken wir uns
auf lineare Mengen (d. h. auf Mengen der Euklidischen Greraden)
und bentitzen den folgenden Hilfssatz von Sierpinskis):

@) Eine lineare Menge, die kein Intervall enthult,
lasst sich eindeutig und stetig auf jede in ihr abge-
schlossene Menge abbilden,

Ferner nehmen wir noch das folgende Lemma zu Hilfe, dessen

Beweis wir in einem Anhang am Schlusse dieses Paragraphen folgen

lassen:

p) Ist (%ie li.uea're Menge M kein F,, so kann ‘sie eindeutig und
ste‘hg _anf eine lineare Menge M* abgehildet werden, die ebenfalls
kein F, ist und tiberdies kein Intervall enthslt.

*) Vgl. Mengenlehre S, 138,

1) Ueber die Bedeutung dieses Satzes hinsichtlich gewieser Usherdeckungseigen-
schaften von Punktmengen vgl. meine 4bhandlung in Pund Math, 9, 8, 200
Fussnote 1), : B ,

) Vgl. Sierpiseki, Bull. Acad. sc. Cracovie (4) 1918, S. 161—167.

3) Vegl. Sierpiriski, Fund, Math, XI, 8. 118. Das Lemma wurde dort ausge-
sprochen unter Beschriinkung auf Teilmengen der Menge I; in den Beweis goht diese

Einsehrénkung nicht ein (dass dieselbe unwesentlich ist folgt tbrigens schon da-

raus, dags jede lineare Menge die kein Intervall enthilt si i
L , sich auf
opologisch abbilden lisst. einen Tell von 1
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Sei jetzt M eine lineare Menge (A4), und setzen wir voraus,
M sei kein F,. Die aus M nach dem Lemma f) gebildete Menge
M* ist ebenfalls eine Menge (4) '). M* enthilt, wie wir oben bewiesen
haben, eine mit I homdomorphe in M abgeschlossene Menge J.
Nach «) ist J und folglich auch I ein stetiges Bild der Menge M*
und somit auch der Menge M. Da aber I in jede beliebige Menge
(4) durch stetige Abbildungen tberfuhrt werden kann, erhalten
wir das Ergebnis: _

Aus jeder linearen Menge (4), die kein F; ist, kinnen durch ste-
tige Abbildungen simitliche lineare Mengen (A) gewonnen werden.

Die Voraussetzung, die betreffende. Menge sei kein F,, ist we-
sentlich, denn stetige Bilder einer linearen F,-Menge sind selbst
F-Mengen. Bezeichnen wir mit % das System aller linearen Men-
gen (4) und mit B das System aller linearen F,. Diese beiden
Systeme haben die Eigenschaft, dass sie zugleich mit einer Punkt-
menge such ihre eindeutigen und stetigen Bilder enthalten. Der zu-
letzt bewiesene Satz drtickt nun aus, dass jedes Teilsystem von ¥,
das in diesem Sinne abgeschlossen ist in Bezug auf die Klasse der ein-
deutigen und stetigen Transformationen, entweder mit dem ganzen
System U ubereinstimmt, oder ein Teilsystem von B ist.

Anhang Beweis des Hilfssatzes (f).

Wir beweisen zun#ichst das folgende Lemma:

Auf der Eudlidischen Zahlengeraden seien endlich oder abzithlbar viele be-
schriinkie abgeschiossene Intervalle
) [, 8], 84 Byly  [35) Byls--.
gegeben, die zu je zwei keine gemeinsame Punkte besitzen, Behauptung: Es gibt
eine im Intervalle [— oo, -}-oc] stetige reclle Funktion S, so dass f@)=rly)
dann und nur dann gilt, weun die beiden Punkte x und y in demselben Intervall
[, ba] liegen,

Zum Reweis des Lemmas betrachten wir die Menge bestehend aus allen Punk-
ten a,, sowie aus allen denjenigen Punkten der Geraden, die in keinem der Intervalle (")
liegen. Diese Menge, als eine geordnete abstrakte Menge aufgefasst, hat denselben
Ordnungstypus, wie die Menge der reellen Zahlen. Es sind nimlich die folgenden .
fiir den letaten Ordnangstypus charakteristischen ?) Bedingungen erfiillt:

1) Es gibt in M kein erstes und kein letztes Element.

9) Ist M irgendwie in zwei Untermengen M, und M, zerlegt, so dass jedes
Element von M, links von jedem Element von M, liegt, so gibt es entweder in
M, ein letztes oder in M, ein erstes Element.

1) Dass stetige Bilder der Mengen (4) selbst Mengen (i) sind, wurde zuerst
von Lusin ausgesprochen (Vgl. C. R. 164 (1917), 8. 91—94) und folgt auch aus
dem oben angefiihrten Theorem von Sierpifski.

3) Vgl. etwa Mengenlehre, S. b4.
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3) Es gibt eine abzsthlbare Menge A von Elementen aus M, so dass zwischen
- jo zwei Elementen von M mindestens ein Element von 4 liegt.

Der einfache Bewsis dieser drei Eigenschaften sei dem Leser {iberlassen,

Das bisher bewiesene kann man auch 80 aussprechen: Es kann eine reelle Funk-
tion f(x) definiert werden, welche die Zahlenmenge N als Definitionsbereich besitat,
monoton wachsend ist und jeden reellen Wert in genau einem
Punkte von N annimmt. Man sicht leicht, dass eine solche Funktion auf N
stetig ist, Wir erweitern jetzt den Definitionsbereich von f auf die gavze Gerade,
indem wir fiir jeden Punkt eines Intervalls [a,, b.] festsetzen: f(x)==f(an). En ist
klar, dass die derart anf der ganzen Geraden definierte Funktion f(a) stetig ist
und den Bedingungen des Lemmas geniigt.

8ei jetst M eine lineare Menge, von der wir voraussetzen, sie mei kein F,,
Wir wollen M dorch eine stetige Abbildung in eine kein Intervall enthaltende li-
neare Menge iiberfiihren, die ebenso wie M kein F, ist, Wir kinnen beim Beweise
annehmen, die Menge M sei beschriinkt. Wir wollen zuniichst M auf eine Hilfa-
menge M+ abbilden. Bezeichnen wir zn dem Zwecke mit B den offenen Kern
von M, d. h. die gr¥sste in M enthaltene offene Menge. (Es ist nattirlich die An-
nahme gestattet, dass B nicht leer ist). B ist Summe von endlich oder abzithlbar
vielen offenen Intervallen

@] (84 bx)i (ay, b,), (am bn)r"'

die paarweise fremd sind (dagegen brauchen ihre Endpunkte nicht durchwegs von-
einander verschieden zu sein). Wir definieren auf M eine reelle Function F(x)
durch folgende Festsetzungen:

1) Fir jeden Punkt von M — B sei F(x)=u.

2) Betrachten wir jetst einen Punkt # von B; er liege etws im Intervail
(@, bu). Wir setzen:

a) F(x) =w, wenn beide Endpunkte 4, und b, der Menge M angehiren.

b} F(x)==0., wenn a, in M liegt, aber nicht b,.

¢) F(x) =b,, wenn b, in M liegt, abér nicht a,.

b
a) F(m):g—_—;:—”, wenn weder a,, noch b, in M liegt,

Die Funktion F'(z) ist, wie leicht ersichtlich, in allen Punkten ihres Defini-
tionsbereiches M stotig und vermittelt eine Abbildang von M auf eine Menge
M+, die aus M dadurch entsteht, dass manche der Intervalle () (nkmlich jene,
die mindestens einen nicht wu M gehtrigen Endpunkt besitzen) aus M getilgt,
bsw. durch ihre Mitielpunkte ersetst werden. M7 ist kein Fy, denn sonst wiire
t.!io in M und a fortiori in M+ abgeschlossene Menge M — B chenfalls ein F,
und folglich auch die Menge M = (M—B)+ B (als Summe eines ¥, und einer
offenen Menge). Der offene Kern B+ von M+ ist Summe aller derjenigen Intor-
valle ("}, deren beide Endpunkte in M liegen, etwa der Intervalle: ) '

oy (@ugs Da)y  (Gugy Bay) (%nyy Dug), .-

Von diesen Endpunkten fallen keine zwei znsammen, denn wire etwap==a, = b,,,
L

S0 wiire die Menge B--p ein B als echte Teilmenge enthaltender offener Teil von
M, wihrend doch B die grisste offene Teilmenge von M ist,

Auf die abgeschlossenen Intervalle (‘) ktnnen wir das oben bewiesene
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Lemma anwenden und erhalten eine stetige Funktion f(z) (— oo <& < -0}, 80
dass f(x) ==f(y) dann und nur dann gilt, wenn » und y einem und demselben
Intervall [@,, b,] angehtren, f(x) ist natiirlich eine monotone Funktion; wir knnen
sie etwa als monoton wachsend annehmen. Aus der Definition von f(x) folgt insbe-
sondere dass fiir einen ausserhalb Mi liegenden Punkt p der Wert f(p) von der
Funktion f(®) in keinem von p verschiedemen Punki angenommen wird.

Lassen wir jetzt den Punkt x die Menge M+ durchlaufen und betrachten die
Menge M* der zugehtrigen Funktionswerte f(x). M* ist ein stetiges Bild von M+
und daher anch von M. Wir zeigen nun, dass M* den Bedingungen des Hilfssatzes
geniigt.

1) M* enthalt kein Intervall, Seien nimlich & <b-zwei Punkte von M*,
Wir wollen zeigen dass im Intervalle (¢, b) ein nicht zu M* gehtrender Punkt
liegt, Sei etwa a = f(x), b=f(y), wo 2 < y. Das Intervall (x, y) kann nicht ganz
in M+ enthalten sein, sonst whre es ein 2 in einem der Intervalle ("} enthal-

_ten, und wir hiitten dann f(a) =f(y). 8ei 2 ein zwischen & und y liegender Punkt

aus dem Komplement von M+ Dann liegt die Zahl ¢ = f(2) im Intervalle (a, b),
und wir wissen, dass der Wert. ¢ in keinem von z verschiedenen Punkte also in
keinem Punkte von angenommen wird. Hieraus folgt, dass ¢ ein micht in M*
liegender Punkt des Intervalls (a, b)-ist.

2) M ist kein F,, Mit Riicksicht auf die Stetigkeit der Funktion f ist das
Urbild jeder abgeschlossenen Menge N, d. h. die Menge.aller Punkie z, fiir die
f(z) ein Element ist von N, selbst abgeschlossen. Daher ist das Urbild jedes F
ein F';. Nun ist aber das Urbild von M* mit M+ identisch, denn fir einen ans-
serhalb von M7 liegenden Punkt p kann, wie wir oben sshen, in keinem Punkte
von M (allgemeiner in keinem von p verschiedenen Punkte der Greraden) die Glei-
chung f(w) = f(p) erfillt sein, d. h. der Punkt f(p) ist kein Element von M+,
Daraus, dass M+ kein F, ist, folgt also das entsprechende fiir M.

9. Einige weitere Anwendung der Hinfungssysteme. Sei E
eine beliebige separable Menge, Wir fragen, unter welchen Um-
stinden eine gegebene Teilmenge M von R einen in Beaug auf E
perfekten Teil enthult. Diese Frage wird durch den folgenden Satz
in Beziehung zu dem Begriff des Huufungssystems gebracht:

Damit M einen in R perfekien Teil enthalte, ist notwendig und hinrei-
chend, dass es auf M ein Hiufungssystem o gebe von der Art, dass
keine Grundfolge von & gegen einen Punkti von B — M konvergiert.

Die Bedingung ist notwendig. Ist nimlich P eine perfekter
Teil von M, so hat jedes aus Punkten von 'P konstruiertes Hiu-
fungssystem die verlangte Eigenschaft. Die Bedingung ist hin-
reichend, denu sei o ein aus Punkten von M gebildetes Hiufurgs-
system von der betreffenden Eigenschaft. Durch Restbildung gehen
wir zu einem normalen Huufungssystem o’ itber. Die Menge aller
Punkte von o, erginzt um ihre in R liegende Huufungspunkte, ist
-eine in R perfekte Teilmenge von M.
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Wir kntipfen jetzt an das bekannte Theorem an, wonach in
einem vollstindigen separablen Raum jede nicht- abr#hlbare Menge
(4) eine perfekte Teilmenge enthalt 1),

Die Verwendung der Huufungssysteme gestattet einen sehr ein-
fachen Beweis dieses Theorems,- tiberdies ohne Einschrinkung auf
vollstandige?) Riume, was, wie wir sehen werden, auch in der The-
orie der linearen Menge (4) zu gewissen neuen Ergebnissen fihrt.
Unser Satz lantet also: :

L Jede nichi-abzihlbare Menge (4) im separablen Raum R enthilt
eine (in B) perfekte Teilmenge.

. Sei M eine Menge (4) mit dem erzeugenden System {4, .. ).
Die Symbole M,,.., n, mogen dasselbe bedeuten, wie im § 6. ’t}'nsifzr
Satz ist bewiesen, wenn wir aus Punkten von M ein Huufungssy-
stem. bilden, dessen keine Grundfolge gegen einen ausserbalb von
M_ hegfanden Punkt konvergiert. Wir verfahren dabei ganz analog
wie b?lm Beweise des Haupttheorems im §'6, allerdings mit dem Un-
terschied, dass es sich dort um die Konstruktion eines Hiufungs-
Aystems aus Punkten von R— W/ handelte, wihrend wir jetzt ein
Haufu.ngssystem auf M bilden wollen. Statt der im § 6 verwende-
t?n Eigenschaften der 7, bentitzen wir hier die Tatsache, dass in
einem separablen Raum jede nicht-abzshlbare ’Me‘nge
‘lI[edl.nen Kondensationspunkt enthylt, d. b, einen Pﬁnkt,
111/1[ lieegs;s'en jeder Umgebung eine nicht-abzihlbare Teilmenge von.

Se} p ein ?n M liegender Kondensationspunkt von M, Fiur jedes
n':’;:lrhche m st fhe Menge U(p; 1/m) nicht-abzshlbar. Mit Rick-
;10 t-auf die Bezx.ehung M=23 M, gibt es zu jedem m einen In-
13;9 Ty ;; dass die Mengg U(p;‘ 1/m). M, vicht-sbzshlbar ist. Die

ztere Nenge enthilt sicher einen von p verschiedenen Konden-
sationspunkt p, . und wir haben: p=1limp,. Indem man ndtigen-

:;1]1: '.(:‘lefilf? ;lgnktfolgte P,,},m und entsprechend die Indizesfolge i, durch
f> © ersetzt, kann man weiter annehmen, d 0 ] .
P uDtercinander verschieden sind. nen, dass die Punkte

A T -
l (); I});el1 éuffglgunﬂchst binsichtlich linearer Mengen) von Souslin hewiesen.
. ’).Fﬂ.r el (F‘m ), 8. SBTQL Vgl. ferner Mengenlehre, 8, 179,
aar o e T vollstindiger Riume liesse sich der Satz auch sehr einfach
o dem aer - 1e:ilnen. 'I‘h.eorem folgern, dass jede Menge (), die kein F, ist'
Bertons o ge . 'er irrationalen Zahlen homBomorphe Teilmenge enthilt nnter'
gung der Tatsache, dass die letaters Menge einen perfektsn Teil e;xtbult.
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Sei % eine natiirliche Zahl > 1, und es sei bereits fiir jedes
Indizessystem (ny, my, ..., n,) Wo <Kk, ein Punkt py, y,., n,, sOWiE
ein Index iy, .., gy definiert, derart, dass p,,.., g in M liegt und
Koudensationspunkt ist von

(,) M"m' im, Ny in,,..., ﬂq'
Der Durchschnitt jeder Umgebung
*) U(pm,., mys 1/m)

mit der Menge () fiir g==*F ist nicht-abzithlbar. Daraus folgern wir
(unter Berufung auf die Beziehungen M, . u,= ) M,,,.., ng,m), dass
m=1

es zu jedem s einen Index iy,,..,, ny, m gibt, so dass der Durchschnitt der
offenen Menge (¥) mit
(H) M"m: T, g g, g gy, By, m

nicht-abziblbar ist. Dann enthilt die Menge () einen in (¥) lie-
genden Kondensationspunkt, py, . n,, m, und es gilt:

Py 1y = lim Pm,..., 5y, my
m==00

(wobei, ebenso wie oben, angenommen werden kann, dass die Punki-
folge unter dem Limeszeichen aus untereinander verschiedenen
Punkten besteht). Damit ist die unbeschrinkte Fortsetabarkeit
des Verfahrens erwiesen, das schliesslich zu einem H#aufungssystem
o fthrt. Der Punkt p,.,. . ist in der abgeschlossenen Htlle der
Menge (‘) enthalten (er ist nimlich Hinfungspunkt dieser Menge),
und daraus ergibt sich, wortlich, wie am Schluss von §6, dass die
Grenzpunkte der Grundfolgen aus ¢ durchwegs in M liegen, womit
der Satz I bewiesen ist. Man kann ihn auch in die folgende Ge-
stalt bringen:

I’ Sei M eine Menge (4) in einem separablen Raum. Jede
Menge N, die mit M eine nicht abztihlbare Menge gemeinsam hat,
enthilt einen relativ. perfekten Teil, der nur aus Punkien von M
besteht. '

Der Beweis ergibt sich daraus, dass der Durchschnitt M. N eine
Menge (4) in Bezug auf N ist.

Ueber die blosse Feststellung der Existenz von perfekien Teilen
hinaus, wollen wir jetzt eine Aussage lber die Verteilung von sol-
chen Teilmengen herleiten:
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I". Ist M eine Menge (A) im separablen Rawm R, so gibt es zu
jeder ihrer nicht-abzihlbaren Teilmengen N, eine (in R) perfekte Teil-
menge von M, die mit N eine insichdichte Menge gemein hat.

Nach I’ enthslt die Menge N* = N (E— M) einen relativ
perfekten Teil P(CN. In N*—P, also a fortiori in N*— N=
=R — M liegt kein Huufungspunkt von N. Anders ausgedriickt,
ist die abgeschlossene Hiille von P in M enthalten. P ist ein per-
fekter Teil von M, der mit N die insichdichte Menge P gemein hat %),

Es entsteht die Frage, ob Satz I’/ nicht dahin verallgemeinert werden kann,
dass es zu jeder nicht-abzithlbaren Menge N ("M eine perfekte Menge (M gibt, die
mit N sogar eine nicht-abzdilbare Menge gemein hat, Es ist leicht zu zeigen, dass
dies jedenfalls gilt, wenn M ein F, ist. In der Tat, sei

o0
M=XM,

neal
unter den M abgeschlossene Mengen verstanden, und sei N(TM nicht-abaithlbar,
Es ist dann fiir mindestens eine Nummer » der Durchschnitt N .M, nicht-abzihlbar,
Stellen wir M, als Summe einer abzithlbaren Menge B und einer perfekten Menge
P dar (eine solche Darstellung ist bekanntlich fiir jede abgeschlossenen Mengs
miglich) so ist P.N nicht-abziihlbar.

Unter Voraussetzung der Kontinuumshypothese, kann gezeigt werden, dass
diese Eigenschaft fiir die F, charakteristisch ist., Sei nimlich M kein F,.
Ordnen wir alle abgeschlossene Teilmengen von M, — die Gesamtheit dieser Teil-
mongen hat bei Annahme der Kontinnumshypothese die Muchtigkeit ,, — in eine
transfinite Folge nach dem Ordnungstypus Q (Q bedbutet die erste Ordinalzahl der
dritten Zahlenklasse): :

M, My, My, My, Myga,y..ny My,... (2<Q)

Unter den Mengen

o9
{1 M— 2D Mg (< Q)

fla .
gibt es unabzihlbar viele, die nicht leer sind (ghbe es nur abzihlbar viele, so wire M,
wie man leicht sieht, ein F). Greifen wir aus jeder der nicht leeren Mengen (1)
je einen Punkt heraus, so erhalten wir eine nicht-abzithlbare Menge, die offenbar
mit jedem M, also tiberhaupt mit jeder abgeschlossenen Teilmenge von M einen
abzihlbaren Durchschnitt hat.

1) Es sei hervorgaboben, dass man beim Beweise dieses Satzes, sogar unter
Beschrinkung aof lineare Mengen, mit dem oben angefithrten Souslinschen Satze

(vgl. Fussnote 1) Seite 104) nicht atiskommt_, vielmehr den allgemeinen Satz I
braucht.
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Ohne Annshme der Kontinuumshypothese bleibt sogar das Problem nur eine
Menge (4) anzugeben, die der im obigen‘Sinne verschirften Behauptung I’/ nicht
geniigt, offen 1),

Eine andere Folgerung aus Satz I bezieht sich auf die Mbchtig-
keit der Mengen (4) in separablen Réumen. Sei R ein separabler
Raum von der Eigenschaft, dass in ihm jede perfekte Menge
dieselbe Muchtigkeit besitzt, wie der (Gesamtraum. Bei-
spielweise haben Huklidische Riume, allgemeiner vollstidigen sepa-
rable Riume diese Eigenschaft). Aus I folgt sofort, dass in éinem
derartigen Raum jede Menge (4) entweder endlich ist,
oder abz#thlbar unendlich, oder von derselben Mach-
tigkeit, wie R. Dies ist eine Verallgemeiuarung des bekannten
Méchtigkeitssatzes fiir Mengen (4) in vollstindigen separablen Riumen.

Falls M ein @, ist, kaon man die Existenz einer perfekten Teil-

‘menge von M schon unter der Voraussetzung beweisen, dass M

einen (nicht leeren) insichdichten Teil enthslt, ohne zu fordern,
dass M nicht abzihlbar sei. Es gilt also in Verallgemeinerung eines
fir vollstindige Riume wohlbekannten Satzes:

In einem separablen Raum enthilt jedes insichdichte G eine
perfekte Teilmenge 2) 3).

Zum Beweise sei die insichdichte Menge M als Durchschnitt
einer Folge offener Mengen dargestellt:

Jl[_—_‘—ﬁOn.

m=1

Wir konstruieren ein Hiutungssystem aus Punkten von M mit
Hilfe des folgenden Verfahrens: Denken wir uns eine bestimmte Num-
mer k die Punkte p,,a,..,n; (i=k) bereits definiert, und es sei
ferner jedem dieser Punkte eine Umgebung U, n,...,s; zugeordnet,
so dass folgende Beziehungen erfiillt sind:

1) Fiir den Bereich der Mengen C(4) ist das entsprechende Problem gelost
(vgl. Lusin Bull. Acad. Cracovie 1918, 8. 42—43).

’) Die Verallgemeinerung auf ‘Mengen, die einen in sich dichten Teil ent-
halten .ohne selbst in sich dicht su sein ergibt sich unmittelbar, indem man M
durch die grisste in sich dichte Teilmenge von M ersetat.

3) Daraus, kann man natirlich nicht, wie im Fall der vollstindigen Riume
schliessen dass jedes in sich dichte Gy nicht abziihlbar sei.
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P, gy 1y C Unx . U”ly fa)er ey U”b Hzyoeny i
Um, MNgyeny By C Ol"

Bei dem nichsten k-ten Schritt des Verfahrens wird zu jedem
der Punkte p,.. ., eine gegen ihn konvergiernde Folge von un-
tereinander verschiedenen Punkten aus M?) pu,.. n, m (Mm=1,2,.)
definiert, die alle innerhalb der den Punkt p,,,.., a, enthaltenden offe-

nen Menge \
'0k+1-_”‘Um.m, #

i=l

gewshlt sind. Zu jedem der neugebildeten Punkte py,..., w,, Kinnen
wir alsdann eine Umgebung U,,.., ny, n " wihlen, so dass die vor-

stehenden Relationen fitr ¢ == k 4 L ihre Giiltigkeit bebalten. Durch.

unbeschrinkte Fortsetzung des Verfahrens erhilt ‘man ein Hiu-
fungssystem 0, in dessen jeder Grundfolge

(') : Py Puyy ngy Pris, ma, mgy e -

alle Elemente von k-ten angefangen in der Menge U,,.., w, liegen
also ist der eventuell vorhandene Grenzpunkt von (') in der Menge

... c ];' 0,= M

k=l A=1

enthalten. Damit ist die Existenz einer perfekten Teilmenge von M
nachgewiesen. Es ergibt sich hieraus ebenso wie oben im Falle der
allgemeinen Mengen (4):

Ist M ein G, (in einem separablen Raum), so gibt es zu
jeder insichdichten Teilmenge N eine perfekte
Teilmenge von M, die mit N einen insichdichten
Durchschnitt hat,

Durch diese Eigenschaft sind, wenigstens in vollstindigen Riumen, die Gy
unter den Mengen C(4) charakteriniert. Sei zum Beweis M eine Menge C(4)
im voﬂst@digen Raum R, sber kein G. Nach dem Theorem in § 6 gibt es in
M einen relativ perfekten absahlbaren Teil N, Von der insichdichten Menge N
wollen wir zeigen, dass ihr Durchschnitt mit einer (in R) abgeschlossenen eil-

') Eine derartige Folge gibt es sicher, weil M als in sich dicht Vorauage-
setzt war,

icm
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menge von M keinen in sich dichten Teil enth#tlt. Weil nimlich N in M abge-
schlossen ist, ist N. P in P und folglich auch in R abgeschlossen. Als eine im voll-
stindigen Raum abgeschlossene abzithlbare Menge kann N.P keinen insichdich-
ten Teil enthalten.

Bemerken wir abschliessend, dass die Eigenschaften der Héau-
fungssysteme in engen Beziehungen stehen gewiessen Sitzen ilber
das Verhalten der Folgen stetiger Funktionen mit einer gegebenen
Menge als gemeinsamen Definitionsbereich ). Es sei diesbeziiglich
auf eine spitere Abhandlung verwiesen.

9 Vgl. Hurewicz. I'und, Math, 9, 8, 969.
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