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Or, d’aprés (14), on 8
card [Pe(p.) Py (p] <K<Ky et card [Q4(g.) ()] << o,

pour n==1,2,3,..; la formule (16) donne done
card (X; X,) <. (pour £=1)

Nous avons ainsi démontré que les termes de la série (13) ont, deux

& deux. un ensemble au plus dénombrable de points communs.
Soit £ un indice donné < . D’aprés la propriété de l'ensemble P,

P, en tant que sous-ensemble non dénombrable de P, est de

L}

mesure extérieure positive. Les nombres (7) formant un ensemble
. » - by
dense dans tout mter.valle, il en résulte que "%’IPg(p,,) est un en-

semble, dont le complémentaire est de mesure intérieure nulle 3.
Or, d’aprés ia propriété de I'emsemble @, @:, en tant que sous-

ensemble non dénombrable de @, est de deuxiéme catégorie. Les

nombres (8) formant un ensemble dense dans tout intervalle, il en

résulte que 2105(9,,) est un ensemble de deuxiéme catégorie dana
tout intervalle,

D'aprés (11) et (12) il en résulte tous de suite que les ensem-
bles X, (§ << ) sont de deuxiéme catégorie dans tout intervalle et
que leurs eomplémentaires sont de mesure intérieure nulle.

La décomposition (13) satisfait donc aux conditions de notre
théoréme qui est ainsi démontré.

') En effet, on démontre sane peine le théoréme suivant: Si 7' est un ensem-
ble linéaire de mesure extérieure positive, et si g, p,, p,,... est une suite infinie
de nombres réels, dense dans tout intervalle, le complémentaire de I'ensemble

o3
2 T(p,) est de mesure intérieurs nulle,
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Uber approximativ stetige Funktionen von zwei
(und mehreren) Verdnderlichen.

Von

J. Ridder (Baarn)

In der folgenden Mitteilung wird die Definition der approximativ
stetigen Funktionen einer Veranderlichen ibertragen auf den Fall
von zwei (und mehreren) Veranderlichen, derartig daB die wichtig-
sten Eigenschaften dieser Funktionenklasse dabei behalten bleiben.
Wir werden nur den Fall von zwei Veriuderlichen betrachten; die
Ubertragung bei mehreren Verinderlichen ist darauf evident.

§ 1. Eine reelle Funktionen fiz, y), diein der Umgebung eines
Punktes (£, #) definiert ist. heibt an der Stelle (& n) approzimativ
stetig, wenn fiir jedes £>>0 die Menge /(¢ 7; &) der Punkte (z, ),
fiir die

(. 9)— F(E D <

ist, im Punkte ( ) die innere Dichte 1 hat.
Das soll bedeuten:

i 1 PLSE 73 €). 7]
m(4)=0 m(J)

wobei .J ein Quadrat mit Mittelpunkte (§
schnitt der Mengen 8% und J und m,[@]

des Durchschnittes bedeutet. » N
§ 2. Satz 1. Jede in einem ( beschrinkten) Gebiete G definierte,

-0

approximativ stetige Funktion ist in @ mefSbar (und endlich.
Der Beweis verlauft wie im linearen Fall; siche E. Kamke,

Zur Definition der approximativ stetigen Funktioner, Fund, Math.
t X, (1927). -

n)-—, &%.J der Durch-
7.J] das innere Mall (L)
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Satz II, Kine in G meflbare Funktion ist approximativ stetig in
(& m), wenn sie stetig ist in (&, 7)) auf einer Menge O, welche die
Dichte 1 in (& u) hat; und umgekehrt.

Die Dichte heifie a in (£ #), wenn

. amloN.J]
b w) =
ist (vgl. § 1 fir die Bedeutung der Buchstaben).

Beweis wie im linearen Fall; siehe A.Denjoy, Sur les fonctions
dérivées sommables, Bull. Soe. Math. (1915), 8. 166—168. Man ge-
brauche Quadrate mit Mittelpunkte (£, %), welche sich in (£, ) zu-
sammenziehen.

Satz IIL Jede in einem (beschrinkten) Gebiete G definierte appro-
ximativ sietige Funktion hat die Eigenschaft, dafl bei willkiirlichem
« die Menge E,[f>a] in ihren Punkten d’. Dichte 1 hat und eben-
falls die Menge E,[f<a)]. Umgekehrt (st cine endliche Funktion,
welche beiden Bedingungen geniigt, in G approzvimativ stetfg.

Fir den Beweis siehe A. Denjoy, L ¢, 8. 168 u. 169

Bemerkung: In denjenigen Punkten von @, wo die Dichte der
Menge K[f>e] nicht O oder 1 ist, ist f(x, y) = c.

Satz IV. Jede in einem (beschrinkten) Gebicte G definierte, mefs-
bare Funktion, welche fast tberall in G endlich ist, tst fast iiberall
in G approximativ stetig.

Fur den Beweis siche A. Denjoy, L e, S. 170 u. 171 oder
W. Sierpinski, Démonstration de quelques théorémes f. sur les
fonctions mesurables. Fund. Math. ITI (1922), S. 8201

§ 3. Wir mtissen hier einige Betrachtungen tiber Intervallfunk-
tionen einfiigen.

@(J) sei definiert in jedem Intervall, dessen Seiten den Koor-
dinatenachsen parallel laufen und das einem beschriinkten Gebiste
G der Ebene (mit Koordinaten = und y) angehort. Sie sei additiv
in beschrinktem Sinne und stetig, d. b. in jedem Punkte (z, y) des
Gebietes konvergiert @(J) immer nach Null, falls J eine Folge den
Punkt als inneren oder Randpunkt enthaltender Intervalle durch-
liuft, deren Flichenmal nach Null konvergiert; die Intervalle brau-
chen sich also nicht immer in den Punkt (z, y) zusammenzuziehen.

) Vgl. auch W. Sierpinski, Sur une géndralisation de la notion de la
condinuité approzimative, Fund. Math, 1V (1928).
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Die obere und untere Derivierten in (x, ) werden auf folgende.
‘Weise eingefithrt. Wir betrachten Quadrate @, welche den Punkt
(z,y) als Schnittpunkt der Diagonalen enthalten. In jedem ahge-
schlossenen Quadrate @ mit Seitenlinge L werden wieder nur sol-
che Quadrate g betrachtet, deren Seitenlingen I der Ungleichheit

1 . . . ,
! = i gentigen. Die obere und untere Derivierten in (z,y). Df,,, @(J)

bzw. D ,, @(J) sollen nup definiert werden als

. @(g;
lIim su JQJ
mig)=0, m(Q)=0 M{g)

bzw. lim inf ?‘ﬁ)s
mi=0, m(¢1=0 17(q)

‘wobei ¢ alle (in ¢ liegenden) Quadrate darstellt, die der genannten

Bedingung gentigen.

§ 4. Satz: Wenn @ cine im abgeschlossenen Quadrate () additive
Intervallfunktion darstellt und ©(Q) =0 ist, wenn ferner an jeder
Stelle (x,y) des abgeschiossenen Q eine einzige, endliche oder bestimmt
unendliche Derivierte existiert, so gibt es wenigstens eine Slelle am
Rande oder im Innern won @, an welcher die reinzigei Derivierte
Null ist.

Im Falle @ in @ oder in einem Unterintervall von ¢ identisch
Null ist, so ist der Satz evident. Sonst gibt Teilung von @ in vier
Quadrate entweder dal in diesen Quadraten @ wieder Null ist oder
daf zwei dieser Quadrate ©, und ¢, entgegengesetzte Werte von
@ ergeben. Im ersten Falle gibt fortgesetzie Vierteilung der Qua-
drate schlieflich auch zwei Quadrate ¢, und @, mit entgegenge-
setztem Werte von @ und mindestens einem Punkte gemeinsam.
Vierteilung in Quadrate von @ und @, liefert sogleich oder nach
geniigsamer Fortsetzung wieder mindestens zwei Quadrate ¢y und
¢,, in denen @ entgegengesetzte Werte annimmt und die einen
Punkt oder eine Secite gemeinsam haben. Sofortfahrend konvergieren
die paarweise zusammengehirigen Gruppen von Quadraten zu einem
Grenzpunkt (z, 7). In jeder Umgebung von (z,y) liegen Quadrate
g (im Sinne von § 3) mit positivem und pegativem Werte von &.
Also ist in diesem Punkie D¥@ =0 und D~ @ =0, somit /)P =0.

§ 5. Wie von Darboux bei Punktfunktionen einer Versnderlichen
[oder bei linearen Intervallfunktionen] so laBt sich auch hier zeigen:

Satz, Wenn dic stetige, additive Intervallfunktion @ an jeder Stelle
des offenen Intervalls J cine cinzige Derivierle besitzt, welche in den
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Pt'mkten‘(\:.rl, v1) und (x5, y5) die Werte o bzw. § annimmt, so nimmi
die Derivierte in J jeden zwischen a und § gelegenen Wert an t)
Ist y ein Wert, der zwischen « und 8 liegt, so existieren zwei
Qt_mdx:ate ¢, und ¢, von gleichem Mafle und auf dieselbe Weise
orientiert zu (ay, ;) bzw. (2,.y,), derartig daB der Wert y auch
) g 2
m(g1) m(gs)

zwischen liegt.

Betrachten wir nun die Strecke, welche (z;, 4;) und (2, y,) ver-

bindet. Zu jedem ihrer Punkte gehort ein in derselben Weise lie-

2(q)

g.endes Quadrat ¢ und ein Bruch nlq) Dieser ist, als Punktfunk-
tion betrachtet, eine auf der Strecke stetige Funktion und nimmt

daher in einem zwischen .(xl. %) und (z,, y,) liegenden Punkt den
Wert:gj ?r ;in. Das zugehtrige Quadrat ¢, hat also die Eigenschaft,
daf —\98) _ i
e m(ga)__y oder O(gy)—ym(gs) =0 ist. Nach § 4 gibt es im
al;%c.as.chloIssenen Quadrate g, wenigstens eine Stelle, an der die
additive Intervallfunktion @(J) — ym(J) ei Derivi i
Oy (J) — ym(J) eine Null-Derivierte besitzt,
§ 6. Bei den approximativ stetigen Funkti i
' 1 b
weiter die folgenden Sutze, i onen haben wir s

Satz V. Jede in einem (beschrinkien) Gebiete G definierte, appro-

wimativ stetige Funktion, welche in jedem in G liegenden, abgeschlos- -

senen Bereiche B beschrinkt ist, ist die (einzi Vi :
o Interm”ﬁmkﬁonmgf(tjzft, ist die (einzige) Derivierte einer ad-
Hierbei sind die Derivierten zu definieren wie in § 8
Fir den Beweis siche A. Denjoy, L e, 8. 172 u l’é3
S.atx 'VI. FEine in einem (besohrinkten) Gebicte G .deﬁné.erte ap-
proat:zmatw -stetige Funktion f(z, y), welche in G die Werte & u,ndpﬁ
annummt, nimmt in G auch jeden zwischen a und @ liegenden Wert v an
Es gentigt offenbar den Satz zu beweisen fir den Fall Ziner;
offenen Intervalls (achsenparallélen Rechtecks) J.
Nehmen wir an, daB ein bestimmter, zwischen & und 8 liegender

n D
weun)hle if;: I;ltlerl;all(darf auch als abgeschlossen betrachtet werden. Dann mub
nkte (zx und (, i ) i ’
gttt moen D Y) (#a ¥y) 8uf dem Rande liegen, der Beweis etwns
N oW N
- eize?i:te;? hlgenschfiften von additiven Intervallfunktionen wird man finden
e Nieaw Arc].:uef (Amsterdam) erscheinenden Mitteilung: Uber stetige
ive Intervallfunkiionen in der Ebene und thre Derivierten : ”
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Wert y in keinem Punkte von J angenommen wiirde. Dann exis-
stierten zwei Mengen E,[f <Cy] und Ey[f > ), sodal B, -+ E,=.J
wire, Das MaB des Durchschnittes Z, .1 wobei I ein willkiirliches,
in J liegendes, abgeschlossenes Tntervall darstellt, ist eine additive,
stetige Intervallfunktion; so auch das MaB von E,.I Nun hat die
Menge E, nach Satz III in jedem ihrer Punkte die Dichte 1 und
in jedem der Punkte von X die Dichte 0. Man sieht leicht, daB
dadurch die Intervallfunktionen im (E;.I) auf E; die (einzige) De-
rivierte 1) 1 und auf F, die (einzige) Derivierte 0 hat. Somit wirde
die Derivierte im offenen Intervall J nur die Werte 0 und 1 an-
pehmen konnen, im Widerspruch zu dem Satze des § b. Also nimmt
f(z,y) im offenen Intervall J jeden Wert y zwischen ¢ und § an.

Satz VIL Nimmt die approximativ stetige Funktion in G die
Werte a und B and (e<p), ‘so hat die Menge Ela < f(x)<<8] po-
sitives Mafi.

Fiir den Beweis, siehe A. Denjoy, 1. ¢, S. 181.

Satz VIIL Fine in einem (beschrinkten) Gebiete G approzimativ
stetige Funktion f(z, y) gehdrt zur ersten Baireschen Klasse?).

Jede Funktion der ersten Baireschen Klasse ist punktiert unstetig
anf jeder perfekten Menge und umgekehrt. Daraus folgt daB die-

1) Im Sinne von § 3.
%) Nach einer brietlichen Bemerkung des Herrn

auch einfacher beweisen als im Texte:
HS0it f(x, y) une fonction approximativement continue (au sens du § 1).

Soit fa(z, y) la fonction déterminde de la maniére suivante:

S. Saks laft sich Satz VI

I Jalz 9) :f(:ry?)x lorsque: — n<flw, y)=n
- ﬂ>f(£b‘, ¥)

=+ﬂ, » ﬂ'<f(x) yl.

En posant encore pour chaque intervalle K:

F(E)= f f Jolz,y) dady,
K

ou obtient une fonction d'intervalle, F(K), additive et continue. Jul, ) étant
bornée et coniinue approximativement, est la dérivée symétrique de F(K}, st —
par conséquent — de la 10 classe au sens de M. Baire. Or, on sait que; si pour
tonte valeur de #, la fonction fu(®, ¥} déterminde par (1), est de la 1° classe au
sens de Baire, la fonction flz, y) Vest sussi, ce qui achéve la démonstration, gui
ne suit d’ailleurs qu'une idée bien connue de M. Denjoy.

.., cette méthode ne peut pas stre appliquée ala démonstration du théo-

réme du § 7¢.

@ =—n, ,
l
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jenigen Punkte einer perfekten Menge M, wo die Oszillation einer

derartigen Funktion auf M mindestens « (positiv) sei nirgendé dicht
auf M liegen (notwendig und hinreichend).

Wire also f(x, y) nicht Grenzwert einer Folge von stetigen
Funktionen, so existierte eine perfekte Menge P in G, in deren
Punkten die Oszillation griofer wire als eine feste, positive Zahl 2w,
In jedem Punkte (x,y) von P existiert der untere und der obere
Limes von f(z, y) ayf P. Sie definieren auf P die untere und obere
Limesfunktion, ¢(x, y) bzw. @(x, y). Die Menge P ist aufzufassen
als Summe einer abzihlbaren Folge von Mengen Ej, F,, E_,, K,
E_.,..., E, E_,... und der Menge E_,. Hierbei ist auf E:

jo=oEy)<(U+1le

p@, y) = — oo.

Mindestens eine Menge £, ist iiberall dicht auf P oder auf
einer in einem bestimmten Intervall I liegenden, perfekten Unter-
menge P; von P (P, hat Punkte im Innern und vielleicht auch
auf dem Rande von I).

Es seim endlich. Dann hat die Funktion f; (,y) =/ (2, y) — (m-+1)w
in jedem Punkte von Z, eine relativ zu P definierte, untere Li-
mesfunktion ¢, (,) <<0 und = — w. Die relativ zu P definierte,
obere Limesfunktion @, (z,y) von f; (x, ) ist dadurch auf E, tiber-
all > w. Die Mengen H, [f;, <<0] und H, [f; > o] sind also beide
iiberall dicht auf P,.

Die Menge H, hat nach Satz III in jedem ihrer Punkte
die Dichte 1. Es existiert eine abziihlbare Menge von Punkten
(%1, 41) (%2, ¥s)..., welche zu H, gehoren und auf P, tiberall dicht
liegen. Es sei g, &,... eine nach Null konvergierende Folge posi-

tiver Zahlen. Dann existiert zu (,, y,) ein Quadrat @,, so daB fiir
den Durchsehitt H, . 0,:

m(Hy . Q)

m (Qy) -

ist. Die Quadrate @, konpnen immer so genommen werden, dafB ihr
Mab nach Null konvergiert fir % = co. Nach einem Lemma von
Denjoy?) liefern nun die Punkte von P,, welche im Innern von

und auf E__:

>1_£k

) Sur la totalisation des nombres derivés mon sommables. Ann. Ee. Norm.
. Sup. (1916), 8. 199, Fubrn. Vgl. H. Looman, Sur la totalisation etc., Fund.
n-mt. 1V (1923), 8, 276, Fuin. — Der Beweis fir den linearen Fall 1aBt sich
sinngem#f auf den Fall mehrerer Verinderlichen iibertragen.
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unendlich vielen @, liegen, ein ,résiduel* R, auf P, !). Darausfolgt,
daB in allen Punkten von R, die obere Derivierte der stetigen, ad-
ditiven Intervallfunktion m (H,.I), wobei I ein willkiirliches In-
tervall, den Wert 1 hat.

Auch zu H; gehort ein ,résiduel” R, #uf P,, wo die ubere De-
rivierte von m (H, . [) immer gleich 1 ist.

Die Mengen H, und H, sind einander fremd. In den Punkien
des Durchschnitttes (B;. R,) = R, welche auch ein ,résiduel® ist,
hitten dadurch m (Hy.I) und m (H,.I) beide eine untere Derivierte
=0 und eine obere Derivierte = 1. Da jedoch nach Ratz III H,
in seinen eigenen Punkten die Dichte 1 hat und somit m(H;.I)
eine einzige Derivierte = 1, konnte auf R nicht /; < 0 sein. Aunf
gleiche Weise zeigt sich, daB auch f, > 0 auf B unmoglich ist; so
auch f, << @ und 7, > . Wir gelangen also zu einem Widerspruch.

Noch iibrig bleibt der Fall m = — co. Da f(«,y) in & endlich
ist, wire dann auf P, die Oszillation 2 w =--co in jedem Punkte
von P,. Daraus folgt, daf fir jedes ganze, positive oder negative &
(Null einbegriffen) die Punkte von P, in denen f'(z,y) <k ist, auf
P, tiberall dicht liegen. Da die abzithlbare Reihe der Untermengen
Ey(f>0), B, (f>1), E; (f>—1).... von P, alle Punkte von P,
enthalten, so mub wenigstens eine dieser Mengen E, auf P, oder
einer in einem abgeschlossenen Intervall liegenden, perfekten Un-
termenge P, von P, iberall dicht liegen. Die obigen Schliisse be-
halten nun ihre Giliigkeit, wenn man stait der Mengen H, und H,
die Untermengen M, [f>>#] und M;[f<<n—1] von G betrachtet %),

§ 7. Schlubemerkungen: Wir definieren in der Ebene zwei wei-
tere Funktionenklassen, )

Im Punkte (& #) ziehe man die Parallelen zu den Koordinatenach-
sen, Diese teilen die Umgebung von (£ 7) in vier Teile, welche wir
in einer bestimmten Ordoung 1—4 numerieren wollen. J sei ein
Quadrat, dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel laufen, das
(£, ) auf dem Rande enthilt und das dem Teile (k) der Umgebung
angehort.

A. I, (&, 7; &) sei bei positivem & die Menge derjenigen Punkte
(z,%) in der Teilumgebung (k), fir die

) D. h, eine Menge, deren Komplementirmenge zu P, eine Menge erster Ka-
tegorie (auf P,) ist.

2) Der Beweis ist dem des H, Denjoy im linearen Fall nachgebildet, Vgl.
Bull. Soc. Math, (1915), 8. 181—184.
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fay)>fEmn—e

ist, und 87, (£, n; &) sei die Menge aus (k), fir die
Flayy) </ +e

1st.

Dann soll f(x, y) vorwiegend stetig in (&, 1) in die (k) Richtung ")
sein, wenn fiir jedes positive &:

i[Oy (B 8).J] 1

hﬁ)l-gf m(J) g
und

L .o (Eg e Jl 1
ist hg%nlgf m (J) >3
ist.

Ist in allen Punkten eines Gebietes f(w,y) vorwiegend stetig in
mindestens eine (nicht notwendig immer konstants) Richtung, so
ist f(x,y) in G meBbar 2).

B. In der Umgebung von (£ #) existiere eine stetige, additive
Intervallfunktion @(J) und eine Punktfunktion ¢(z,y). 87 (& 7; )
sei bei positivem ¢ die Menge derjenigen Punkte (z,%) in der Teil-
umgebung (k), fir die in den zugehtrigen Intervallen 7 [d. h. in
den Intervallen mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten (£ 7)
und (z, )

o)

m(l)
ist. Und 97, (£, 7; €) sei die Menge derjenigen Punkte aus (), fir
die in den zugehérigen Intervallen I:

@I
i < PEn+e

>pn—e

ist.
Dafm soll p(z,y) in (& 7) vorwiegend Derivierte von @(J) in die
(k). Richtung %) heiBen, wenn fir jedes positive e:

I TN
wﬁ,iﬁf m(J) > 9

und

D] Ygl. A. Denjoy, Bull. Soc. Math, (1915), 5. 183.
Y) Siehe Kamke, 1. ¢, 5. 432 u. 433,
° Vgl. A. Denjoy, Ann. Ec. Norm, Sup. (1916), S. 198, Fufin.
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.. m[on, (5 e J] 1
hﬁ)gf m(J) = 2
ist.

Die Beweismethode. fiir den Satz VIII gebraucht, liefert nun
auch :
Jede in einem (beschrinkten) Gebiete G definierte Funktion g(z, y),
welche: a) in G in eine konstante Richtung vorwiegend stetig ist, oder :
b) in G in eine konstanie Richtung vorwiegend Derivierte einer sie-
tigen, additiven Intervallfunkiion ist, gehtrt zur ersten Baireschen
klasse *).

Die Funktionen beider Klassen werden auch jeden zwischen
oberer und unterer Schranke liegenden Wert in G annehmen,
wenn sie der folgenden Bedingung geniigen: in jedem in G liegen-
den, abgeschlossenen Gebiete, das einen willkirlichen Punkt (&
von @ als Randpunkt hat, 1aBt sich eine Folge von inneren Pun-
kten {z,,y.} anweisen, so daB /1§ 9)= lim flz.¥.) ist. Dies ist

sp=iwe=s

eine unmittelbare Folge eines Satzes von W. H. Young?).

1) Die Bedingungen o) und b) sind noch auf verachiedene Weise abzalindern. —
Der Beweis ist anch moglich durch wirkliche Bildung einer Folge von nach
g1z, y) konvergierenden, stetigen Funktionen auf die von H. Looman fiir den
linearen Fali angegebene Methode; siehe Sur deux catégories remarquables ds
fonctions, Fund. mat. V {1924).

% Siehe W. H. Young, On Funciions of two or more variables, Mess. of
Math, XXXIX (1909).

3. IX. 1928.
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