La condition (/) et l'intégrale de MM. Denjoy-
Perron.

Par
S. Saks (Varsovie).

1. Notations. Soit F(z) une fonction Gontinue dans un intervalle
(a, 8). Si E est un ensemble quelconque agrégé & cet intervalle, nous
désignerons par F(E) l'ensemble des valeurs admises par F(x) pour
les valeurs ze¢E. On dit que la fonetion F(x) vérifie la condition
(N) de M. Lusin?) lorsque & tout ensemble de mesure nulle cor-
respond l'ensemble F(£) de la méme mesure.

On sait que, si la fonction F'(x) est une intégrale indéfinie au
sens de M.Lebesgue (c-a-d. est absolument continue), ot — plus
généralement — au sens de M. Denjoy, elle satisfait nécéssaire-
ment & la condition (V). La réeciproque n’est pas évidemment vraie.
La question s'impose donc quelles conditions supplémentaires dnit
vérifier la dérivée, oi, plus généralement, un nomhre dérivé d'une
fonction satisfaisant & la condition de M. Lusin pour que cette
fonetion soit une intégrale indéfinie au sens de M. Lebesgue, on
& celui de M. Denjoy.

Dans cet ordre didées, M. Menchoff et moi nous avons
prouvé 2), il y a quelques années, le théoréme suivant: si un nombre
dérivé (médian)*) d'une fonction continue jouissant de lu proprtété (N)
est sommable, f(x) est absolument continue.

') Lusin. Liptégrale et la série trigonométrique, (Thése, en russe). Moscou.
1915, p. 109.

Y Menchoff. Sur lu représentation conforme, Math. Ann., t. 95, 1926,

Saks. Fund. Math., t. VII, 1925, p.290, et Sur une certaine classe de Sonctions
d'ensemble, Bull. Ae. Pol. (4), 1926.

%) an nombre A s'appelle un dérivé médian d'une fonction f(x) au point x,

#'il existe une suite de points x, telle que 7, — z, ot limﬁ?"):-f@‘?} == A.
Zn-- 2,
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Jo vais dens cette Notc compléter cet énoncé ef, en particulier,
Vétendre b Vintégrale au sens de MM. Denjoy-Perron.

9. Je commence par prouver deux propositions auxiliaires.

Lemme 1*). F(x) étant une fonection continue dans
(a,b) et {H) une suite non-croissante densembles fer-
més situés dans (a,d), on a

() ﬁ F(H) = F( ]:1 H,,).

n=1
Démonstration. Soit g, ¢ ﬁF(H,,). 11 existe donc pour chaque
] ot
n=1,2,..., un point xz,e H, tel que
(2) F(‘En) = Yo-

un point limite de la suite {z,}. On a évidemnfent

o

moeHH,

=1

et en vertu de (2), F(x) étant continue,

yo = Fi#0);

el )

noel

Soit x,

done

et parsnite:

i}’ F(H)C F( EI H)

a1 nel

D’auntre part, il est évident que pour chaque fon

que suite {H}: . .
JIraor yii H)

Ta=1

ction F et cha-

Re=l
Liégalité (1) est ainsi démontrée. - .
Lexgnm“ 2. F(z) étant une forection continue dans un
intervalle 64 =(q, b) et g up ensemble férmé contenu

dans le méme intervalle, on 2

t. V, p. 156—157.

jorpifski . Math, _
*) Cf. W. 8i srpifiski, Fund Math., désigner par 1o symbole 3 des inter-

<) nous conviendrons dans la suite de
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® F) — Fla) < Y [F(5)— F(al)] + mes F(H),

Hwm]
ot {(a,,d,)} désigne la suite des intervalles contigns
4 H tels que '

F(b,) = F(a,).

Démonstration. Soit F,(x) la fonction continue identique
& F(x) pour les points a, b et pour tous les points de I'ensemble g,
et lindaire dans les intervalles contigus & H.

Désignons par {d, = (a;’, b,")} la suite des intervalles ouverts

contigus 2 H et tels que
F 0)) <Fy(a).
On a pour chaque n:

F, () — F,(a) < mes F, (3—2' a;').

k=1

Or, d; étant des intervalles ouverts, les ensembles i—3 d," sont
kwal
fermés, et, en vertu du lemme précédent:

F,(6)— Fy (a) < mes 7, (Es‘_i a;')

<FHE)+ IR b)—F @)

Qn peut évidemment remplacer dans la relation précédente la
fonetion ) par F, et on obtient ainsi Vinégalité (3).

3. Théoréme 1. Si pour une jonction continue F(z) jouissant de
la propriété (N), on a presque partout

@ P8 Su(a)

o u(x) est une fonction sommable,

v&ll'es fermés (c.-i-d. les extrémités inclue 8) ot par J des intervalles ouverits
(c~i-d. les extrémités exclues).

) %) F(z) désigne la dérivée in férieure, c-a-d. le plus petit des quatre dé-
rivés extrémes de Dini de la fonction F(z)
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F(z) est une fonction absolument continue, c-a-d. lintégrale indé-
finie au sens de M. Lebesgue.

Démonstration. Soit 6= (4, b) un intervalle quelconque et
£ un nombre positif. Désignons, pour chaque entier i, par E, l'en-
semble des points x de lintervalle (a, &) od

£l g(i+1)
(2) ez L ulr) < ‘~+; }.
mes ¢ mes ¢

On peut suppuser évidemment que la fonetion u(z) est positive.
Done, #(x) étant sommable

(3) mes ( 5‘—5' E)=o.

Faisons correspondre i chaque E; un ensemble ouvert O, de

manpiére que

“4) E.CO.
(5) E(z+ 1) mes (0, — E) <  mes d.

En vertu de hypothése (1), et de (2), presque tout point zek,
appartient aux intervalles 6,= (a., b)) aussi petits que I'on veut, et
tels que

(i1
fib) — Fla) < L—;—) mes d,.
mesd
En appliquant done a ces intervalles le théoréme connu de
M. Vitali, on obtient, en tenant compte de (3) et (4), une suite
double des intervalles ouverts et disjoints, df = (a}, b}) satisfaisant

aux conditions suivantes

(6 & C O,
(M F(BY — Fla) < %%) mes dt.

(8) mes (3——5 6:‘) =0

) i, kel

Posons H =6 — 3 6. H est évidemment un ensemble fermé et,
k=1
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en vertu de (8), de mesure nulle. La foncti i
A ; onction F' vérifiant la cop-

mes F(H) =0,

et en appliquant & la fonction F'(x) le lemme précédent, on obtient
b4
F) — F(a) < 3 [F(8}) — F(ah)] 4 mes F(H)
Lk
< ' (Fey—Fay),
ik
ot la sommation 3’ étend & tous les intervalles (af, B}) pour lesquels

() = F(al).
On en conclut, en vertu de (7), (6), (5) et 2

F(b)— F(a) gz'j M mes gk

=1 1=y D€ d

8 (o] ] (-]
<— 5; (i 1)2' mes g}

kmak

&

< , gg(i—}— 1) mes 0,

me

&

< Y6t DmesE+ - S B
messé;gv +1jmes l+mes§§(z+1)mes(O‘hE‘)

<fu(x)dw+2£.

Do ..
ne, & étant un nombre positif quelconque, il vient

]

FO~Fo)< [ ) az

pour chaque intervalle (g, b). ‘

F(x) est i i
() parsuite une fonetion & variation bornée; or, toute fone-

tion & variati i joul
comtion a 1310’; bO}'née qui jouit de la propriété (N), est absolument
- Notre enoncé est donc démontré compl‘etemeﬁt

3) cest une conséqu mmédiate a arerme  Cif au 8

ence 1 édiate d thé t début d cet article
(§ 1) et aussi du théoréme soivant de M. Denioy (bm la totaltsation, Chap. I
2
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Signalons encore le cas particulidrement simple du théoréme que nous venons
de prouver: une fonction continue jouissant de la propricté (N) et admettant
presque partout la dérivée inférieure (supérieure) non-positive (non-négative), est
wne fonction absolument continue et, parsuite, est non-croissante (non-décroiz-
sante 7).

4. Avant de pousser plus loin, nous pruuverons le suivant

Lemme 3. Soient F(z) une fonction continue dansun
intervalle (g,b) et jouissant de la propriété (N), M(x)
ane fonction majorante (au sens de Perron?®) de sa
dérivée inférieure F(z) et,ensnite, Hunensemble par-
fait agrégé a (a,b); supposons que

1° si (o, 8) est un sous-intervalle de (a,b) ne conte-
pant pas dans soa intérieur de points de H

1) F(B)— F(o) < M(B) — M{a);

Ann. He. Norm. Sup, (3%), t. 33, 1916, p. 192): pour qu'une fonction continue
soit une totale (intégrale D) indéfinie, il faut et il suffit quelie soit & vartation
généralisée bornée et qu'elle vérifie la condition (N).

Une fonetion F(z) est & variation généralisée bornée (le terme est
du & M. Lusin, Le t) p.62et CR 93. X, 1912} lorsque tout emsemble par-
fait contient une portion P ol la série des oscillations de F(x) sur les segments
contigns posséde la somme finie. Cf. amssi Denjoy, L c. p. 163 (note 1)).

?) cet énoncé, pour le cas oft un des nombres dérivés de Dini de ¢dté fize
est non-positif, m'a été signalé par M. Zygmund. La méthode trés simple de
la démonstration de M. Zygmund, ne se préte pas pourtant & étre appliquée au
cas général.

§) Une fonction M(x) est dite une majorante d'une fonction A(z) lorsque
en chaque point z

Mz)>—0o et M{z) = A(Z).

Lorsque une fonection A(x) posséde dans un intervalle {a, b) des fonctions ma-
jorantes Mix) la borne inférienre des mombres M{bi—3{a) s'appelle l'intégrale
supérieure an sens de M Perron de A(z) dams (g, 1} On détinit d’'one maniére
analogue des fonctions minorantes et lintégrale infirieure au sens de Perron.
8i les deux intégrales d’une fonction Aix) existent, leur valear commune g'appelle
I'intégrale au sens de M.Perron de A(x), et A(x) est dite une fonction intégrable.
(Voir: Perron, Sitzgsber. Heidelberg Ak, Wiss. 1914 (4), 14. Abh, pp. 1—16:
Cf. aussi: Rosenthal, Neuere Untersuchungen dber Funkiionen reeller Verdn-
derlichen, 1927, p. 1074

L’équivalence des notions de l'intégrale de M, Perron et de celle (am sens
restreint) de M. Denjoy a été établie indépendamment par MM, Alexandroff
(Math, Zeitschr. t. 20, 1924, p. 213), et Looman (Math. Adnn. t, 93. 1925, p, 163
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2° 81 xeH, on a pour tout point y de (a, b)

‘ M(y) — M(x)
@) T >—K,
ot K estun n>mbre fixe ne dépendant ni de ¥, nide 2,

Dans cesuypothéses, Pinégalité (1) est valable pour
chague sons-intervalle (e, B) de (a, b).

Démounstration. Il suffit évidemment de prouver l'inégalité
(1) pour le cas ou lintervalle (e, f) coincide avee (a, b).

Soit, & cet effet, ¥, (), resp. M,(x), la fonction continue admet-
tant pour a, b, et tous les points de H les mémes valeurs que F(x)
resp. M(z), et lindaire dans les intervalles contigus & H. ’

En vertu de (1), on a pour chaque intervalle (e, f) contigu & £

@) Fuif) —Fi(a) = F(B) — F(e) < M(8) — M(e) = M, (8) — My(a).
Pareillement, il s'ensuit facilement de (2) que

= K
pour chaque couple de points , y de Iintervalle (a, ). La fonction
M, (@) + Kz est done non-décroissante, et Ion a:

@ 16) ~ s (0) > [ 36}(2) d

D’au‘tre part, en vertu de (2), la série des oscillations de M{x)
sur lfas intervalles contigus & H, converge; il en est done de mél.ﬁel
®aprés (1), des oscillations des fonctions F(x), F,(x) et F(z)—F. (x),
Or, la f?uetiou F(z)— F\(z) sannulle pour tous les points de1 H.
et, parsuite, en vertu d'un théoréme connu %), elle a presque partou;

N L L
" )‘tout.e fonetion 'a uavjmtmn généralisée bornée admet presque partout la
rivee unique ef finie (voir: Lusin, L e, 1) p. 69 et L c.f); Denj 1 8
p. 168, note 1), ' PETemen Lo )
temend pe]ut d’ai:l‘leurs [frouver aisément la proposition dont nous profitons dans le
nu]m:t 8 almamef'e swivante: soit F(x) une fonction continue dans (g, b) s'an-
o Ill)our s points d'un ensemble parfait H. Désignons par {4} la suite des
. ervalies ouverts contigus 4 H; soit, pour tout #, My Voscillation de F(z) sur s,
upposons que la série 3'm, converge. N

Soit mai
s mamtenant. Fy(x) et F,(z; les fonctions s'annulant anx points de H et
g May TeSP. % —my,, dans les intervalles correspondants &,, Les fonetions
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en H la dérivée nulle, c.-4-d. presque partout dans H

F'(z) = F\(x);
tout pareillement,

M (2) = M(z),
en presque tout point de H.

M(z). étant une majorante de F(x), il sen suit presque partout

en H, .
Fi(e) = F'(@) < M) = Mi(a).
Or, en vertu de (3) l'inégalité
Fi() < Mi(z)
s évidemment lieu dans chaque intervalle contign & H, donc d'aprés
le précédent, presque partont dans (g, b).

La fonetion M, (%) étant sommable et la fonction F)(z) jonissant
(en méme temps que F{(z)) de la propriété (N}, on peut appliquer
4 ces fonctions le théoréme 1; il en résulte que F)(x) est abso-
lumenf continue, done, en tenant encore compte de (4} que

Fp)—Fa)=F,0)— K0 = [ Fiode< [ Mifw)iz <

< M, () — My (@)= M(b)— M(a)

Notre lemme est ainsi démontré.

5. Soit M(x) une majorante (au sens de Perron) de la dérivée
inférieure d'une fonetion continue F(xz). Nous dirons qu'un point z
est singulier si dans chaque voisinage de ce point il y a des
intervalles (, ) tels que

F(B) — F(a) > M(3)— Ma).
ainsi définies sont dvidemment & variation bornée, done presque partout dérivables.

Elles admettent parsuite en presque tout point de H la dérivée nulle, et I'on

5 en presque tout point de H:
0 = Fy(z)= FH(z) = FH(2) = Fi(z) = 0,
0=F@)<F @<F (@) <Fae) =0
o F+, F— etc. désignent resp. quatre dérivés extrémes de Dini. Il en résulte
~aussitdt qu'on a presque partout en H
Frg)=F (z)=...=F'(z) = 0.

Fundamenta Mathematicas. T. XHL
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On voit aisément que, si pour un intervalle (a, b)
(1) F(b)— F(a) > M(®)— M(a),

ensemble des points singuliers de cet intervalle est non-vide et
parfait 19),

6. Théoréme 2. Si la dérivée inférieure d’une fonction continue
F(z) jouissant de la propriété (N), posséde une majorante, F(z) est
une intégrale indéfinie au sens de Denjoy-Perron.

Démonstration Soit M(2) une majorante de la dérivée infs-
rieure de F{z). Nous allons prouver d'abord que, pour tout inter-
valle (a, b):

(1) F(8) — F(a) < M(3)— M(a).

En effet, supposons, par impossible, que pour un certain inter-
valle (aq, b)

F(b) — F(a) > M(b) — M(a).

Désignons par H l'ensemble de points singuliers (relativement
aux fonctions F(z) et M(z)) de (g, b). D’aprés le § précédent cet
ensemble est non-vide et parfait. Or, la fonetion M(x) est une ma-
jorante au sens de Perron es, par couséquerst, sa dérivée inférieure
est partout > —oo 1), Il existe done un intervalle § contenu dans
(a, 1) et un nombre fixe K tels qu'en posant H, == H. 3

2) H; est un ensemble parfait,
M(y) — M(=)

3 k2 i ot S

®) y— >—K,

pour tout point ze H, et tout point y e 4.

_ D'autre part, en vertu du § 6, pour tout sous-intervalle (e, 8) de
d ne contenant pas de points de I'ensemble H,, on a:

4 F(B)— Fo) < M) — M(a),

done, en .raison du lemme 3, qu'on peut appliquer ici en vertu
de (2) et (3), I'inégalité (4) est valable pour tout sous-intervalle de .
Or, lintervalle 6 contenant dans son intérieur de peints singu-

%) La démonstration du théoréme 2 a &té appuyée d’abord sur la thdoris des
non}bres transfinis. C'est pour é&viter I'induction transfinie qu'on a introduit iei la
notion de point singulier,

1) poir §),

icm
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I

liers, nous aboutissons ainsi & une contradiction qui justifie I'iné-
galité (1).

La fonetion }(x) étant & variation bornée généralisée 12), il résulte
de suite de cette inégalité que la fonction F(r) est aussi i variation
bornée généralisée. Il s'en suit, la fonction F(z) vérifiant encore la
condition (&), qu'elle est une intégrale indéfinie an sens de Den-
joy-Perronis)

7. Il s’ensuit immédiatement du théoréme du § précédent la pro-
position suivante qui présente la généralisation du théoréme 1 & Pin-
tégrale de Denjoy-Perron

Théoréme 3. Si pour une fonction continue F(x) jouissant de la
propricté (N), on a presque partout

& F) < ula),

ot u(x) est une fonction intégrable au sens de Denjoy-Perron,
F(x) est une intégrale indéfinie au méme sens.

Démonstration. On peut supposer toujours, en pusant event.
dans un ensemble de mesure nulle u(x)= -} co, que la relation (1)
a liev pour toute valeur de z. u(z) étant une fonetion intégrable
D.-P., elle posstde des fonctions majorantes qui sont, & la fois, (en
raison de (1), des majorantes de F(z). Notre énoncé se fait done
une conséquence immédiate du théoréme précédent.

12) poir 9).
13) poii ¥).


Yakuza




