Sur les familles inductives et projectives
d’ensembles 1),

Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

Nous considérerons des familles formées d’ensembles de points
d'un espace euclidien & un nombre fini de dimensions, mais pas
néeessairsment le méme pour tous les ensembles de la famille con-
sidérée.

Une famille F' d’ensembles sera dite inductive, si elle contient les
intervalles (& un nombre fini quelconque de dimensions) et si elle
contient les sommes et les produits d’une infinité dénombrable d’en-
sembles de F (appartenant au méme espace & un nombre fini quel-
conque de dimensions) ?). ,

Oun voit sans peine que toute famille inductive contient la famiiie
de tous les ensembles mesurables B qui est la plus petite famille
inductive.

Voici un autre exsmple d'une famille inductive: c'est la famille de tous les
ensembles de lau forme PX-1-Q ot X est un ensemble donng (d'aillenrs guelcon-
que) et P ot { sont des ensembles mesurables B, On pourrait démontrer que
c'est la plus petite famille inductive contenant l'ensemble X3,

F' étant une farille donnée d’ensembles, nous désignerons par
O(F) la famille de tous les ensembles complémentaires aux ensem-~

t) Présenté au Congrés Intern. des Math, & Bologne, le 5 septembrs 1928.

% Cf. la définition de la propridié inductive do M I
: . N. Lua - B
Muathematicae t. X, p, 38, sin: Fundamenta

. s x
3 M. Tax:skl & prouvé récemment qu'sl existe 222 *familles inductives d'en-
sembles de puints: sa démonstration paraitra dans le vol. X1V de ce Jjournal
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bles de la famille F' (le complémentaire de chacun ensemble pris
par rapport & I'espace dans lequel il est situé). On voit sans peine que
Si la famille F est inductive, la famille C(F) l'est aussi.
En effet, si la famille F est inductive, tout ensemble mesurable
B appartient & F, donc aussi & C(F). Done C(F) contient tous les
intervalles (en tant que mesurables B). Pour prouver que la famille
C(F) est inductive il suffit de se rapporter encore aux formules

C(E,+E,--E;+..)==CE,.CE,.CE;...
eb

CHy By By..)=CE,--CE, 4 CEy+-. ..
ol CE désigne le complémentaire de ensemble E).

Nous désignerons par R, lespace euclidien & m dimensions,
cest-a-dire Pensemble de tous les systémes (z;, Z;,..., %.) de m
nombres réels 2, #,,..., Ta.

E étant un ensemble situé dans R, nous appellerons projection
de E (sur R, et désignerons par P(E) lensemble de tous les
points (z;, Zg,..+, Zny) (de R,._;) pour lesquels il existe un nombre
réel z, tel que le point (z;, Zs,..., Zaoy, *) appartient & E.

On voit sans peine que

P(E, + By B, +...) = P(Ey) + P(Es) + P(Es) +

Au liew de PP(E) nous écrirons P*(E), et, généralement, nous
poserons P*(E)= P(P"(E)), pour n=2,3,...

F étant une famille donnée d'ensembles, nous désignerons par
P(F) la famille de tous les ensembles P(E), ol EeF.

E étant un ensemble situé dans R, nous désignerons par Q(E)
Pensemble de tous les points (de R.y) (%, Ty. Zaseees z,.), tels que
(21, Zgye.., Ta)e b

F étant une famille donnée d’ensembles, nous désignerons par
Q(F) la famille de tous les ensembles Q(E), ot EeF.

On voit sans peine que
QB+ B+ By +...) = QE) + Q(E:) + QF) +--

et que

C(QE) = Q(C(E):
On voit aussi sans peine qu'on a toujours

P(Q(E)) = Q(P(E))
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Une famille F d'ensembles sera dite projective, si
PEYCF et QF)(CF.

La plus petite famille inductive et projective d'ensembles est la
famille de tous les ensembles (4) (analytiques) de MM. Souslin
et Lusin.

Si F est une famille projective, C(F') peut ne Idtre pas, p. e,
si F est la famille de tous les ensembles (4). Or, on a le suivant

Théordme. Si F est une famille inductive et projective, la famille
PC(F) est aussi inductive et projective.

C'est la démonstration de ce théoréme (dont les conséquences
sont importantes pour la théorie des ensembles projectifs) qui est
le but de ce Mémoire.

Lemme 1. E, est une image continue de Uensemble de tous les
nombres irrationnels de Uintervalle (0, 1).

Dém.?) L'ensemble H, de tous les points de R,, dont les
coordonnées sont toutes irrationnelles, est, comme on sait, homéo-
morphe & l'ensemble M, de tous les nombres irrationnels de l'in-

tervalle < : §1;.) soient

T =0,) 2=20)..., 2. =0a() (te )

les fonctions définies et continues dans M,, établissant cette homéo-
morphie.

Soient maintenant & un entier, tel que 0<% << 2",
O k=(ey..e)=q.2" |+ 0.2 . +a,,.24a,
— son développement dyadique.
Désignons par M, Pensemble de tous les nombres irrationnels
" E k41
de Dlintervalle (W"“;;"‘_)’ et posons, pour feM,:
—— G) k )
ay=a )2 +6, (t—-%)z 2y=a, 246, (t k),...,

(@) oo
z,= 0,2 4 6,,,<t—_ ]_Cm)

2

1 .
serait) I;Ja démonstra.fmn de ce lomme pourrait &tre un peu abrégée, si I'on utili-
médi courbe continue de M. Peano remplissant R,. Il résulte d'ailleurs im-
atement de le théorie des ensembles analytiques,
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Désignons par 7, I'ensemble de tous les nombres (2) pour {eM,:

on voit sans peine que

(3) By=Ty~+ T, 4+ Ty .. Toms.

En effet, soit (2, &s,..., @,) un point de E,. Désignons, pour
i=1,2,...,m, par a, le nombre 1 ou 0, selon que la coordonnée
x, est rationnelle ou non.

Les nombres

o—1 (i=1,2...,m)
sont done tous irrationnels et parsuite il existe un nombre z de M,,
tel que
(4) g, —e )2 =06,(z), pour i=12. .., m

Or, désignons par k le nombre (1), et posons:
k
©) b= gt T

¢ &ant un nombre de M,, ¢ appartiendra évidemment & M, et,
d’aprés (4) et (D), nous auroms les formules (2), ce qui prouve (vu
la définition de 7)) que le point (y, &y..., %,) appartient A T la
formule (3) est ainsi établie.

M= M,-+ M +...4 My est évidemment 'ensemble de tous
les nombres irrationnels de Vintervalle (0, 1).

Soit ¢ un nombre de M: il existe done un entier (1) bien déter-

miné (par ), tel que

k P41
§;<t<——§‘;—, et tel,.

Posons

ﬁ@:ami+9@_§}wmi=Lza“

Les fonetions £(f) (=1, 2,...,m) seront gvidemment définies
et continues dans A et (daprés la définition de T,) Pensemble de
tous les points

(20, fo@),..., Fu(t)), pour telM,

sera &videmment ensemble 7, done, d’aprés (3), I'ensemble de tous

les points

(fl(t)v f!(t)w'“’ fm(t))i pour tEM

sera lensemble E,..
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Le lemme I est ainsi démontré.

Lemme II. Si F est une famille inductive et projective; tout en-
semble de la famille C(F') est une image continue d’un ensemble de
nombres drrationnels de Vintervalle (0, 1) appartenant & C(F).

Dém. Soit £ un ensemble de la famille C(F), situé dans R,
et désignons par H l'ensemble de tous les nombres ¢ de M, pour
lesquels le point

A @), K-, 1u@®)

appartient & & (M et £,(#) ayant les mémes significations que dans
la démonstration du lemme I). Je dis que H appartient & C(F),
Désignons par S ensemble de tous les points

& AG, )y ful®)

de R,.,, ol tel. Les fonctions L) G=1,2,..., m) étant conti-
nues dans l'ensemble M (qui est un G
Vensemble S est mesurable B (un, GY).
D’aprés L'e C(F), nous avons CEeF, done, la famille #' étant
projective, Q(CE)eF. Or, S étant mesurable B, on a SeF, done,
daprés Q(CE)eF, la famille F étant inductive, mous trouvons
S.Q(CE)eF, et parsuite (la famille F étant projective)

6} Pr[S.Q(CE)]eF.
Or, je dis que k )
(1) M—H=P[S.Q(CE).

s) on voit sans peine que

En effet, soit £, ¢ M— H, D'aprés 1a définition de H, nous avons
(8) Fill): falto)y.., fulte))e CE;
oty tyed, done, d’aprés la définition de S
(9) (o filbo)y fa(to),--, fulta))e S.

Or, d'aprés (8) et la définition de l'opération ¢, ﬁous avons.

(t, f1 (t), fa(to)r s Julto)) e Q (OE)7
done, d’aprés (9):

(tor ilta)s Falte)s-- fult))e 8. Q(C B)
et parsuite (d'aprés la définition de 1'opérétion Py

tye P*[S. Q(CE)).
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D’autre part, soit #,e P"[S.Q(CE)}. Il existe donc un point
Ly, Tyyeeey T, de B, tel que

(10) (toy 1, Zay..., %) S.Q(CE).
D’apres la définition de S, il en résulte que

(11) tye M,

et

(12) Zy=fi(ta)y 2= [o(to)- ., Tw=Tullo);

d’aprés (10) et (12) nous trouvons
(toy filte), falbo)s- .., Fu(te)) e@(CE),
donc (d’aprés la définition de l'opération 0Q):
(Fi(to), Sa(to)y--+s SFalta)) e OB
ce qui donne, vu la définition de I’ensemble H:

tye CH,
done, d'aprés (11):
toe M—H.
La formule (7) est ainsi établie. Il en résulte, d’aprés (6), que
M—HeF, done

13) C(M—H)eCF.
" Or, nous avons H( M, ce qui donne
(14) H=M.C(M—H).

La famille CF étant inductive (puisque la famille F 1’est),, et M
étant un ensemble mesurable B (done e C(F)), nous trouvons, d'aprés
18) et (14): HeCF, ¢ q. £ d. ‘
( )Or Ei’a}))r‘es la déﬁnition de Vensemble H (et ‘des fonctllons f,(zi),
i=1 ,2 ..., m), Pensemble E est une image continue de lensemfb &
H (d; zl,émbres irrationnels appartenant & l'intervalle (0, 1)): la for-
mule HeCF prouve donc le lemme II ' o
- ;emine III;. Si F'est une famille inductive et‘ projective densejm;
bles, toute image continue dun ensemble de la famille C(F) appartien
 la famille PC(F). ) )
’ Dém. Soit £ un ensemble situé dans R, qui est une umge
continue d’un ensemble de la famille C(F) (situé dans E,). Du
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lemme II résulte tout de suite que £ est une image continue d'up
ensemble lindaire appartenant C(F), soit H. Il existe done s
fonetions @y(t) (i==1,2,..., m), définies et continues dans H et
telles que E est 'ensemble de tous les points

((pl (t)! @y (t)a vevy Pm (t»; pour te H,

Désignons par T l'ensemble de tous les points de R,

CAGN ).y @a(d), ), ou teH,

Je dis que l'ensemble 7" appartient & C(F).

. . .0
Les fonctions ¢,(t) (i =1, 2,...,m) élant continues dans H, on
&, comme on voit sans peine:

15) T=T.Q"(H),

ot T désigne la fermeture de T (cest-d-dire T'= T4 7", et on
Q"(H)= Q(9"'(H)), pour k=2, 3,..., m,

En effet, on & évidemment T'C T, ot, pour prouver la formule (15) il suffira
de démoEtres que I'. Q™ (H)(C T. Soit done (%, Zyseney Ty Xmyy) un point de I'en-
semble T. Qm (H). D'apras P ¢ Q™(H), nous avons Zmt, € H. Or, de pe T résulte que
Pl o8 e T, pour =12, 8,... Soit p,  (aft, af),._. it ); Taprt
I‘JAET ot d'aprés la définition de T, nous avons xf:!HEH ot g = qp‘(mg’_)l_l)’ pour
i=1,2,.,m Or, ds p=lim p, résults que lim ) g done, les fonctions

Nw=00 el ﬂl"—‘ m+1’ !

@, etant continues dans H: |im " == lim q;‘(xs:-)}_]) =@ (xm+1), pour i=1, 2,..., m.
nepo nwepa

D'autre part, on a, d’aprés lim == lim z(" —
part, 3 P! H_NP »: "1-2.’13,' =, On a done T, = wi(xm-]-]))

pour =1, 2, m, ce qui prouve (d'aprés 2,.qq e H) que pe7, c. q. f. d,

i

Or, la famille ' gtant projective, on a Q(F) (C F, donc aussi
QCE)C CWF) et @ (C(F) CO(F): Yensemble H appartenant
& C(F), il en résulte que Q"(H)e C(F).

Or, la famille C(F) est inductive (puisque la famille F Pest):
Pensemble 7, comme ferme (donc mesurable B) appartient done
a C(F), et la formule (1) prouve (d’aprés Q"(H)eC(F)) que TeC(F).

D'autre part, de la définition de T résulte sans peine que
P(T)= E. Notre lemme IIT est ainsi démontrd,

La projection d’un ensemble éta

_ nt évidemment une image con-
tinue de cet ensemble,

il résulte toat de suite de notre lemme ce
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Corollaire. Si F est une famille inductive ef projective densem-
bles, on a:

(16) PP(C(F) C P(C(F)).

Nous allons maintennant 4 démontrer notre théordme. Soit F
une famille inductive et projective. D’aprés le corollaire du lemme IIT
on a done la formule (16).

Or, la famille F' étant projective, nous avons

Q(E)eF, pour EekF,
ce qui donne tout de suite
CQ(E)eC(F) pour EeF,
done, puisqi'on a toujours CQ(E)== Q(CE):
Q(CE)eC(F), pour K&k,

d’olt
PQ(CE)ePC(F), pour EeF,

et, puisque toujours PQ(Z)= QP(Z):
QP(CE)e PC(F), pour EeF,

ce qui donne tout de suite:

an QP(C(F) CPCWF).
Les formules (16) et (17) prouvent que la famille PC(F) est
projective.

Pour démontrer notre théoréme, il nous reste done & prouver
ue la famille PC(F') est inductive. o
! Soit E un intervalle & m dimensions, c'est-d-dire Pensemble de

tous les points (2, Zs,..., @) de B,, tels que
<<z < b, pour i=1,2,...,m

(on a; et b, i=1, 2,..., m, sont des nomures réels Eionnés). N
ésigno  ve ints (23, Lgy.ry Ty V)
Dé ar H PYensemble de tous les points (zy, &y,
de Remgrigl: qpue (g, Zgy- -y Zn) € B2 Vensemble H sera év.xdem?nent
mesu:;..ll)ie B. done aussi CH. La famille F' étant inductive, 51 l:n
résulte que CHeF, done HeC(F), ce qui donne P(H)}P(d( I)ja.
Or, on a évidemment P(H)= E: la formule P(H)eP(C(F)) don
3
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done EeP(C(F)). Nous avons ainsi démontré que la famille P(C(F)
contient tous les intervalles (& un nombre fini queleonque de di-
mensions).

Soit maintenant K, (n =1, 2, 3,...) une suite infinie d’ensembles
de la famille PC(F), et posons :

(18) E=FE +E,+E;+...
D'aprés E,e PC(F), pour m==1,2, 3,..., nous pouvons poser
(19) £,=P(CH,), ot H,eF, pour n=1,23,...

La famille F étant inductive, il résulte de H,e F (pour n=1,2,3,.)
que
H HH,..ck
done

C(H, H, H,..) e C(F),
CH, 4+ CH, 4 CH, +...e O(F),

c¢'est-a-dire
d’ol
P(CH,) + P(CH,)+ P(CH,) +...= P(CH, - CH, ~+...)e PC(F),
cest-h-dire, d'aprés (18) et (19), Ee P C(F).

Nous avons ainsi démontré que la famille PC(F) contient les
sommes d'une infinité dénombrable d’ensembles de PC(F).

Soit maintenant E, (n=1, 2, 3,...) une suite inflnie d’ensembles
de la famille PC(F), et posons

(20) E=E,E,FE..

Soit » un indice donné. Daprés E,e¢ PC (F) et daprés le
lemme II, E, est une image continue d’un ensemble X, de nombres
irrationnels de lintervalle (0, 1), appartenant & C(F'). Il existe done
une fonetion £,(z), définie et continue dans X., telle que

(21) B, =71.(X.).
Soit z un nombre irrationnel de Pintervalle O, 1),

1] 1 | 1
22) z= L
o hEa ThEe T
— son développement en fraction continue. Posons (pour n=1,2,3,..):

(23) g.(x)=

1| 1 1
YT s ThEe s Theea T
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Les fonctions ¢,(x) seront évidemment définies et continues dans
Yensemble N de tous les nombres irrationnels de lintervalle (0, 1).

Désignons par N, I’ensemble de tous les nombres z de N, tels
que @,(z)eX,. Je dis que N,eC(F). .

En effet, d'aprés X, e C(F), nous avons CX, ¢F, done, la famille
F étant projective, Q(CX,)eF. Or, désignons par I' I'ensemble de
tous les points (z, ) du plan, tels que

.xeN, ot y=gp,();

1a fonetion ¢,(x) étant continue dans N, on voit sans peine que
Vensemble I" est un @,, done (la famille ¥ étant induective): I'e F.
Or, nous avons la formule

(24) N—N,= P[Q(CX,).T

En effet, si 7z, ¢ N—N,, on a x,e¢N et z,noneXN,, done (d‘aprés_
la définition de N,): @.(x,)noneX,, c'est-d-dire @,(z,)e CX,, co qui
donne (vu la définition de L'opération Q): (zo, Pa(%o))€ Q(CX,), et
(vu la définition de I'): (o, @u (%)) e I, done (x, @u(x0))e Q(CX,). I,
et persvite z,¢e P[Q(CX,). "] o X

D’autre part, soit z,¢P[@(CX,).I"]. Il existe done un nom re
réel y,, tel que (w,, yo)e @(CX,). T, dome (a:o,yo)eQ(C"X:,), ce qui
donne y,eCX,, et (%, ¥o)e I, ce qui donne (vu la définition de I
e N ety =p(x,) ,

0 Nous avons done (daprés yoe CX,): @.(%)e CX,, ,dont‘: (d'aprés
la déflnition de N,): @ noneN,, ce qui donne, d'aprés z,¢N,
xoeN_—Nn. o ét bl-

La f le (24) cst ainsi établie. . . .

D?ap:;sm uQ(C(X))eF et I'eF, la famille ¥ étant mduc’ave et
projective, on a P[Q(CX,).I']eF: la formule (24) prouve donc que

(25) C(N— N,)eC(F).
Or, d’aprés N,(C N, on a évidemment
(26) N,=N.C(N—N,).

La famille ¥ étant inductive, on a Ne C(F), d‘onc, d-'aprés (t25);
ls. formule (26) donne (la famille C(Z) étant inductive en tan
que F): N,eC(F), e q. £ d.

Posons
@7 -N0=N1N2N3---§
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la famille F, et parsuite aussi C(F), étant inductive, et les ensem-
bles N, (n=1, 2, 3,...) appartenant & C(F), la formule (27) prouve
que N;eC(F).
Désignons par X, l'ensemble de tous les nombres z de N,,
tels que
Tu(pal()) = 11 (91 (2)), pour n=1,23,...;

nous aurons donc
(28) fu(‘Pn(Xo)) = f1(p, (Xp)), pour n= 1,23,...

Les fonetions £,(p,(z)) étant continues dans Pensemble Ny, on
voit sans peine que l'ensemble X, est fermé dans N Done, X, =
=Ny . D, ot & est un ensemble fermé, done DeC(F), ce qui donne,
d'aprés Nye O(F), X,eC(F).

On & maintenant la formule

(29) filey (X)) = E;

pour la démontrer, il suffit de répéter mot--mot la démonstration
de cefte égalité que j'ai donné dans le volume XI de ce journal,
p- 124 et 125, formule (5).

L'ensemble X, appartenant C(F') et la fonction £ (p, (x)) étant
continue dans X;, la formule (29) prouve que l'ensemble X est une
image continue d'un ensemble de la famille O(F'). Daprés le
lemme III l'ensemble E appartient done 4 la famille P C(F).

Nous avons ainsi démontré que la famille PC(#) contient les
produits d'une infinité dénombrable d'ensembles ds P C(F).

Il est ainsi établi que la famille PC(F) est induetive. Or, plus

haut nous avons démontré quelle est projective. Notre théoréme est
ainsi démontré complétement,

Voici une application de notre théorsme 3 la théorie des ensem-
bles projectifs de M. N. Lusin.

& désignant la famille de tous les ensembles fermés, posons
(B0) & =P, et Ca=C(&_y), F,=P(C,,), pour n=1,2,3,..

Les ensembles appartenant aux familles &, et @, sont appelés

resp. P, et C,1): ils coincident avec les ensembles projectifs de
classe <Cn de M. Lusin?

') Voir p. e, Fund, Math. t, X, p. 121—122,
) Fund. Math, t. X, p. 90.
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Les ensembles P, coincident avec les ensembles F %), donc les
ensembles C, — avec les Gy, et parsuite les ensembles P, — avec
les ensembles (4) (analytiques). Or, la famille & des ensembles ()

it, 1 tive et projective %),
est. comme on sait, induc . ‘

’Soit »n un nombre naturel, et admettons que la famille &, est
inductive ot projective (ce qui est vrai pour n=1). D'aprés (30),
nous avons

cf"?11-1;-1 = P C(&”')

ot. en vertu de notre théoréme, nous concluons que la famille &,
i i rojective. '

= ;?d:; t;vé:uisse pdolec, par linduction, que les famille‘s &’:: soft 112;

ductives et projectives pour n=1, 93 3,... Done da;;rea ( évaﬂ,

tamilles @, (n=1.2,3,...) sont indl.lct%ves (elles ne son p:is;&ntes:

leurs, projectives). Nous obtenons alr!sx,les' p1:npos;tu';)r;s ;ememwes
Toute somme et tout produit d'une infinité dinombraole

=1,2,3,...)%.
est wi ensemble P, (pour n 12 8. ‘ 7
& Toute somme et tout produit d'ume infinité dénombrable d’ensembles

O, est wi ensemble C, (pour n == 1,2 8,...)
Y Voir Fund. Math. t. V1L, p. 238.
% Fund. Math. t. X, p. 88 et 17: .
3) Nous avons déjd signalé ce theorex.ne d e
Voir aussi ma Note dans les C. BE. t. 185, p. 834 (

ans le vol. X1 de ce journal, p. 126.
séance du 24 octobre 1927).
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