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der Kontinuen V,. K hochstens abzihlbar ") und nach dem Hilfs-
satze 1 mit der Menge der Punkte von V,. K, wo eine lokale Zer-
schoeidung der Ebene in n>> 2 Gebiete erfolgt, itbereinstimmt.
Demnach ist die Menge der lokalen Zerschneidungspunkte in n > 2
Gebiete wegen (7) auch tir K — 4, und wegen der vorausgezetzten
Abzihlbarkeit von A4, auch fiir das ganze A" hichstens abzihlbar.
w. z. b. w.

3) K. Menger, Uber reguldre Bowmkurven, Math, Ann. Bd. 96. 8. 576.
vergl. auch W. I. Ayres, Concerning continuous curves... Ann, of Math., Vol,
28, S. 406.
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Uber die Halbstetigkeit des Flichenmasses 1.
Von

Julius Schauder (Lwéw).

In letzter Zeit sind verschiedene Arbeiten erschiemen, welche
die Halbstetigkeit des Flichenmasses behandeln. In vorliegen-
der Note mdéchte ich num, un meine Vorarbeiten anschliessend, eine
Methode entwickeln '), die die Halbstetigkeit des Jansen’schen sowie
des Gross’chen Tlichenmasses zeigen soll. Ich kniipfe zu diesem
Zwecke an meine in dieser Zeitschrift erschienene Arbeit tber ste-
tige Abbildungen ?j an, wo ich den Begriff des topologischen
Indexes definiert habe 3), und béweise den folgenden

Hilfssatz Es se

(1) z=@,(40), y=.(u1

eine Folge von stetigen Abbildungen O, des Quadrates ¢y in der
Ebene u, v auf Mengen, die in der x, y Ebene gelegen sind und icelche
gegen die Grenzabbildung @

(@) r=q, v, y=1p )

gleichmissig konvergieren, Von der Greneabbildung selzen wir
weiter voraus, dass die Menge M C Q, derjenigen Punkte Pg 0y, in
weichen der Index entweder nicht definiert ist*) oder dew Wert Null

1) Nach einer brieflichen Mitteilang an Herrn Rado, Febroar 1928.

2) J, Schauder: Uber stetige Abbildungen, Fund. Math, Band XIL
3 siebe die unter 2) zitisrte Avbeit, insbesondere Seite 53.

4) Inshesondere kann der Index am Rande des Quadrates nicht definiert wer-
den; die Voraussetzungen des Hilfssatzes enthalten also auch als Bedingung, dass
der Band in cine Nullmenge iibergehen scll. In jedem einzelnen Falle, wo wir
den Hilfssatz anwenden wollen, miissen wix infolgedessen zuerst beweisen, dass

das Bild des Randes eine Nullmeuge ist.
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besitzt, infolge der Abbildung @ in eine Nullmenge D(M) iibergeht.

Dann gilt
® [9(Q)| = li?}iﬂf | @, (Qs)] ©)-

Wohlgemerkt, diese einschréinkende Voraussetzungen machen wir
pur fir die Grenzabbildung &, wogegen die Abbildungen @,
nur der einen Bedingung unterworfen sind, dass sie stetig sind.
Diese einschrinkenden Annahmen (fir die Grenzabbildung @) sind
z. B. erfullt?), wenn @ ,lipschitzisch® ist, d. h. wenn beide
Funktionen
4) =g v) y=1p(w")
je einer lipschitz'schen Bedingung gentigen und wir erhalten das
folgende Kerollar zu unserem Hilfssatze:

Korollar: Wenn die stetigen Abbildungen @, gegen eme lip-
schitz'sche Abbildung @ gleichmdssig konvergieren, so gilt

|D(Qo)] = lim inf|D,(Q,)| ®).
Beweis des Hifssatzes. Es sei J/ die Menge derjenigen
Punkte P, in welchen entweder a) der Index (in Bezug auf die
Grenzabbildung @) uicht definiert ist oder b). der Index existiert

aber den Wert Null hat.
Dann ist nach Voraussetzung die Bildmenge @(M) eine Null-

menge

®) [O(M)]=07%)
In allen Punkten P von Q,— M ist also der Index i,==0. Hs ist
(6) D(Qp)C (M) + D(Q— M)
Somit infolge von (5)
) [9(Qo)| = [D(Qo — M)].
Es sei jetzt Pe @, -— M, dann ist
) i 0,

woraus—  1ch der Definition des Indexes i, — folgt, dass man nm
den Punkt P einen Kreis & so wablen kann, dass die Ordoung m

%) Mit | | bezeichnen wir, wenn dadurch keine Zweidentigkeit entstebt, dae
' Lebesgue'sche Mass einer Menge,
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des Bildpunktes @(P) in Bezug auf die Bildkurve @(k) %) von Null
verschieden ist )
9 =1, 0.

Nun konvergieren die Abbildungen @, gleichmissig gegen @,
Also gilt in symbolischer Schreibweise

(10) lim @, (k) = & (k).

Daraus folgt, dass von einem gewissen n angefangen, die Ordnung
m, des Punktes @(P) in Bezug auf @,(k) gleich m ist 7), also
(11) m,=m=1,20; > N.

Sei jetzt K die durch den Kreis & (in der Ebene u, v) begrenzte
Kreisscheibe. Der Rand k dieser Kreischeibe geht in die Kurve
@, (k) tber und es ist die Ordnung des Punktes P= @(P) in Bezug
auf @,(k) — nach dem vorhergesagten — von Null verschieden.
Nach Satz II ®) meiner oben zitierten Arbeit*) folgt daraus, dass
(12) P= 0P ¢0,(K)C &, Q); n>N

fir jedes geniigend grosse n. Da man nun die Beziehung (12) fur
jeden Punkt PeQ,— M beweisen kann, so folgt endlich

(14) O(¢y — M)(C Lim inf 3,(0Q,)
also endlich wegen (5) e
(1B) |D(Qo)| = |D9{Qy — M)| = liminf @,(Q) ~ w.zh. w.

Diesen Hilfssatz wende ich nun zum Beweise der Halbstetigkeit
des Flichenmasses, 2. B. des Jansen’schen Flichenmasses J an. Zu
diesem Zwecke braucht man nicht seine genaue Definition zu ken-
nen, es geniigt zu wissen, dass es folgenden Axiomem gentigt 9).

€) die topologische Ordnung.

) Denn die Ordnung ist eine ganze Zahl und sie &ndert sich stetig mit der
Karve.

8 Der Satz kann wie folgt ausgesprochen werden: Der Rand % der Kreis-
scheibe A gehe infolge der Abbildang ¥ in die Kurve ¥'(k) in der 2,y Ebene
iber. Hat dann der Punkt P der x, y Ebens in Besug auf ¥(K) eine Ordnung,
die von Null verachieden ist,so gehtrt P zam Bilde @(K) der Kreisscheibe. Man
wende diesen Satz auf ¥'= &, an.

®) Vgl. J. Schauder, The theory of surface measure, insh, Seite 4, 5. Fund.
Math. Band VIIL


Yakuza


272 J. Schauder:

Es ist J{L) fir jede Menge K des Raumes definiert und geniigt
den vier Caratheodory’schen Massaxiomen. Weiter erfiillt es die spe
zifischen Flichenaxiome:

1) fdr jede Menge & gilt

(16) JE = VIEFFEFFER ).

2) Sei {£"} eine Folge von Einteilungen der Menge £ in fremde
Teilmengen

oo

17) E= Y& fir n=12...

{e]

mit nach Null konvergierenden Durchmessern. Dann gilt

(18) tm 3 VEPFF1EP F 1B = (k)
fe=l

Es sei jetzt E eine Flache, d. b. ein eineindeutiges '), stetiges
Bild @(Q,) des Quadrates ¢, der u, » Ebene, Es liege die Fliche E
im z, y, 2 Raume. Wir nebmen an, dass das Flichenmass J(E)
endlich ist. Teilen wir das Quadrat Q, in Teilquadrate @, indem
wir zu den Axen u. v Parallele zichen. Es begeichne allgemein /
eine solche Teilungsgerade, die entweder zur w- oder zur o- Axe
parallel verliuft. Dieser Geraden entspricht als Bild auf der Fliche
die Menge @'(/. Nun beweist man ganz leicht, dass bei entsprechen-
der Wahl dieser Geraden fiir jede solche Teilungsgerade 7

(19) JIW() =0

wird, wie dicht auch die Einteilung verlangt wurde '?). Umsomehr
folgt also aus (19) nach dem ersten Flichenaxiome

(20) (G| = |BY),| = | )| =0,

1) Mit E, bezeichnen wir die Projektion der Menge E auf die Ebene x=0;
eine analoge Definition gilt fiir E,, E,.

11) diese einschrinkende Voravssetzang machen wir nur vorliufig und werden
ung spiter von ihr befreien. ’

Y Eg gilt der folgende allgemeinere Satz: Es sei YT die Mengs aller Geraden,
die in der 4, v Ebene zu einer festen Richtung parallel sind, Dann kann nar fir

hachstens abziihlbar viele dieser Geraden ihre Bildmenge @(Z) ein von Null ver-
schiedenes Flichenmass besitzen.
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Somit kann man sagen, dass bei unserer speziellen Einteilung
die Rinder der Teilquadrate @ sich auf Ebenen 3=0, y==0, 2=0
in Nullmengen projizieren. Bezeichnen wir also mit

q¢' das Inners
von @ so gilt

(21) P@)CUQCUQ)=E
20 C Juece

J[E zp'(g-‘)J =2‘ J @) =J[E]  (nach 20)
i1 iml
Satz 1. Voraussetzung a) Die stetigen  Flicken E, konvergieren

gleichmissig gegen die Fliche K, wobei die Flichen E, durch die
Funltionen '

gegeben sind. Sei U, des Zeichen Jir diese Abbildung.
b) Uber die Grenafliche E, der die Abbildung T entspricht

=@, v); y=u v =z

setzen wir noch voraus, dass jedes Funktionenpaar (z,y) (y, 2) (2, x)
uns auf enisprechende Ebenen (x=0; y=0; z=0) Abbildungen
liefert, welche einzeln den Bedingungen des Hilfssatzes gentigen.
Dann folgt

(82) J(B) < liminf J(E).

Dieser Satz schliesst z. B. in sich das

Korollar. Wenn die stetigen Flichen geyen eine lipschitz'sche
Fliche konvergieren, so folgt

J(B) = liminf J(E,).

Bewseis. Wir teilen das Quadrat ¢, in Teilquadrate @', wobsi
wir uns im voraus so einrichten kiinnen, dass den Rindern der ¢
»Nullmengen“ entsprechen. Wir treffen die Verabredung, dass jeder
Randpunkt nur einem @' zugeordnet wird. Infolgedessen haben wir
es mit einer Zerlegung des Quadrates @, zu tun, woraus eine

Fundamenta Mathematicae T. XII. 18
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entsprechende Zerlegung der Flichen £, baw. K in ,Teilflichen
E} bezw. E'13) folgt Fir jedes vorgegebene ¢ konnen wir diese
Zerlegung so dicht einrichten, dass speziell fiur die Grenzfliche die
Beziehung

yVlE"I -+ &

l'l

23)  JE)—e <

(&)

gilt. Aus den Voraussetzungen des Satzes und der Wsahl der Tei-
lungsquadrate zufolge schliessen wir, dass jede der folgenden Abbil-
dungsfolgen

(24) Q= [Ta(Q)s &~ [Ta(@))r; ¢~ [Ta(Q)].

den Bedingungen des Hilfssatzes im Quadrate @' geniigt. Es gilt
also

(25) £l Sliminf|E, | u s w
wag die Beziehung
(26) ;SWW+4Mw+Mu<

< lim inf Z'V Ly EL B R < limiof J(£,)
m=00 =1 Mex 0O
nach sich zieht.

Aus (23) und (26) schliessen wir

@) JE)—e< FVER+(E)FFIER < )

und da (27) fir jedes ¢ bestehen soll, so folgt endlich
(28) J(E) glim inf J(E,)

w. z. b. w.
Wir haben vorlaiflg vorausgesetzt, dass die Parameterdarstel-
lungen eineindeutig sind. Ich betone nun ausdrticklich, dass

man sich von dieser Bedingung sehr leicht befrelen
kann.

) Es ist

T.(¢)=E,; TQ)=E
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Sind die Parameterdarstellungen nur eindeutig und stetig,
zerlege man den Definitionsbereich — d. h. das Quadrat ¢, -
Teilquadrale ¢ und definiere J.{]L) als

s0
in

(29) I(L')—hmz VIEFFIEFFET; b=w ¢

bei immer dichter werdender Einteilung. Der Satz I gilt dann in
unverdnderter Fassung,

Wir bemerken nebenbei, dass dann dies Flichenmass zwar Eeine
additive, aber immer noch eine im Sinne des Herrn Banach 14
beschriinkte, normale Mengenfunktion darstellr.

Es sei jetzt die Grenzfliche £ hpqchltmseh d. b. alle Funktio-
nen @, ¥, x sollen je einer lipschitz’schen Bedingung geniigen.

Daon  fulgt aus den Untersuchungen des Herrn Banach,
Rademacher und meinen 15), dass unabhangig davon, ob die Pa-
rameterdarstellung eineindeutig oder nur eindeutig ist, J(E) sich
wie folgt darstellen lisst

D p)]? y.2) > [D(z, x)]°
80 I fbe@m EGJ+bWﬂ““

. D(x,y) Dy, 2z) D2
wobel ) Diw o) Dino)
entsprechenden Funktionen bedeuten.

Nebhmen wir endlich auch die Flichen k£, als lipschitziseh, an

so erhalten wir infolge dieser Uberlegungen den

die Funktionaldeterminanten der

1) 8t Banach, Sur une classe de fonctions d'ensemble, Fund, Math, Band
I, 8. 170—188, insb. 171.

%) St. Banach: a) Suor une classe de fonctions d’ensemble, Fund, Math, VI
insb. 5. 183. Satz 12. 8. 184. Satz 13.

b) Sur les lignes rectificiables et les surfaces dont I'aire est finie Fand. Math. ViI
Seite 225—236.

Rademacher, Uber partiellle und totale Differenzierbarkeit Math. Ann.
1919 - 1920.

J. Behaunder: The theory of surfase measure, Fund, \ath. VIII. insb. Seite
33—37.

Obwohl manche dieser Untersuchungen sich auf eineindentige Abbildungen
beziehen, so ldsst sich doch der aligemeine Fall auf dieselbe Art und Weise be-
handeln, wenn wir nur den Hegriff des Flichenmasses in der hier dargelegten
Weise verallgemeinern.

18


Yakuza


icm

276 J. Schauder.
Satz TIL16). Wenn die lipschitsschen Flachen
T = Qa0 Y= Yalty V)i 2=1% ")
gegen eine lipschit'sche Fldche
=) y=v ), z2=717)

gleichmdssig konvergieren, dann gilt

[V BRa P =es

D (u, v) D(u, v)
sime [ V55T [”é":::;’i?]“ﬂfis’fz"’;’] o)

-0

1) Vgl. T. Rado: Uber dae Fiichenmass rektifizierbarer Fldchen, Math. Ann,

Band 100.
11) Diese itberlegungen behalten ihre Giiltigkeit fiir den n-dimensionalen Fall

Sur un type infini de dimensions qui est
localement fini.

Par

W. Sierpifski (Varsovie).

Dans une note récemment parne!) M. K. Kunugui, en résol-
vant une question proposée par M. Fréchet?) a prouvé qu'il
existe des espaces, dont les types de dimensions sont infinis et in-
férieurs 4 celui de l'espace (2) de M. Hilbert.

Un tel espace est, d'aprés M. Kunugui, la partie (w) de l'es-
pace () formée de tous les points de cet espace n'ayant qu'un
nombre fini (ou nul) des coordunnées non nulles.

Le but de cette note est de construire un espace £ & un nom-
bre infini de dimensions, tel que dE < do.

Les points de notre espace £ seront déterminés par un nombre
fini de coordonndes (réelles), ce nombre pouvant varier avec le
point considéré.

La distance de deux points de £

Xz @aeeoy @) € Y(yys Ysuuowy ) OB M.

sera définie par la formule
o(X, Y)=n—m-
—yprF o F @y et TR

z,) forment un

-+ V(x1 — 1)+ (2

Les points-de E & m coordounées (z, 23--
sous-ensemble E, de E qui est évidemment superposable avec l'es-
pace cartesien A, & m dimensions.

1) ¢. Bt 187, p 876 878 (12 Novembre 1928).
") M. Fréchet: Les espuces abstraits, Paris 1928, p. 78.
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