Sur les fonctions conjuguées.
Par

A. Zygmund (Varsovie).

1. Boit f(x) une fonction de période 2, intégrable 1) dans (0,2n)
On appelle conjuguée i la série de Fourier

(1) f‘~% —{~2(a,, cos uz - b, sin nax),
la série "
@) zv(an sin nx — b, cos nx).

nem]

_ Nous désignons les séries (1) et (2) respectivement par &(f) et
&(f). On sait que la série (1) est presque partout sommable (G 1)
vers f(z). La séric (2) est dcalement presque partout sommable
(C,1)2) vers une fonetion que mnous désignons par f(z). La fone-
tion f(z) n'est pas nécessairement intégrable, done la série (2) n'est
pas en général celle de Fourier. On obtient lexemple le plus
simple en considérant la série de Fourjer

(==l
Z oS N T
lgn -~

ne=]

Par la méthode de condensation des

] ) singularités on obtient les
fonctions f{z)

non intégrables dans aueun intervalle 9.

:) Nous employons le terme nintégrable® tonjours an sens. de M.Lebeague.
« 3 Cf J. Privalofft, L'intégrale de Canchy, (en russe) Saratoff, 1918, voir

aussi A. Plessnor, Zur Theori e ; i i
: eorie der konjugierten trigonometrischen Reihen
Giessen, 1923. e & '

) N, Lusin, Intégrale et séri
Pp. 1240, spée. pp. 190—199.
d'intégration de M, Denjoy, I

¢ trigonométrique (en russe), Moscou, 1915,
Cf. aussi: A, Kolmogoroff: Sur un procédé
und, Math. 11 (1928).
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2 Recemment M. Riesz?') a démontré que.si li fonction'fj est
intégrable de puissance 1--¢ (e>0), la fonetion f eB.t aufs.sl mté-.
grable ?) et la. série conjugude est =1 f ).. Alors la question #'impose:
quelles conditions concernant l'intégrabilité de f s.ufﬁs_ent pour que
la fonction f soit aussi intégrable et pour que 'on ait: &) =6(f)
La reponse est donnée par les deux théorémes éu'lvants:

Théoréme 1. Si la fonction f verifie la condition

) [ 1105 11 de < 00

la série conjuguée est S(f). . -
’ Théoréme 2. Soit £(x) (0 << @ < oo) une fonction positive, bornée,
tendant vers zéro pour x—»oco et dailleurs quelconque. On peut con-

struire une fonction f(x) telle qulon a
25 " ‘
@ | 17110817 el de < oo
0

i wes intégrable.
et cependant la fonction flx) west pas intég ‘ .
I‘fa démonstration du théoréme I est assez loogue et il serait
désirable de prouver ce théoréme en suivant la voie plus eourte.

g 1.

3. Nous allons démontrer d’abord quelques lemmes.
Lemme a. Si [f(#)]| <1 (0<<H< 2m), on a:

2

® f fa-ogg < 2 (>0)

sin &
0

i de
Dans la démonstration nous nous Servirons de la méthode

M. Marcel Riesz9).

j itschr, 27 (1927)
1) M. Riesz, Sur les fonctions conjugudes, Math. Zeitschr

pp. 218—244.
%) Méme de puissance 1-f-&.

A 3 illeurs.
3) lo—;x est égale 4 logx pour 2>1 et & zero aille

*) M. Riesz, loc, cit.
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4. Posons
(&)
1y

S, 0) = 9 +2' (a,cos nbl ~+ b, sinn )"

Dl

el
. Yy L
S, 6) :2 (e, sin 126 — b, cos n6)

n=]

p(2) = /(r, 6) -+ i./?(”) 0)

et considérons lintégrale complexe (0 <5 < 1):

(e==vr 319)?

25
1 E -

2
[z]=r i

En prenant la partie relle, on obtient:

27

1 F-e)ie |, (7
%U e cos[j.(é-w )}dt?gl
d'ol
L
®) 5 f Ao g o 1
27 ‘ S sing”
L'inégalité (6) subsiste si I'on y remplace / par — /. On a done
1 ey 1/
(7) o f g —e)l/(r, ) 2 ("E—s Fir, )
2 40 < [dEaen 4o 4
1 °
+57 i) ;g <-Z.

0

On a pour presque tout g I relation:  f(r, 6)— f(6) et en

tenant compte de la proposition connue de M. Fatou on déduit
de (1) Vinégalite (5),  eqfd

5. Lemme ﬂ L 0 HeC " 7 € Ve ne Sé) 114
L COIld’Lt’ y
on ne essarre et Sy, ﬁSant, po‘ll qu u

a (=]
(8) 29 —|—2(a,, Co8 B ~ b, sin nx)
n=]
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sott celle de Fourier d’une fonction irtégrable, est que pour toute
fonction bornde h{x) (0 <Cax < 2n).

(9) h(x) ~ {:ﬂ +2‘(a,, cos nx -+ B, sin nx)

n=]

la série

y @, o
(10) -5 T 2 (CACAS A
n=}

soit sommable (C, 1).

Cette proposition est connue !). La néecessité est évidente. Voici
les principes de la démonstration de la soffissance. Désignons par
o,(x) les moyennes arithmétiques de la série (8). Comme, d'aprés
I'’hypothése, la limite

n
lim /a,,(r) h(zjdz
"> 00
existe pour toute fonction A(x) bornée, on en conelut, d'aprés un théa-
réme de M. Hahn32), que

|o,(x)] dz == 0(1),

b

done, la série (8) s'obtient par la différentiation formelle de S(F),
ol F(x) est i variation bornée. On démontre ensuite que F'(x) est
absolument continue 3). e. g £ d

Nous appelons la série (10) eelle de Parseval pour les séries (8)
et (9). Comme la série de Parseval formée pour les séries conju-
guées aux (8) et (9) ne differe de (10) que par le terme 3a,a,
on peut énoncer le lemme # sous la forme suivante: '

Lemme 8. La condition nécessaire ¢t suffisante pour que la :sérze
(8) soit celle de Fourier d’une fonction intégrable, est que la série de
Parseval formée pour les séries conjugués & (8) et & (9) soit sommable
(C, 1) quelle que soit la fonction bornée h(z).

1) H. Steinhaus, Sur les développements orthogonaux, Bull. de I'Acad.

Polonaise, 1926, p. 11—39. ]

% H. Huh,n, {Jber Folgen linearer Operationen, Monatshefte fiir Math, und
Phys. 82 (1922) pp. 1—88, spée. p. 44.

% H. Hahn, loc. cit, p. 45 sq.


Yakuza


288 A. Zygmund:

6. Soit ¢(¢) une fonction non négative, définie pour ¢>> 0. Nous
dirons que la fonction f(x) (0 <Cx < 2m) appartient & L, si

jZWWm<®-

Lemme y. La condition nécessaire et suffisante pour que la série
(8) soit celle de Fourier d'ume fonction appartenant & Ly, o (1)
(122 0) est une fonction non négative, convewe, finie et vérifiant pour

z—ro0 la condition (Bg}—)oo, est que
2
(1) Jella)ds = o)
0

o 6, sont les moyennes arithmétiques de la série (8).

Cette proposition a été démontré par M. H. Young?), qui a fait
d'ailleurs quelques conditions superflues relatives & la fonetion 0.
La démonstration s'appuye sur I'inégalité de Jensen 2) pour les
intégrales :

b

fmnmamw

Srapoal
jp (t) de

[ | =

12

ol p(f) = 0.
7. La condition et nécessaire. En effet, en désignant par
K., (%) le noyau non négative de M. Fejér, on a

(e)= [ flw+ 1) (0 d, [rpu=1

La fonction convexe @(t) est non déeroissante pour &3> 4,.
Supposons d’abord que ¢, = 0.
On a alors:

') W. H. Young, On successions with subsequences converging to an inte-
gral, Proc. London Math. Soc. 24 (1926) pp. 1—20.

1) .C.f. par exemple: Pélya und S8zegs: Aufgaben und Lehrsiitze aus der
A‘nalyuls, 1 (1925), Berlin, pp. 53 et 269, probléme 75. Les auteurs employent
Pintégrale au sens de Riemann, mais comme on voit facilement lo théoréme
subsiste aussi pour 'intégrale de M, Lebesgue.
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f \fw+ ] K. (t) dt
TK(6) de

2n
(12) ga)< g < folifa+b)) Ko

27 27 27 I
(19 [olahdr< faz [ gita+o). Kodi= [ o) ar

Si ¢,> 0, on peut écrire

i
J¢(la">dx=l[+J=A+B

ofi E, désigne l'ensemble de points  dans lesquels |o,| >=1,, et £,
Pensemble complementaire. Pour  appartenant & E, on a (12), done
d’aprés (13), A== O(1). La quantité B est plus petite que 27. Max p(#).

0ty
8. La condition est suffisante. Désignons par M la borne

supérieure des intégrales (11). D'aprés l'inégalité de Jensen on a

2 i
1 1 1
o(zz flalde) <3 [otahas<
0 1

2
flo,,|da;: o(1).
0
On en conclut que la série (8) s'obtient par la différentation
formelle de S(#) ol F(x) est une fonction & variation bornée.
Pour démontrer que F'(x) est absolument continue il suffit de prou-

done,

ver ques les fonctions jza,,(t)dt, qui tendent vers F{z)— F(0), sont
0

uniformément absolument continues. En d'autres termes: il suffit de
prouver, qu'en désignant par 3 un systéme arbitraire d’intervalles
n'empietants pas I'un sur Pautre, et par |.Z| son mesure, on a uni-
formément pour toutes les valears de s:

HmiﬂQWdh=u
1210

. . _Jelodiz g
ol firs <F <

Fundamenta Mathematicae . XII. 13

De P'inégalité
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on obtient
S || dx
163 . 3
W ax. 20 <M U =
(14) zﬂm Pn o p=t

Si pour une suite de systémes I, tels que [Z,| >0 et pour
une suite d'indiees #, on avait

(1) lim flo,|dz >0, done lim§g= 00,

3

on obtiendrait de (14) (en tenant compte de ce que qig)——)-oo) que

lim}/‘[aﬂl dr=0
k

ce qui contredit & (15). La série considerde ost done &(t), ou
f=1F". Comme on presque partout: o,— /, on obtient de (11).
d'aprés le lemme de M. Fatou que [ appartient & L,.

9. Supposons de plus @(0) == () (ot résulte que @ est non de-
croissante). On peut se démander si la relation suivante

27

(1ba) f qn([f——o,,])dx——)()
a lieu, En éerivant ’

2n
f=al< f @)~ Flat1) () a
]
6t en répétant le raisonnement de la

stration précédente, on obtiendrajt (1
trer que

premiére partie de la démon-
ba) si Pon savait de démon-

r

(16) lim [ o((f(e -+ — floya — o,
1

Cependant la relation (

le signe de limite peut n

valeurs de ¢ tendant vers

fois on démontre facilemen

16) n'est pas vraie, car Pintégrale sous
© pas exister pour une certaine suite de
zéro, bien que s appartient & L. Toute
t la relation

2

(an lin [ g4 2 40) — o)) d — o

0
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En effet, soit h(x) une fonction bornée telle que

ax

S olr—hpas <
0
Eo posant f=~h-g et en tenant compte de ce que @ est

¢onvexe on a
9% ar

[ oI+ —sah de < f ottt —h@hiet

0 4

+ j Pl +0—g(@))dz,

ol la premiére intégrale du second membre tend vers zérol) et le
gecond est plus petit que
ar in

f pllg@ + O dt+ f 9(lg(@)) do < 2¢,

0

d'ot résulte (17). En méme temps nous avons prouvé que

2T

(178) Ei/%&V*m

) dz—0.

10. Rappellons encore une inégalité due a M. ‘Yonng’)]. Soit
E(x) (:z>0) une fonetion non négative, non décroissante, telle que
§(0)=((Soit n(y) la fonetion inverse de §(z). On a alors pour
tout ,6 = 0:

(Y) Cw <f§<t)dt+ofn(t) .

La fonction & peut &tre discontinue d‘ans cer‘tallns [z:;lglet:i:;(;;
et dans ce cas pour définir 7(y) il faut/ajouter 96 Ia B(; be o)
les segments: » =, £(%0—0) < v g(mol;}_ g.x) est constante.
pouvons supposer que dans certains intervalles (é o era,
Soit maintenant @(z) une fonction convexe, non IEg

i t I<ae<a
1) De nos hypothése résulte que ¢ est continue et gue pour touw G,\ <
J ! = M(a). ) . )
" )9’&:") I\{<D;l{x, :lg MOn clz(zszee of summable functions and their Fourier series,
) W. H Young,

Proc. Royal Soc. (A) 87 (1912), pp. 225--229. -
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nouissant pour 2==0. Evidemment ¢'(a)?) de méme que g¢(x),
est non négative et non décroissante. Soit @, (x) une fonction defi-
nie par les conditions: @, (0) =0, ¢, (x) —= ¢'(z) (> 0). Désignons
par @ (f) lintégrale de 0 & ¢ de la fonetion 9, (y) — inverse de ¢,
Ou aura d'aprés (Y):

(Y) ab < p(a) 4 p(b).

Nous appelons les fonetions ¢ et ¢ — correspondantes,
11. Lemme 0. Supposons que les fonctions g(x) et h(x) appar-
tiennent respectivement & L, et L., ol @ et ¢ se correspondent. Soit

(18) g(x) ~ %TD +2‘ (@, cos nx 4 b, sin nz)

e |

h(x)~ %“ + E(an cosnx -8, 8in na).

ne=l

On a alors la formule de Parseval

a9 [ sh@dr— 224 ¥aa408), €1

la série du second membre dtant sommable (C,1).
Démonstration. De linégalité

- Am 27 o
Stz < [pgh as+ [u(ppas
V) 0 0

résulte que le produit gh est intégrable. Désignons respectivement
par I et S le premier et le second membre de Pinégalité (19).
P?sons g =g+ 9" (), ot g'(t) est un polynome trigonomé-
trique st

ar

f Py dt < e%).

') @’ o'existe pas dans un ensemble de points au plus dénombrable.
%) D'aprés (17a) on peut prendre pour g’ (%)

L la moyenne arithmétique (avec
Pindice assez élevé) de &S(g). e |
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En désignant respectivement par a;, b., o.. b les coéfficients
de Fourier des fonctions g', 9", on peut éerire Pégalité (19) sous
la forme

(20) rpr= % 4 et +

+ |55 + X ot b Al

Nwm]

od I', I” &obtient de I en remplagant g par ¢’, ¢. Evidemment
les premiers termes du coté gauche et du coté droit sont éganx
entre eux.

Soient o, les moyennes arithmétiques de la seconde série du
coté droit dans (20) et o,[k] les moyennes arithmétriques de S(k).
On a

2r 27
’ 1 ’ 1 1
(I — o< f 49" 3h— o, [h])]dz < f p(4ly]idz+
0 N 4

+5 [vttlh—opm)ds

done
T 16
lim |1 —a)| << -6
L“Zc' <z
Le nombre & étant aussi petit que I'on veut, la démonstration
du lemme est achevée.
Remarque. En particulier, en posant

@) =e—x—1~e¢, @) =(+ Dig+1)—z~zlgr

on obtient le résultat suivant: Ja formule (19) a lien, pourvu quon &

b -

. 2z ,
f Ny < oo, [ hw)|.log [hiz)| dz < oo.
)

12. Maintenant nous pouvons.démontrer le théoréme 1. Supp?-
sons qu'il existe une fonction fiz) vérifiant les hypoth%ses du thé-
oréme I et cependant &(f) n'est pas la série de Fourier. D’aprés
le lemme #, on en déduit lexistence d'une -fonction bornée g(x),

0
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telle que la série de Parseval formde pour &(f) et S(§) nlest pa
S

sommable (¢, 1). Mais d'aprds la remarque préeédente et le lemme
) .
@ ce n'est pas possible et le théordmoe est démontre

13. Considérons dans Vintervs i (.
ng Pintervalle (0, 7) la, ‘lf_onctlon f{x) > 0. De

Pindgalité de M. Yon ng résulte que si flog/ est intégrable, la
)

1
- Vst aussi,

fonetion f.log-
x

Lemme oit e(x) une *oncti iti
& Soit () une *onction positive, bornée et tendant vers

) 1
zéro avec s On peut construire une fonction intdgrable f(x) =0

Oz n) telle que
7T + rn
(1) 1° /f. logf.e(f). dx < oo, 20 /j log 71-dw=oc,
; . x
0

D i 5 5
émonstration. Pour &(z) dounée on peat construire upe

fonoti . .
onctllon 7(z) continue avec ses deux dérivées premitres, tendang en
déeroissant vers zéro et telle qulon a: ,

(22) 8) 1(2) > e(z), b [log ?;é;)]' <1

Il suffit de démorlltrer le'lemme & modifiée, en y remplagant e(z)
palr1 7{(z). Not\m définissons la fonetion J(x) en posant dans Pinter-
valle (0, d), ol ¢ 8st un nombre positif suffisamment petit:

U (lgl 2
(23) J A i

olgfz’ Iy
& 7 (]glg ;)

Pour x appart 4 14
On g o ppartenant 4 l'intervalle (6, ) nous posons f(xz) == f(4),

] | 1
R | } ' (loglog —)
Flglar— [ o ] -
5[ g.’( z 5/“” ‘.IOg 1§.>~—--—-§—-~ = %(—”dt—-__.oo

1
Y ( loglog ;) o1 f)

Pensemble de points de I'intervalle (0, 6) dans

8

L L

Désignons par E,
lesquels on &

0<riv) < loglog'—1
T
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et par X, l'ensemble complémentaire. On peut écrire

é

[ 7ver. n(f)dx=f+J=A +3,

ot Pintégrale 4 est évidemment finie. En tenant compte que pour
les x de lintervalle (0, d) on a

1 + 1
O<\f<.;c_l—g—2-.—x" done 10gf<logx,

on en déduit que pour x appartenant & K, on a

+ .1 1 1 1
flogf.n(f)<<f.log P (log]oga;) =—-— . (loglog;).
xlog -
z
Done
1
U (log log %> oy (loglog ;:}
B<—f~ S dr < — [ g de <o
4 x log m d xlog;
e. q fd

14, Faisons encore une remarque (qui nous sera utile dans la
suite) concernant la fonetion f(z) définie par (23): si Ion choisit
convenablement la fonetion #(x) vérifiant (22), la fonetion f(2)
sera décroissante dans Dintervalle (0, ). En effet, considérons
une fonetion {(z) (x >> 0) continue, tendant vers zéro avec

b

1 . .
=, mais assez lentement pour que Pon ait:
x

10 fg(t)dt}lgg—é;):

9 z.[(x) tend (pour x> >=x,) en croissant vers + oo
(pour x—»oco).
Posons

n(z) = P ALl

On démontre facilement l'existence des fonctions {(x) jouissant
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de propriétés démandées ). La fonction f(x) est évidemment mo-

notone dans le voisinage du point x == (),

15. Du lemme ¢ découle immédiatement le théoréme 2. Ry
effef, étant donnde la fonetion £(x), on peut construire une fonetion
J@) 20 (0<<z<<m) pour laquelle on a (21). Posons S(— )= f(x)
(0 <ax<m). Soit

d(x)‘zzgx}nﬁnw, done d-(w)~lg~a-];— (pour z-—0).

p— ||

En désignant par &, les moyeunes arithmétiques de &(d), on a,
d'aprés (21, 20):
6,. [ dx—> co.

-

La série de Parseval formée pour S(f) et &(d) n'est pas som-
mable (C, 1), done G(f) v'est pas la série de Fourier. D’aprés la
définition de / et les propriétés de 7, on voit que &(f) (qui ne
contient que des sinus) converge partout. Si J serait intégrable, on

avait d'aprés le théorémes bien connus d'unicité: G(f)=&(f) ce
qui est impossible ).

') On peut par exemple procéder de la manidre suivante. Nous pouvons sup-

poser (en majorisant 2(x) si celn est nécessairs) que la fonction posséde la

L
8(z)
: - @) T 1 »
dérivée logarithmique — —Q= log L positive et tendant vers zéro. Con-
&(x) &(z)

sidérons la courbe monotone ¥ ==@(x), contenuc (pour x> x,) entre les deur

& (x
courbes y=x, y = —z. e—((.;c% et telle que %@6‘_) —>0. 1l suffit de poser {lw)=

P () @
= ! En eftet: 1o 2{== tend en croissant vers +oo; 20y ditz
0
2—‘7E[dt:]0g-1—-~ 0 _;_‘._,\ lo ,1 0 le f: d
Je (] g #0) = g o) (comme le fagon dont se comporte &)

dans le voisinage du point m=—
poser que £(0)>= 1).
) 3) Ojl peuc aussi s'appuyer sur la proposition suivante:
Si f est intégrable on a @(/):@(_/7;4
M, Kolmogoroff (
général gue voici:

0 n'est pas essentiel, nous pouvons tonjous sup-
Cette proposition, démontrée par
voir Kelmogoroff loc. cit.) se dédnit aussi d’un théordme

Soit @ () wne fonetion positive telle (uo qli-) - o, (powr & — 4 o).
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§ 2.

16. Soit F'(x) uvne fonction de période 27, absolument eontinue
et telle que la fonction f(x)==F"(x) est intégrable de puissance
14¢ (6>0). Comme on déduit immédiatement des inégalités de
Holder et de Hausdorff-Young?) la série &(F) converge
absolument 2). Cependant on peut démontrer le théoréme plus
général: . ‘

Théoréme 3. Si la fonction F(z), absolument continue et de pé-
riode 27 vérifie lu condition,

%1
_—
(24) f |71 log |f

0

.z << oo. (f=F)

la série ©(F) converge absolument. ‘ 3
Théoréme 4. Quelle que soit la fonction e(x) (x2=0), positive,

1. . . .
bornée et tendant vers zéro avec o il existe une fonction F(x) ab-

solument continue et de période 2m, telle que S(F) ne converge pas
absolument, hien que

27 + ‘ .

(20) [ 171 Bg 1712017 do <o (f=F).
0

17. Le théordme 3 résulte immédiatement du théoréme 1 et du

théoréme de MM. Hardy et Littlewood?), d'aprés lequel la

Si les valeurs limites f(e'6) d'une fonction fiz) holomorphe pour {2|<1 sont inté~
grables de puissance a >0 et si de plus

w4 o
S o (og |f(r £'€)i 8 = O(1)
1]

on a alors

Tlreojeds =0
0

Pour @(x) =2 la proposition cesse d'étre vraie. o -

1) F. Hausdorff Bine Ausdehnung der Parsevalschen Satzes iiber Fourier
reihen, Math, Zeitschrift 16 (1923). pp. 163 —169. o

%) Cf. par exemple: L. Tonelli, Sulla convergenza assoluta delle serie di
Fourier, Rend. Lincei (6a) 2 (1923), pp. 142—149. ' )

3) Hardy and Littlewood. Somes new properties of F
Ann 97 (1927) pp. 159209

ourier constants, Math.
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serie ©(F) converge absolument si /' et /i@ sont toutes deux 3
e . ’ X & va-
riation bornée' Nous donnons encore une démonstration dy théo
réme 3, en nous appuyant sur le lemme sujvant:
»
Lemme [ Soit g(x) (0<Ca << 2n) une Jonction intégrable. 8

les coefficients a,, b, de S(g) vérifient Vindgalits

1, 1
Va,u + g . (n=1, 2,.)

on a

L

(26) f e dr < oo

4 déslgna"t une oonstaniﬂ (‘bs()l”e.
NOUB POuVOnB Supp()sel BANS Ieﬂtle"ldle l& énelahtt: qu‘e -
) g " ao

=0, =b,=0. En appliquant les inégalités de MM y
6 Y - -
dorff, on peut éerire pour k> 2 i P
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~ ¢t ¢t > 1 = K i
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On deduit e cette inégalité, d'aprés la formule de Stirliﬂgf'-

quil suffit de poser duns Vintégrale (26): ¢ o= 1
e

o dléS.' Suppozons mnintenant que le théoréme (24) n'est pas vrai
S1gnons par f(x) la fonetion vérifiant (24) pour laquelle on &

@) Yt
= n ’

C:nf; .désignant les coefficients de &(f). Posons =0, a =
TSR ay fu=ntsigns, (n==1,2..). Les (Juantités’a..:

sont les i .
coefficients de & (g), g vérifiant (26) od ¢ < V; Mais
e

d'aprés | i i
g Ig( ) 3 ]?tmine d, la série (27), qui est celle de Parseval. pour &(f)
195: A01 *e::ire aommal?le (G, 1), ce qui contredit & (27).
- Avant de passer & la démonstration da théoréme 4 il nous

est indispensable d'¢tudier | ;
68 coefficient :
quelques propriétés de monotonie, cients de &(f) ot f possdde
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Lemme 7. Soit f(x) une foncticn positive, intégrable et décrois-
sante dans (0. 7). Soit fl—x)=f(z) (0 <z <7}
Posons

(28) fa)~ %3 -—|-Za CO8 N Z.

nel

La condition nécessaire et suffisante de la convergence de la série

3

n=1
est que la fonction F(x) log:% soit intégrable.

Démonstration. Posons

r
in b
a, = 2 ff(x) COB nX da:—{-%ff(x)cosnxdx:a,’,—f— a,
. ¢
4n
D'aprés le second théoréme de la moyenne
. 2 w\ 2 ol la| _ 4 ~ Ed 1
|a"1<;i'f(l_1;) " 27<n2:'f(4n ‘nt
neal n=

n’

et comme f(x) est monotone et intégrable la derniérie série con-
verge. Donc la convergence de la série (29) e dépend que de la

. N 1) a, .
convergence de la série & termes (positifs) - On a:

k=n ~

% =
I;' oo 4%
2 .
‘a,',{ = a;"_—_—z ff(x) cosnxdxgy—tz ff(x) dz.
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Maintenant il suffic de remarquer que f(z)log 1 est positive et
Y@

décroissante dans certain voisinage du point x
vergence chacune des séries

est équivalente & Iintégrabilité de la fonetion f log% e.q. fd .

o " log ks
2wy

-1

Re’marqua- Evidemment 1o lemme subsiste si I'on suppose que
i(xg n’est déeroissante que dans certain intervalle (0 d), en ajou-
b par exemple la condition que f est hornde dans (6, m). Ceci
zésulte du fait bien connu quen divisant le »’idme terme d’e C.@(g)—;

o g(x ! y i i
g(x) est bornde — par », on obtient la série absolument
convergente,

20. Démonstration du théoréme 4. ¥

) aprés le lemme ¢
our la ' . !
p fonetion donnée &(2), on peut construire une fonetion f(x)

(0 <éx<n) positi.ve et décroissante dans certain intervalle (0, d), et
qui vérifie les relations (21). En posant J(—2)=f(z) (0<z<m) ot

L -
} La proposition analogue subsiste

808 que g(z) est une fonetion positive
Posons g (-~ z)

pour les fonections impaires.  Suppo-
» intégrable et déeroissante dans (0 7)
=—g@) 0z ) et soit ’

oQ
oy \ 5.
J1&} ~ by 8in n.x,

neal
Le raisonnem
o n:aliogue & celui appliqué dans la démonstration du lemme
7 prouve que la série zL"l
. n
1

conver 14 . .
erge. L’évaluation plus précise de constantes

==( et que la con-
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Ax—+—j}'(t)dt::1"(x), (—a<ae<m

on obtient, d'aprés le lemme #, la fonction démandée. (A désignant
une constante convenable).

o
(=)

Théoréme b. Si f(v) (0 »<C 2m) vérifie la condition [f|<<1,

on a

2% an

(30) / el dz < M, / o1l dos < M,

0 [
o ¢ et M sont des constantes absolues positives et s,, 8. désignent res-

pectivement les sommes partielles de &(f) et B(F).
" Pour la démonstration il suffit d’écrire:

i " dt cosn " dt
in nx ) : \ sinnt-

S, = ET f fkt) cosnt '—-'*;‘t - ‘*}—E"— f f(t). 810 Htg————‘——x t+
0 Zth 0

tg 5

—}—th ff(t) cosn(r - t)ydt=A-++B+4C

ement, aux facteurs

i te que A, B, sont respectiv
et de tenir compte q , B, h

bornés prés, des fonctions conjuguées & f(f)cos nt et bat

Done, d'aprés le lemme «, on a
14

- €3 151
el < garteiBibe _2_[;2 4 ],

. >
iti éci nt vraie, et l'on

é : réciproque est égaleme s

n méme tsmps que la proposition i ex bl

Shtiont & . netion positire (ou bornée in-

obtient ainsi le théoréme suivant: Sott g(x) ‘une Jo : e e
férieurement) et dicroissante dans (0, =). Posonf g' —zj=—g= ,‘m\ -
Supposons de plus que la fonction zglz) est ‘mtegrable, de fagon qu'on P
Jormellement developper g(x) en série de Fourier:

2z

2 T
y(x)~2'b"sin7t;r, b,..—:ﬂfg(m)smn.rdx.
Iy

; it intégrable est
La condition ndcessaire et suffissonte pour gue la fonction f so0it inicg

2’ Bal . i
que la série T soit convergente.
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b2 2

T . n [ .
i e L4 L1
/e“’n’ de = o [/132 du ~}- /a“"’ da| == 0(1)
° {f i -

jl; -3 M ’ .
pourva que ¢ < R De méme on prouve la seconde des Inégali-
tés (30).

22. Le théoréme H peut étre enoncé sous la forme plus précise
que voici:
Théoréme 5. Si flx) O <2 << 2m) vérifie la condition If1<1,
on a
an i

(31) gl,, f ¢l dap ey ;n f ¢ ey

0 [
ol s, et 5, sont les sommes partielles de S(f) et S(f) et ¢ est une
constante absolue.
Pour la démonstration il suffit de gappuyer sur linégalite
€—1<Cxe (22 0) ot ensuite d'appliquer I'inégalité de S chwarz
En appliquant linégalité plus générale de Holde r, on obtient qu'on

- L
peut prendre pour ¢’ le nombre arbitraire <Z 4

23. Soit f(x) une fonction intégrable sur (0, 27) et s,|f] les som-
mes partielles de ©(f). On sait qu'en général la relation
21

(32) If —s.[f]| d2—> 0
/

wa pas lien, Cependant on peut prouver le théoréme suivant:
Théoréme 6. Si la fonction S vérifie la condition (24), on a (32).
En désignant par A(z) la fonetion sign 8., on peut écrire en
utilisant Vinégalité de M. Youn g :

2 27

(33) flsn[f” dr == \/S,,[f:r.h({lf) dx =

2;

/f. s.[h]do =

2 a3 27
1
=[S rslenis< [o ( s+ S vt npa,

ol go(x):(x+ Dlg (x+ 1) — W) ==¢—ux—1; ¢ est la con-
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3 A 1 -
slante de la relation (31). Comme w(x)<<e —1 (x>=0), la der
nitre intégrale dans (33) tend vers zéro,

T f I5,1/1] dr < f [ 4Dl @ U+ D — Il de

A+ 00

Posons f ==/, +f, ol f; est continue. On a alors
A |

/ V—sillldr< f = sl Aill e+ / \ful do + f

I
an PR =1 ‘nl 1)d1'
G tim [r—slde< [ @A+ DRE AT

n—p0a
0

s[fa)l 4z,

i i Yon veut si
ot le second terme dans (34) peut étre aussi pefit que

: 1
on choisit convenablement la fonetion 73 %)

cos ‘”.E
2" {log nji—¢

nent
. ie si l'on suppose seuleu

, énéral vraie si |

n'est pas en g

1) L'exemple de la série 0 s,

prouve que la relation (32)

que [ﬂ.l:)‘_gl-s [f] est intégrable (0.<e < 1)  théoriune &
Probablement il existe le théoréme analogue
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