Eine Bemerkung zu der Arbeit von Friulein
S. Weinlés: »Sur l'indépendance des axiomes
de coincidence et de la parallélité...«

Von
A. Rosenthal (Heidelberg).

In ihrer interessanten Arbeit Fund. math. 11 (1928), S. 206/221,
hay Frivlein S, Weinlos anf S. 218 tiber meine Note Math. Ann,
69 (1910), 8.223/6, [,Uber das dritte Hilbertsche Axiom der Ver-
kntipfung“] eine Bemerkung gemacht, die geeignet ist, zu Missver-
stindnissen Anlass zu geben. Die Verfasserin sagt dort, eine von
ibr aufgestellte Geometrie zeige, dass mein Beweis ,insuffisante
s6i, nsi nous comprenons I'ax. I7 de Hilbert, comme il est inter-
prété dans le systéme (S)“. Dem ist jedoch nicht so; und deshalb
michte ich mir gestatten, den Sachverhalt hier klar zu stellen.

In meiner Note hatte ich ganz bewusst und explizit von der
Forderung an das Axiomensystem Gebrauch gemacht, dass der
Vordersatz jedes Axioms mindestens einmal erfullt sein solle. Diese
pErfillbarkeits-Forderung¥ 1) erscheint als eine Folge der Forderung
der Einfachheit des Axiomensystems®). In der Tat, wenn ein bestimm-
ter Gegenstandsbercich durch ein Axiomensystem gefasst werden
soll, so ist jedes nicht erfiillbare Axiom fur diesen Gregenstands-
bereich vollig bedeutungslos und tiberfltissig. Ich war mir jedoch
wohl bewusst, dass diese Erfullbarkeitsforderung nicht allgemeine

') Die anch von R. Baldus, Formalismus and Intuitionismus in der Mathe-
matik, Karlsruhe 1924, 8. 14 u, 41/42, gestellt wird,

1) Zusatet bei der Korrektur: Mit Riicksicht aaf die nachfolgenden ,,Re-
marques...* von Frl. Weinlss sei noch hervorgehoben, dass die ,Erfiillbarkeits-
forderung* [#hnlich wie die Forderung der Unabhiingigkeit der Axiome] sich nur
anf Axiome und nicht auf Theoreme besiehen soll., (fch habe wie die Absicht ge-
habt, eine von der Russslschen Logik abwicchende Logik anfstellen zn wollen).
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Zustimmung finden werde, und Frl. W. wendet sich auch ganz be-
sonders gegen dieso Forderung; (ich selbst wirde es wohl auch
beim Bau cines Axiomensystems vorziehen, die Existenzforderungen
nicht indirekt mit Hilfe der Erfullbarkeitsforderung, sondern explizit
durch Existenzaxiome einzufithren, — aber jedenfalls so, dass die
Erfullbarkeitsforderung nirgends verletzt wird). Deshalb habe ich
damals a. a. O. S. 22 Fussnote, ausdricklich folgendes gesagt:
»Wollte man diesen Schluss nicht machen, so miisste man fir un-
seren Beweis noch besonders voraussetzen, dass es mindestens in
einer einzigen Ebene wenigstens zwei Punkte gibt“ 2). Aber in jedem
Falle ergibt sich eine wesentlicho Versinfachung des Hilhertschen
Axioms 13,

An der betreffenden Stelle meines Beweises braucht man die
Aussage, dass nicht samtliche Punkte auf. einer Geraden legen.
Die ganze Schwierigkeit an jener Stelle war dadurch entstanden,
dass (ohne Erfiilllbarkeitsforderung) das Hilbertsche Axiom I8 einer
Erginzung bedarf. In einer Fussnote einer spiteren Arbeit, Math.
Ann. 71 (1912), S 264, habe ich auf diese kleine Unvollstindig-
keit von I8 hingewiesen: ,Um im Hilbertschen Axiomensystem 2),
auf die Existenz vun drei pieht in einer Geraden liegenden Punkten
schliessen zu konnen, muss man (wenn man nicht eine allgemeine
Forderung an die Beschaffenheit von Axiomensystemen hinzaneh-
men will) das Verkntpfungsaxiom I8 in der folgenden Weise er-
ginzen: 18. Ks gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene oder in
einer Geraden gelegene Punkte“*) Man kaun auch sagen: Ohne
Erfillbarkeitsforderung oder ohne jene Erginzung von I8 ist im
Hilbertschen System die FExistenz von Ebenen zunichst nicht gesi-
chert 5 [wenn man sie nicht erst nachtriglich mittels des Vollstan—
digkeitsaxioms erzwingen wollte &), was wohl nicht im Sinn des

%) (Jbrigens wird damit auch die in Fussnote 3) auf & 218 von Frl. Weinlos
gemachte, das Vollstindigkeitsaxiom betreffende Bermerkung hinfailig.

3, (Gemeint ist; ohne Vollstindigkeitsaxiom; vgl. das hier Nachfolgende.

4 Die kursiv gedruckten Worte sind zu [8 hinzugefiigt. .

8) Die von Herrn H. Steinhaus angegebene Modifikation des Hilbertschen
Axiomensystems wird von dem eben Gesugten wegen der abgeinderten Fassung von
14 nicht beriihrt; vgl, Fand. math, 11 (1928), 8. 207,

¢ Dann aber liesse sich im Hilbertschen System I8 iiberhaupt entbehren und
mittels des Vollstindigkeitaxioms herleiten. {Zusatz bei der Korrektur: Vgl dazu
such eine Bemerkung in einer kiirzlich erachienenen Arbeit von R. Bald us,
Math. Ann. 100 (1928), 8. 332).
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Aufbaus dieses Axiomensystems gelegen sein diirfie]. Beispiel: Es
sollen nur Punkte einer Geraden und iiberhaupt keine Ebenen exi-
stieren, — Ist I8 in der angegebenen Weise erginzt, so ergibt sich
ohne irgend eine Zusatzforderung die behauptete Reduzierung
von I3.

Mit dem Vorstechenden stimmt durchaus iiberein, dass in der von
Frl. Weinlss a a. O. aufgestellten Geometrie 1) die Erfullbar-
keitsforderung nicht befriedigt ist, 2) in jeder Ebene nur ein einzi-
ger Punkt enthalten ist, 3) alle Punkte auf einer Geraden liegen

icm

Une caractérisation topologique de la surface
de la spheére ).

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Appelons espace Péanien?) tout espace métrique qui est une
image continue de Pintervalle 0 Ca<C 1.

Je vais prouver que, au point de vue topologique, la surface de
la sphére est, parmi les espaces Péaniens (contenant plus d’un
point), caractérisée par les deux propriétés suivantes:

1% propriété de Yespace dtre cyclique 3), c.-a.-d. que

(@) aucun point ne coupe I'espace,

2% propriété de Janiszewski:

() si C est un continu qui ne coupe pas lespace, C est uni-co-
hérent?), cest-d-dire que pour toufe décomposition de C en dewr
continus K et L, le produit KL est un continu 3).

Le fait que la surface de la sphére jouit de la propriété C est

1 Les principanx résultats de cette note ont été présentés & la Société Polo-
naise de Mathématique (Section de Varsovie) & la séance du 22. VI 1928

1) D'accord avec M. Rosenthal (Math, Zeitschr. 10, 1921). Dans le méme
gens fut souvent employé dans ce Journal le terme ,continu {ou courbe} de Jordan”,
qui chez d'autres wuteurs a un sens différent.

D'aprés le théoréme de Hahn-Mazurkiewicz, les espaces Péaniens sont
caractérisés par les trois propriétés: compacticité, connexité et connexité locale.

3) dans la terminologie des mathématiciens américains.

4, continu ,ohne Henkel* au sems ds M. Vietoris, Proe. K. Akad, Wet,
Amsterdam, 29 (1926).

§) Ce théoréme peunt servir de base pour I'axiomatique de la topologie de la
surface sphérique. Je I'ai exposé dans une Communication faite au Congrés Int.

des Mathématiciens 4 Bologne.
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