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Aufbaus dieses Axiomensystems gelegen sein diirfie]. Beispiel: Es
sollen nur Punkte einer Geraden und iiberhaupt keine Ebenen exi-
stieren, — Ist I8 in der angegebenen Weise erginzt, so ergibt sich
ohne irgend eine Zusatzforderung die behauptete Reduzierung
von I3.

Mit dem Vorstechenden stimmt durchaus iiberein, dass in der von
Frl. Weinlss a a. O. aufgestellten Geometrie 1) die Erfullbar-
keitsforderung nicht befriedigt ist, 2) in jeder Ebene nur ein einzi-
ger Punkt enthalten ist, 3) alle Punkte auf einer Geraden liegen
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Une caractérisation topologique de la surface
de la spheére ).

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Appelons espace Péanien?) tout espace métrique qui est une
image continue de Pintervalle 0 Ca<C 1.

Je vais prouver que, au point de vue topologique, la surface de
la sphére est, parmi les espaces Péaniens (contenant plus d’un
point), caractérisée par les deux propriétés suivantes:

1% propriété de Yespace dtre cyclique 3), c.-a.-d. que

(@) aucun point ne coupe I'espace,

2% propriété de Janiszewski:

() si C est un continu qui ne coupe pas lespace, C est uni-co-
hérent?), cest-d-dire que pour toufe décomposition de C en dewr
continus K et L, le produit KL est un continu 3).

Le fait que la surface de la sphére jouit de la propriété C est

1 Les principanx résultats de cette note ont été présentés & la Société Polo-
naise de Mathématique (Section de Varsovie) & la séance du 22. VI 1928

1) D'accord avec M. Rosenthal (Math, Zeitschr. 10, 1921). Dans le méme
gens fut souvent employé dans ce Journal le terme ,continu {ou courbe} de Jordan”,
qui chez d'autres wuteurs a un sens différent.

D'aprés le théoréme de Hahn-Mazurkiewicz, les espaces Péaniens sont
caractérisés par les trois propriétés: compacticité, connexité et connexité locale.

3) dans la terminologie des mathématiciens américains.

4, continu ,ohne Henkel* au sems ds M. Vietoris, Proe. K. Akad, Wet,
Amsterdam, 29 (1926).

§) Ce théoréme peunt servir de base pour I'axiomatique de la topologie de la
surface sphérique. Je I'ai exposé dans une Communication faite au Congrés Int.

des Mathématiciens 4 Bologne.
Rl
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évident. Quant & la propriété o, elle fut établie par Janiszewski
dans son Mémoire ,Sur les coupures du plan® 1)

Le but de la note préseute est de prouver la suffisance de ces
deux propriétés pour qu'un espace Péanien soit homéomorphe i la
surface de la sphére. En méme temps, J'étudie de plus prés la pro-
priété &, la propriété plus générale 9, de l'uni-cohérence de I'es-
pace, et les relations qui subsistent cotre elles.

Termes et notations. X désigne 'ensemblo X angmenté de ses points d’ac-
cumulation, Un ensemble 4 est dit connere, lorsquil nc so laisse pas décomposer
en deux ensembles non-vides 1! et NV tels que M N -} NM == (). Un ensemble con-
nexe et fermé (ouvert) est dit un continw (région). Un sous-ensomble connexe d'un

ensemble arbitraire X ost dit sa composante, lorsqu'il n'est contenu dans aucun.

autre sous-ensemble connoxe de X. L'espace est dit loculement connexe au point p,
lorsqu'il existe un entourage conuexe de p aussi petit qu'on lo veat.

Un ensemble 4 est dit coupure entre p et ¢, on un S(p, q), lorsque A est forms,
p et ¢ n'appartiennent pas & A4 ot il n'oxiste aucun continu qui unisso p ot g en
dehors de 4; dans les cspaces Pdaniens le terme ,continu peut 8tre remplacé
fei par ,ensemble connexe. Une coupurc érrdductible entre p et g, ou un S,
est un &(p, ¢) dont ancun vrai sous-ensemble n'est un G(p, q)

La frontiére do X est I'enscmble F(X)==X.1 - X, 1 désignant 'espace.

Un ensemble est dit pumetiforme lorsqu'il ne contient aucun continu (ayant
plus d'un point}.

§ 1. Espaces wni-cohérents.

Par définition, un espace est uni-cohérent, lorsque, pour toute
décomposition de cet espace en deux continus, le produit de ces
continus est un continu. Des exemples de continus uni-cuhérents
fournissent les continiis Péaniens qui ne coupent pas le plan; en
effet, pour les continus Péaniens situés sur le plan, il y a identité

. . L . . :
entre les notions d'uni cohérence et de continu qui n’est pas une
coupure 2).

a

Je vais prouver, & présent, que pour les espaces Péaniens l'uni-
) ’ . 3 - .
cohérence de l'espace équivaut 4 chacune des propriétés suivantes:

’). Prace mat.-fiz. 26 (1918), p. 55, théoréme B, (Cf. la note de M. 8. Stra-
szewicz et moi, Fund, Muth XII),

?) Veir ma note Sur les continus de Jordan et le théoréme de M Browwer,
Fund. Math. V111, p. 149, théor, III. Plus généralement, comme lo signale M. Vie-

tori " Lot . . . .
oris, les espaces Pduniens uni-cohérents (A un nombre de dimensions quelconqus)

coincident uvec les contiuus Péaniens ayant la cyclose de hase 0% (1. cit. p. 447).
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(26)Y) B étant une région-composante du complémeniaire d'un con-
tinu (arbitraire situé dans Uespace considéré), F(R) est un continu;

(26) %) A et B étant deux ensembles fermés ot disjoints, il existe
pour tout couple aed, he B un continu C disjoint de A~ B qui est
un &(a, b);

194,) on ajoute dans Uy Padjectif ,Féanien® au coutinu C.

(26) %) tout ©,la,b) cst un continu;

(%) %) A et B étunt deux ensembles fermnés et disjoints dont aucun
w'est un &(p, q), lewr somme 4 4 B wen est un nonplus.

L’équivalence entre l'uni-cohérence et les propristés o et 2
fut démontrée dans ma note préeitée Il suffit done de prouver les
implications suivantes:

1% 9% — 9%, 2% A —> A, 8% >, et 4% -2,

car les implications 9, — @, et 9, — < sont évidentes.

1. Solent: € un &(a,b), P la région-composante de | — ¢ qui
contient a, R celle de 1 — P qui contient ). La frontitre F(R) est
alors un &,(q,b) et

ey F(R)C C9)

Or, si l'on suppose que C est un Ea,b), il vient C= F(R).
done Iimplication 1° est établie.

2. Soient A et B deux ensembles fermés et disjoints. Il existe)
un &(a, b) disjoint de A B, pour chaque couple a¢ 4, be B, Comme
nous venons de prouver., ce S(a, b) contient un S;{a,b); ee dernier

est — si l'on admet 9 — un continu. L'implication 2° en résulte.
3. Soit C le continu de la proposition 2. L'espace — comme

Péanien — est une image nniformément continue de Pintervalie 01,

1y théoréme de M. Brouwer, Math. Ann, 69,

3 of F. Hausdorff Grundziige der Mengenlehre, leipzig 1914, p. 5i4,
th. VII.

%) ihid p 348. th VL

4 ibid. p. 342, th. 1V.

5) cela est vrai pour chaque espace Péanien Cf. 8. Mazurkiewicz, Fund.
Math. V, p. 198, lemme 1. Dans la démonstration de cet ényncé intervienment
quelques proprictés des espaces Péaniens, par ex.: R étant une composante d'un
ensemble ouvert G, R esi une région; on a F(&;C F{G) Cf H. ilabn, Fand.
Math. 11 et ma note de Fund. Math. I, p. 43,

6) selon le théor. de .séparation® gui subsiste Gans chaque espace métrigue.
Voir p. ex. Vietoris, Mon. f Math. u. Phys. 31 {1821}, p. 190.
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Il peut done étre décomposé en un nombre fini de continus Péaniens
aussi petits qu'on le veut; plus petits, par exemple, que la distance
de A} B a C. Considérons, parmi ces petits continus, eeux qui
ont des points communs avee (; leur somme constitue un econtinu
©(a,b) Péanien, disjoint de A4 -}- B.

Done: 9%, — 9%,.

4. Supposons, contrairement & %, que 4 -+ B est un S(p, )
1l contient, par conséquent (inclusion (1)) un &(p, g). Désignons le
par C. On a done C=C4 + CB et, comme ni 4 ni B n'est un
S(p, q), tandisque C en est un, on en conclut que CA= 0 CB.
I en résulte que ¢ n'est pas un continu, puisque par hypothése:
AB=0. La proposition %, n'est donc pas réalisée.

Limplication 4° est ainsi établie. C.Q F D

Considérons, & présent, les espaces Péaniens uni-cohérent qui
Jouissent de la propriété @

Je dis que dans un espace de ce genre le théoréme suivant, de
Phragmeén, subsiste:

augun ensemble fermé et punctiforme ne coupe Pespace.

En effet, selon 9, toute coupure A contient (voir inclusion (1)
un continu € qui est une coupure. Or, si l'on admet la proposition
@ le continu ¢ ne peut pas se réduire & un point; autrement dit,
T'ensemble A n’est pas punctiforme, e. q. f. d.

On en conclut facilement que dans les espaces Péaniens uni-co-
hérents la proposition @ et le théordme de Ph ragmén sont équivalents.

1l est encore & remarquer que, dans le eas de continus Péaniens
uni-cohérents situés sur le plan, la proposition @ caractérise le
cercle!). En d'autres termes: pour qu'un ensemble situé sur le plan
soit hf)méomorphe @ un cercle, il faut et il suffit qu'il soit un continu
Péanien qui ne coupe pas le plan et qui w'est coupé par aucun point.

§ 2. Espaces de Janiszewski.

) Appelons espace de Janiszewski tout espace Péanien satis-
faisant 4 la condition & formulée au début. Cette condition étant

1) Cela résulte facilement des théordmes 23 ot 24 de la Note de M. G. T.
Whyburn Concerning the structure of a continuou

Math, 50 (1928), s curve, Amer. Journ. of
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plus restrictive que la condition 2, les espaces de Janiszewski
forment une sous-classe dans la classe des espaces uni-cohérents,

Comme exemples d’espaces de Janiszewski on peut consi-
dérer une surface sphérique, deux surfaces sphérique tangentes ete.
Sur le plan il v’y a que les ,dendrites“ (continus Péaniens ne con-
tenant aucune courbe fermée) qui constituent des espaces de Jani-
szewskil)

La condition & équivaut, comme je vais le prouver 4 présent,
pour les espaces Péaniens, & la condition suivante 2):

(h) A et B étant deuzx ensembles fermés dont le produit est un
continu et dout aucun n'est un &(p, q), lewr somme A -+ B west non-
plus un S(p, q).

Démonstration. 1. & — d.

Admettons que Despace Péanien considéré satisfait & la condi-
tion &,. Soient C, K et L trois conlinus tels que

(1) C=K+1L, KL=A+B
2 A4=0FB, AB=0,
A et B étant deux ensembles fermsés.

Il s'agit de prouver que C coupe l'espace.

Soient ag A et beB. Comme la proposition &J, entraine évidem-
ment %, et celle-ci est équivalente & 2., on en conclut l'existence
d’un continu Péanien Q qui est un &(a, &) tel que Q(4 4 B)=0,
done que, conformément & (1):

3) - QKL =0.

K et L étant deux continus unissant a et 5 et ¢ étant un
S(a, b), il vient
(" QK40 QL.

Soit & la borne inférieure des distances des points extraits des

ensembles QK ot QL respectivement. Selon (3) et (4): 6> 0.
Le continu ( étant Péanien, on peut le décomposer en un

. 0 . -
nombre fini de petits coutinus de diamétres <§. Soient 5, et S;

1) Une analyse plus détaillée des espaces de Janiszewski paraitra bientdt

dans une autre note, ) " .
%) connue sous le nom de premier théoréme de Janiszewski (loe. cit.,

p. 48, théor. A). Ainsi les deux théorémes de Jani‘szewski se monirent équi-

valents (dans les espaces Péaniens).
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les sommes de ceux parmi eux qui ont des points commung wyee
K ou L resp,; soit Sy la somme de tous les autres. On a

, par con-
géquent:

(5) S Loe= 0= 8, K
(6) 8, 8y =0

) Q= S+ 8 - 5
(8) Sy (K 4 L) = 0.

Or, supposons contrairement i la proposition J, que ¢ ne coupe
pus l'espace. 8 étant composé d’un nombre fini de continus situds
en dehors de C (formules (1) et (8)), il existe, par canséquent, un
continu 7' qui passe par chacun de cos continus et que T'C==0;
d’olt (1) i

) K+ L)y=0,

Par définition de 7' (I'+ 8y) esl un continu.
Considérons les deux ensembles fermés:

B=84 148, F=8, 4+ T+ g

Selon (5), (8) et (9): F,L
ni Fy vest un &(q, b),
points @ et b Dautre

=0 =F, K, ce qui prouve que ni ¥,
puisque les continus K et L conticunent les
part, le produit [ F,, comme identique
& T+ 8 (selon (6)), est un continu. On en conclut, en vertu de
&, que F\ - F, n'est pas un &(a, b); done ¢, comme sous-ensem-
ble de F, 4 F, (form. (7)), n’est nonplus nn &
tredit la définition de 0.
La contradiction demandée est ainsi établie.
2 9 d,. ‘
Soient 4 et B deux ensembles fermé,
soient done K et I, deux continus Pé
ex.) qui unissent p et q et tels que

(a,b). Mais ceci con-

8 qui ne sont pas des S(p, @)
aniens (des arcs simples, par

(10) AK =0 = BL.

Supposons que 4 B est un conti
meitant la proposition o, que 4 4

AB étant un continy disjoint
une région-composante B de ] —
C=1—R On a done:

nu, Il s'agit de prouver, en ad-
B n’est pas un &(p, Q)

de A + L (form. (10)), il existe
(L + K) qui le contient. Posons
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(11) ABCE, dot ABC=0
(12) RCLl—(K41L), @®ot K+LCC

K+ L étant un continu Péanien, C, comme égal & 1 — R, en
est un également?). En outre, C est, conformément i la proposition
J, uni-cohérent. Par conséquent, si 'on considére (' comme espace,
la proposition 2 y est vérifide. -

En posant: 4; = AC et B, = BC, on conclut de (11) que les
ehsembles fermés 4, et B, sont disjoints et que, en raison de (10)
et (12), aucun d’eux ne coupe le continu C entre p et ¢. Done, se-
lon %, 4, -+ B, ue coupe nonplus C entre ces points; ¢’est-a-dire,
qu'il existe dans C un continu qui unit p et ¢ en dehors de 4, 4 B,,
donc en dehors de 4 4 B.

§ 3. Théoréme,

b

Pour qu'un espace Péanien, contenant plus d'un ‘lpuint‘,. suit }\m-méo-
morphe & la surfuce de la sphére, il faut et il sujjit qu'il posséde les
propriftés € et J. o

Démonstration, La ndeessité- de ces deux propriétés est,
comme nous l'avons dit dans lintroduction, connue. Pour prouver
leur suffisance nous allons nous appuyer sur un ré_sulhixt de MUe
Gawehn?) qui permet de réduire notre démonstrfif:lon & .prouve‘l.'
que les hypothéses @ et J entrainent les deux propositions suivantes:

10 le théoreme de Jordan, o o q

20: (9) dans toui entourage d'un 'poim‘. arbitraire p il eﬂsle‘ ?l);c
région B qui contient p et dont la frontiére est une courbe simple

ermée ).
fem].eD)émonstration du théoréme de Jordan o
Soit K une courbe simple fermée. K n'étant pas uni-cohérent,

il résulte de & que K coupe l'espace.

1) en verta du théordme suivant de Mme Nikodym: ¢ ét;ntlun Zonlt‘f;u.
Péanien situé dans un espace Péanien et I une régzon-composan;e e 5— ,
semble 1 — K est un continu Péanien. (Fund. Muth. XII, p. 243, cor. 3).

1) Math., Ann. 98 (1928, p. 352. . -

'; Evidemment la propriéié @ et plus restrictive pue & Or, il xmpo_:t;u de rzi
marquer que ls plan projectif posséde les denx propriétés: @ et i{’ z: qar
ptouqve que, dans notre théordme, la propriété 7 ne peut pas &tre remplacee p
Qf méme si l'on remplacait @ par §.
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l{ % 3 . > )
t c]mahtue la: frontidre commune de toutes log régions-com
santes d 6 i i - .
t.n ;34 de son complémentaire, car sl won ¢tait pas ainsi, & :
ier , : i i .
éndralt un are simple qui coupe Vespace, eo qui est im )c;ssibl "
comme on déduit frés facilement Hde et @ I T

I reste & prouver que le nombre des e
coupe l'espace est dewr.
. Supposons, par contre, quil existe troi
erentes B, R, ot I, dans | — &

gions en lesquelles K

s régions-composantes dif.
On a done

(1) K== F(ly) = F(Ry) = ¥(R,).

Soit C un are simple plongé dans 2, et

( ayant ses Bini
a et b, situés sur K%, On o par suite: ™ ranie

(?) cC i‘;x
et le produit CK se compo
Soient ach et add les
Copsidérons les deux ense
Soient p, e R, et Py

se des deux points: a et ),

denx ares de K déterminds par @ et b
mbles fermés: qcd + C et adb - C. .
vest v oy " czf’,,. Aucun des deux ensembles considérés
deFE F(R,), C{, » en vertn de (I): ceF(By) . F(R,) et
I - F(y), one chacun des ensembles: S;=R, 4 ¢+ R, et
S, s+ d4 R, est connexe, unit p, et p, ot seloix (2): f‘

Si(adb 4 C) =0 = Sy(ach 4 C).

D'autre part, le produit deg

est un continu (comme gal 2 0) ensembles ach -+ C ot add +c

DOUG l
] ( N . 9 selon 071, leul‘ somme n,est
: 2 ps)- Iﬂals cec) eost inl 0 E’l) +
(JI’ , 2 Zi ! ", p 881 le, ear la. somme acb

a N 3
entre p, et p, courbe K. qui, par hypothése, coupe l'espace

i‘:: Démonstration de la propo
emarquens d'obord que Ia propriété

que 8, appartient j chaque espace Péani
(v) dans tout entourage d’un point ;me

sition @

suivante, moins restrictive

n:

qur ne coupe pas Pespace, il
1) Voir ma note

Math. XII, p. 228,
.’) Un tel are existe, ¢

ot 8i F'(R) contient deux

Sur |, Y
G séparation d'ensembles situds sur le plan, Fund

au‘* en g:énéml, 8i R est une région d"
n -pomts différents 2 ot ¥, il existe
straction faite de gog ; o

un espace Péanien
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existe une région A qui contient p et dont le complémentaire est un
continu ).

Soit, en effet, G un ensemble ouvert arbitraire contenant p. L'en-
semble fermé 1 —'G est donc contenu dans la région 1 —p On
en conclut 2) l'existence d’'un continu C tel que

1—-6CCCL—p.

Soit A la région-composante de 1 — C qui contient p. L'espace
étant Péanien, 1 — A est un contina 3). En outre:

ped(C1—CCG.

La proposition (y) établie, svit 4 un entourage arbitraire de p.
On peut donc admettre que 4 est une région et 1 — 4 un continu
(contenant plus d’un point).

La frontiére #(4) ne se réduisant pas 4 un seul point (selon &),
il existe un arc simple ab plongé dans A, abstraction faite de ses
extrémités qui appartiennent & 1 — A4 4).

1l peut arriver que le point p appartienne a cet arc. Sinon 3)
on peut unir p & ab par un are pp’ situé dans 4 et nayant en
commun avec ab que le point p’. Désignons par T le ,triode®
ab 4 pp’ (dailleurs, dans le premier ess, pp’ se réduit & un point).

1) Dans le cas, oit P'espace est uni-cohérent, F(A) est, selon &, un continu;

Panalogie ‘entre y et @ devient, dans ce cas, encore plus étroite. ‘

1) en vertu du théoréme suivant de M. R. L. Wilder: si, dans un espoce
DPéanien, F est un sous-ensemble fermd d'une région H, il extste un continu C
tel que F(C C(C L. Bull. Amer. Math. Soe. 34 (1928), p. 632, th. b,

Ce théordme pcut étre déduit du fait que H, comme semi-continu qui est une
différence de doux ensembles fermés, est somme d'une série de continus croissants:
H=K +K,+...6,4... (v. ma note de Fund. Math. V, p. 120). En effet,
soit K, une région telle que: Ko Fu et R,C H. Comme H=B}+R 4
—{—Rn-}-..., il existe selon le théoréme de Heixx_f-BoreI, u.n indies k tel que
FCR,4...+ . Liensemble C=R 4.+ Buestle continu def]:andé. )

Comue le prouve M. Wilde-, le continu C peat toujours Eétre suppose
Péanien. 11 en résulte, en vertu du théoréme cité de Mme Nikodym {p. 813,
note 1)), que dans la proposition {y) on peut ajouter Padjectif Péanien au terme
continu.

3) V. ma note précitée, Fund. Math. V,

4) voir p. 314, note 1),

§) On peut éviter ce dernier cas en 'ap

4 aimablement communiguée & :
sfaisant 4 la condition

p- 113.

puyant sor la proposition saivante

que M. Ayres m' ¢ dont la démonstration paraitra
ad i i O tous deux

prochainement: dans un espace Péanien sati @ to

. ;
points se laissent unir par une coarbe simple fermee.
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Le produit T'.(1 — 4) n’étant pas un continu (comme composé
de deux points: a et b), la somme 1'4- 1 — A coupe l'espace (en
vertu de J). Soient M et N deux régions entre lesquelles cette
somme coupe l'espace; il vient

3) M4+ NCA—-T
4) FM)y4+FN)CTH1— L
Je dis que #(M) eontient des points intérieurs de lare pa

(c'est-b-dire des points distincts de p’ et de «).
En effet, en cas contraire, on aurait (selon (4)):

FM)Cbp+1— 4.

Le produit de bp et de 1 — 4 se réduisant au point {, ou con-
clut de & que soit bp soit 1 — A coupe Pespace entre M et N
(puisque F(M) le coupe). Cela présente une contradiction avee la
propriété établie des arcs simples de ne pas &tre coupures et avee
la formule (3), d'aprés laquelle 1 — 4 ne coupe pas l'espace entre
M et N (puisque M-+ N 4.

Il est done établi que F(M) coutient des points intérieurs de
Pare p'a et — par raison de symétrie — des points intérieurs de
p’b. On peut, par conséquent, unir un point intérieur de p'a & un
de p'b par un arc a,mb, plongé dans M 1); d'une facon analogue.
il existe un arc aynb, plongé dans N qui unit aussi deux points
intérieurs des ares p'a et p'd. '

Soit K la courbe simple fermée:

K=a;mb, + byby, 4 byna, ~+ a,a,
ibby et aya, désignant des sous-arcs de p'h et de p'a resp.).
Soit R la région du complémentaire de I qui contient p. Je dis
que B est la région cherchée. m

Comme en vertu du théoréme de
Jordan. on a a a

(5) : F(R) = K, [¢4] ,D’
n by

il reste & proaver que
(6) EC A

Désignons par Sla deuxiéme des b
deux régions déterminées par K. On

') voir p. 314, note %),
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a done (cf. form (B)): KiS)=K. Par conséquent, lensemble
S+ m—-n est connexe. Or, m et » désignant deux points inté-
rieurs des arcs a,inb, et aynbhy, il vient me M, ne N. On en conclut

que S.F(M)==0, dob, en vertu de (4):
(7) S(T+1— 4)=0.

Désignons par [ et [ resp. les arcs issus de a et de b (resp.)
situés dans 7" et plongés dans 1 — K sauf une extrémité qui ap-

partient & K (ce sont les ares wa, ct bb,, lorsqu'on admet la dis-
position des puints d’accord avec la figure). Evidemment:

(8) T-(D+EYCR
Or, supposons, contrairement a Pinclusion (6) que
(9) R(1—A4)==0.

Comume, par définition de K on a K (C A, done K(1 — 41=0,
il vient en vertn de (b): F(R).(1 — 4)=1. L’ensemble 1 — 4
étant un continu, on conclut de la, conformément & (9), que
(10) 1—AC Rk

Les arcs /) et I ayant des points communs ave: 1 — 4 (no-
tamment @ et b), on a done DR==0=ER et on conclut de lear défini-
tion que D -~ B R. Il vient, en raison de (8) et (10): 7-4+1—ACR
et, comme S(_1-— £, on a finalement

S{(T+ 1 —4)=0,

contrairement & (7).

La contradietion demandée est ainsi établie. De la résulte I'in-
clusion (6), e¢. q. £ d.

& 4 Application aux décompositions semi-continues.

Etant donnée une fonetion y = f(x) continue qui transforme un
espace métrique compact A en un espace H, on appelle décomposi-
tion semi-continue la décompusition de 4 en ensembles E|f(x)= 9.

a
ol y, parcourt l'ensemble des valeurs de la fonetion f(x) ). .

Considérons les décompositions semi-continues en ,,t-ranche‘:s -
continus. Il importe de remarquer que pour les espaces Péamen’s
la proprié¢té de Janiszewski est invariante par rapport aur dé-

1) Cf. R. L. Moore, Proc. Nat. Ac. Sc. 10 (1924) et Trans. Artler. M.zxth‘,
Boe. 27 (1925); P. Alexandroff, Proe. K. Akad, Wet. Amst'er(.iam 28 (1925);
ma note Sur les dicompositions semi-continues d'espaccs métriques compacts,
Fund, Math, XI.
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compositions de ce genre; plus préeisément: A étant un espace Péa-
nien décomposé en continus d’une fagon semi-continue, si 4 Jjouit
de la propriété &, ,hyper-espace H en jouit également.

Soit, en effet, B une région dans Phyper - espace H et soit
H—R un continu. R et H— R sont donc respectivement des
images d'une région R, de Vespace 4 et .d’un continu A4 — R .
En vertn de J, 4 — R, est uni-cohérent. Or, P'uni-cohdrence étant
un invariant des décompositions considérées 2), il résulte que H — R
est uni-cohérent, ¢. q. f. d.

De la résulte directement le théoréme de M. R. L. Moore,
d'aprés lequel, si Pon décompose d’une Jagon semi-continue la surface
d'une sphére en (vrais) sous-continus qui. ne coupent pas cetie surfuce,
Uhyper-espace lui est homéomorphe 3).

Car, Phypothése de M. R. L. Moore équivaut & I'’hypothése
que Ihyper-espace posséde la propriété @, L’byper-espace est done
Péanien (comme image continue de la surface sphérique) et posseéde
les propriétés & et @ — il est, par conséquent, homéomorphe  la
surface de la sphére.

Remarquons encore qu'en appliquant le théoréme de M. R. L. Moore, on
démontre d'une fagon trés simple le théoréme connu ‘) suivant: wne région situde
sur lo surface de la sphdre est homéomorphe & cette surface diminuée dun en-
semble punctiforme jermé,

Roit, en effet, R la région considérée. Décomposons la surface de la sphére
en considérant comme tranches les composantes de 1 -— 1 etles points individuels
de R. C'est une décomposition semi-continue §) en tranches dont aucune n’est une
coupure €). Selon le théoréme de M, R. L. Moore, I'hyper-espace de cette décom-
position est homéomorphe & In surface de la sphére.
sidérée de l'espacc en I'hyper-espace, 1"

Dans la transformation con-
ensemble 1 - 2, comme décomposd en com-
posantes, se transforme en un ensemble punctiforme, fermé !). Knfin A se trans-
forme par homéomorphie,

!) d'aprés les théordmes IV, 8° ot X de ma note précitde. [Dans le théor, [X
aprés le mot continu le terme »Plan® est omis].

?) ibid. cor. 2, 4° du théor. X, Cf, Vietoris, P
dam 29 (1428).

3) Trans. Amer, Math, Soc. 27 (1928).

roe. K, Akad. Wet., Amster-

%) Voir, p. ex, v. Kerékjarts, Topologie I, chap. 111, Berlin 1923,

f) voir ma note précitée, p. 169, Cf. R L Moore, L cit, p- 427,

§) duprés le théoréme général suivant
d’un espaca connexe et § une cowposante de | — R, 1 — & est connexe. Voir la
note de M. Knaster et moi de Fund, Math, 11, théor. X,

) Uf L. B J. Brouwer, Proe, K. Akad. Wet., Amsterdam 12 (1910). Cf.
ma note de Fuoad. Math, XI, p. 184, '

B étant un sous-ensemble connexe

e e
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Uber Funktionen, deren Felder Gruppen
mit Riicksicht auf diese Funktionen sind.
Von

Stanistaw LeSniewski (Warszawa).

Ich sage hier, dass die Gegenstinde, die einer gege-
benen Funktion f gentigen, eine Gruppe mit Ruek-
sicht auf eine gegebene Funktion ¢ bilden, dann und
nur dann, wenu folgende Bedingungen erfullt sind !):

‘@) [4, B:7(4).F(B). D.[g C].F(C).p(, B, C)
[

b) {4, B, C, D]:f(4).f(B).f(C)./(D).@(4, B, C).p(4, B, D).
.C=D

¢) [d, B]:/(4).F(B). D.[@C).1(C). p(4, C, B)

d) [4, B, C, D|:f(A).f(B).f(C).f(D).¢(4, C,B).¢p(4,D,B.

o) [4. B:f(4).7(B).D.lgCl./(C). p(C, 4 B)

Y} Im Zusammenhang mit dem Inhalt dieser Bedingungen vgl.: 1)H. W el.Jer.
Die allgemeinen Girundlagen der Galoig'schen Gleichungstheorie. Muthematische
Annalen. 43, Band. 1833, 88. 522 und 523. 2) Edward V. Huntington. Nofe
on the definitions of abstract groups and fields by sets of mdependanf postul‘az‘es.
Transactions of the American Mathematical Society. Volume 6. 1905, 8. 192. -
Im Zusammenhang mit den unten auftretenden Ausdriicken vom Typus ,p(4, B, 0)
vgl: Maxime Bocher, The fundamental conceptions and -maih«..vd& of maihem.a-
tics, Address delivered before the Department of Mathematics of ihe lnt'ern(tdfzg‘
nal Congress of Arts and Science, St. Lowis, September 20, 1904, Bullctfn q]g {tre
American Mathematical Society. Vol. Xl. October 19({4 to July 1903, ! l.a.
8. 126. — Im Zusammenhang mit den in meiner Mitteilung angewandten .lo-
gistischen” &ymbolen vgl.: Alfred North Whitfe%xead and'Bert;L?.)]—;qu:uz-
sell. Principia mathematica, Volume I Second edition. Cambridge. 1925. §8. 6,

7, 9—11 und 15.


Yakuza




