12 M. I Chlodovsky.

Maintenant une question trés importante se pose:
condition necessaire et suffisante pour la convergence d
de M. S. Bernstein dans un point de discontinuité
espéce? On peut affirmer qu'une telle condition
dépend que de la structure arithmétique des val
S(#) aux points rationnels, et elle est
métriques et descriptives de I’

quelle est la
es polynomes
de deuxiéme
» sl elle existe, ne
eurs de la fonetion
indépendante des qualités
ensemble des discontinuitds, En effet,
il & ét¢ démontré (au paragraphe 6°) qu'il est possible de constru-
ire deux fonetions discontinues en chaque point et telles que pour
l'une delles la suite des polynomes de M. S. Bernste

in converge
partout et pour Pautre cette suite est partout divergente,
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Einleitung.

1. Das allgemeine Problem des linearen Mafes kann (in An_-

1
schluss an eine etwas allgemeinere Fragestellung von Lebesgue?)),
dermassen formuliert werden: |
ﬁ)lg;;ldee:n;)eschrankten linearen Menge (d. h. Menge reel(]}er Ztahézzi
rde eine nicht negative Zahl u(8%) zugecrdnet, derart, "
> WeVVenn an,, o, paarweise elementfremdre Menge (m
. . e

beschriinkter Vereinigungsmenge) sind,
w(8m, - 0l + ..) = p(8M,) + # (&) -
gilt (die Folge 7%, 87,,... ist endlich oder ahzihlbar!).

B. Wenn die Menge 37 aus der Menge & durch eine gewthn-
: 2 - L ’ .
liche Translation entsteht ?) (beide beschrinkt!), so ist

w(om) = p(0)

1 3o - Vintdgrat a inem allge-

) Legons sur l'in egraiion, Paris 1905. Lebesgue ‘SuCht nach E:v © g
IntEgral dag fiir alle beschrankten Funktionen (a:) un -

meinen s / d jedes ¢ rdliche In

tervall @, b definiert ist: )
ff(x) dz.

3 die des Mafles:
s inbar allgemeiner als
i ‘ragestellung ist aber nur schein tegrals 2ufs
) Dxesfblbi;gags Methfde der Zurtickfihrung des Lebesg‘uesc‘henl ;I: :gzusehen,
o der;b esche MaB (vgl. Anm. %7) ist ihre Gleichwertigkeit 18;::1& .
i sgu . . 3
lme&i)e Weenenbw-lr die ,Koordinate* x einfithren, so ist das die Abbildung
n
== + a
(¢ konstant).
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Hausdorff zeigte %), dass die Bedingungen ., B. unvertriglich
sind (wenn man von der trivialen Losung #(0%) == 0 absieht), in der
Tat ist z. B. das ihnen geniigende Lebesguesche MaB nur fir die
sog. messharen Mengen definiert, und nicht alle Mengen sind meRbar.

Angesichts dieses Tatbestandes lag es nahe, mit den Anspri-
chen herunterzugehen, und . dahin abzuschwichen, dass es nur
fir endliche Folgen 873, 07,.., %, elementfremder Mengen zu
gelten hat (man kann dann offenbar ohne Beschriinkung der Allge-
meinheit m =2 setzen). Die so modificierte Bedingung @. wollan
wir g* neunen,

Ob die Bedingungen a*,, g. gleichzeitig befriedigt werden konnen,
konnte, lange Zeit nicht entschieden werden, erst die, w. u. zu be-
sprechenden, Untersuchungen von Banach brachten die Entschei-
dung; eine plausible Verallgemeinerung von o, g. ereilte aber als-
bald ihr Sehicksal. B

Man kann nimlich an Stelle linearer Punktmengen ebene, rium-
liche, oder solche im n-dimensionalen euklidischen Raume untersu-
chen, und fir diese das allgemeine MaBproblem formulieren. An
eine Generalisation von a., 8. ist, mit Ricksicht auf das Fiasko
im eindimensionalen Falle, nattirlich nicht zu denken, aber fiir o*, g.
kann man es versuchen.

2. Die n-dimensionale Formulierung lautet so:

Jeder beschrankten Menge 87 des n-dimensionalen euklidischen
Raumes R, werde eine nichtnegative Zahl u(o7) zugeordnet, der-
art dass

@.’. Wenn 87, 87 zwei 4) elementfremde Mengen (beschriinkt) sind,

R8T+ 81) = (1) - (o)
gilt.
da- Wenn die Menge 87 aus der Menge &% durch eine langen~

treue Abbildung von R, auf sich selbst entsteht 5) beide (beschrinkt!)
8o ist

1) = p(a).

3) Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, 8. 401.
%) Die Beschrinkung der Summandenzahl auf 2 (stait eines beliebigen endli-
chen m) ist, wie erwihnt, unerheblich,

%) Wenn wir Koordinaten Ly @y ...y Ty einfithren, so ist das eine Abbildang

icm

Zur allgemeinen Theorie des Mafies. 75

Es ist ubrigens ohne weiteres moglich hier R, durch die Ober-

Auche der Einheitskugel in R, %), K,, zu ersetzen: e ). ist I?ax:tn
fir alle Teilmengen von K, zu deﬁnieren,. und in {5‘,‘. sind K, in
sich selbst tiberfuhrenden lingentresen Afbblldunge'sn in 'Betracut 7
ziehen. Die triviale Losung u(0%)=0 ist natiirhc_h wieder auszu-
schliessen, dann ist aber, wie man leicht zeigt, u(é?/l)>(.), We]gnrczg
das Innere des Einheitswiirfels in E,7) l?e_zw. ganz K, ist. k":nen
Multiplikation aller @(27) mit einer positiven Konstanten ko
wir also die Normierung

V- w(em)=1

ingen. . ; o
erzv;]lzgist klar: wenn es nichttriviale Lisungen von af.., B. flg.‘ ellln
R., n>>3, gibt, so muss es auch solche fir K, d. h. die Obelt'1 chc;
dg; ge;iﬂ:\,nlichen, riumlichen Einheitskugel geben §). Hausdor

Z, = gy Ty + Cya Byt oot G T T O
Ty = Ogy Ty -+ Oag Ty Tt @2a % "}“Elz
H : H .
N H :
=y @y G Byt B Tt G
i di i =1,2,.,%)
(@, & Gy UNA Gy, Gyyeery Gx Konstante), wobel die Matrix {a} (#,4=1,2s
Qiyy Bygieeey Gan 11
orthogonal ist.

. it
¢) D. h. die #— 1-dimensionale Menge aller Punkte mi

d4+ad+...+n=1

) D. h. die Menge aller Pankte mit
0<z, <1, 0=z, <100y 0=z<L
N i i einem # >3
8) Erstens folgt aus der Erfillbarkeit von q¥,, ﬂ’, fiir B, bel o

denn wenn M(OF) das Maf einer Toilmenge O/ von R,
e ngen AN’ von Ry so: sel AN die Menge

za O gehort, und

auch die bei n= .
R ! 7 s
ist, dann definieren wir f (87%) fiir Teilme
aller 2,, &,,..., %s Punkte, fir die @y, &y Ty
1 2

0=z, <lL,..., 02, <1

ist, dann sei o (O) = w(6T)
' erfiillt offenbar af', 8 . o

Weiter folgt aus der Erfiillbarkeit fiir
von R, gewinnen wir das pu'(Qf ") von K,

R,, die fir K,, denn aus dem !‘(@”)
so: sei OfT die Menge aller &;,%y,%5~
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zeigte aber, dass o, §,. bereits fiir K, unvertriglich sind %), mit einer
Methode, die uns noch w. u. eingehend beschiftigen soll. Somit sind
sie fur R, im besten Falle béi 7 — 1, 2 erfullbar.

Fur diese R, zeighe nun Banach, dass )., B, vertriglich sind,.
d. h. er gab ein allgemeines, nichtnegatives, additives und orthogo-
nal-invariantes MaB sowohl fiir die Gerade, als auch fiir die Ebene
an 1)l Der euklidische Raum scheint danach beim Erreichen der
Dimensionzah] 3 jah seinen Charakter zu indern: fir n < 3 lusst
er einen allgemeinen MaBbegriff noch zu, fir » = 3 nicht mehr!

Dass dem nicht so ist, dass vielmehr der innere Grund dieses
sonderbaren Phinomens eine gewisse gruppentheoretische Eigenheit
der n-dimensionalen Drehgruppe ist, dies zu zeigen, ist des Haupt-
zweek der vorliegenden Arbeit, Zunichst milssen wir aber noch die
nHausdorffsche Paradoxie (das Fehlen deB allgemeinen MaBes auf
E; und den B, 7=3) und gewisse, daran anschliessende Resul-
tate von Banach und Tarski niher ins Auge fassen.

3. Hausdorff hatte (vgl. %) ge
man kann die Oberfische der Einheits
B, € zerlegen, deren iede durch eine 120°Drehung (um eine ge-
eignete Achse) mit jedem anderen zur Deckung gebracht werden
kann, aber auch durch eine 180°-Drehung (um eine geeignete Achse)
mit der Vereinigungsmenge der beiden anderen. D. h.: jede dieser
Mengen ist sowohl Hilfte als auch Drittel der Kugeloberflache

misste sowohl 1 als auch % als MaB haben, was unmiglich ist,

(Eigentlich machen die, paarweise elementfremden, Mengen @, @, @
zusammen nicht das volle K, aus, sondern es fehlen noch dazu
abzihlbar viele Punkte: Aber man zeigt leicht, dass jede abzahlbare
Menge das Mab 0 haben muss, sodass dies irrelevant iat).
Banach und Tarski konnten, unter Benutzung des Hausdorff-
schen Resultates und einer hochst geistvollen Heranziehung der

nauer das folgende gezeigt:
kugel, K,, in drei Teile @,

Punkte, fiir die oy - 2 r= ‘JJ; + 5+ 23) zu ' {aur K,) gehort und

I<r<t
ist. Dann gei
W (@) = (o)
#' erfullt dann alles fur K.

®) Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, §, 469,
') Fund, Math, 1V, 8. 80- 81,
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Beweismethode des Bernstein-Cantorschen Aequi\*z.alenzsaiges, dieses
Paradoxon weitgehend vertiefen und verallgemeinern ). .

’ Sie steliten namlich den Begriff der ,endlichen Zerlegungsgleich-
144 .

heltZV:;f.Mengen a7, & heissen endlic.:h‘ ;erleguugsgl.eich,lT\em;ai

zwel Zerlegungen derselben in gleie.hwex (u. zw. endlich viel) p

weise elementfremde Summanden gibt:

O =8I, + 8lly ...+ 3%, M, K M,=0 (uzv)
M=o+ o +...+on, o, Xa=0 (uifo)

e - ; ¢
derart, dass &7, mit 8%, &, mit O, .., @71’,‘ mit a7, Lo;grue;u
(d. h ,durch eine lingentreue Abbildung mit ihm zur Deckung
bringen) ist.
und bewiesen: ) ‘ -

Sowohl in K, als auch in jedem R, 7 =3, amd.zwelf %-lantz) .bdee
liehige Mengen 87, &7 bestimmt endlich zerlegungsgleich, falls bei
b <) ) N ‘
innere Punkte besitzen und beschriinkt sind. . b dont
(Far R,, R, gilt das bestimmt nicht. da es naf}h ana o
allgemeine Mafle gibt, und endlich zer]egun]?gigklc;le Mei;lf::emen
il ie Unmoglichkeit des alig
Mal haben miissen). Die g
iiu;ﬁees in K,, sowie R,, n=>3, war damit nochmals dargeta;:l, ur;)d
a 81 n = A ]
ein kleiner Schinheitsfehler des Hausdorﬁ'sch’en BelsplelllsT( 1:“; g
zihlbar vielen Ausnahmepunkte) behoben. Die Banac h adqzeif_
schen Resultate veranlassen das Entstehen ganz sonderbar 8;{1 ;ius .
licher neur Paradoxien: so kann z B. die Vollkngfzi vom :Wi*ser
i Teile 2 den, dass nach Ausfihriing gewis '
derart in 9 Teile zerlegt werden, : i
geeigneter Drehungen sowohl die b evsten als auch die 4 letaten ]
eineDVol]kugel vom Radius 1 ausnﬁtchden! o e odor B, 12
i i ies auc as es in A y N
Ubrigens zeigt dieser Satz auch, : =9
auch da:n kein allgemeines MaB geben kann, wenn mal\r} al;in ine
Nichtnegativitat verzichtet: denn da alle beschranlt:tei]_ e[:ﬁ L
innereanunkten dasselbe MaB haben miissen (weil sie eI{h. ng
sind, e¥., B,), haben sie das Mass 0 !%) und daher 1Emch ihre
n o+ asjy i : .
fere;zen,’ d. s. alle beschrinkten Mengen iiberhaupt'3).

inlei i den Arbeit.
S ie &§ der Einleitung der vorliegen:
1 4. Math. IV, S.224 Vgl. die 855,68 et
1"1 1‘1;‘:!.’12 B. die \’ereinigu:gsmenge zweier solcher |elementfremder) Meng
i h solche ist. ) o
eme‘e‘ e;;ei Zugrundelegung des ,Hausdorffschen Paradoxons® mgss, twteiaiden
Ny St 3 )
ahzﬁ.hli)ar vielen Ausnahmepunkte, die Nichtnegativitit des Mabes benutz
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4. ‘Wir haben in den §§ 1.— 3. den Stand der allgemeinen
Theorie des Males auf Grund der Arbeiten von Hausdorf Banach
und Tarski skizziert, und am Schlusse des § 2. hervorgeh(;ben wie
nahe die Interpretation liegt, dass sich heim Ubergange von n=’-1 2
2 n=3,4,... der Charakter des R, jsh #ndert. Es wurde au(’zh
gesagt, fiass wir in den vorliegenden Zeilen versuchen wollen das
Gegenteil zu zeigen oder genauer: dass wir diejenige spezielle ;grup-

pentheoretische Higenschaft von B, aufweisen werden die dieses
sonderbare Phéinomen verursacht. ’

Um klar zu sehen, miissen wir aber
verallgemeinern:

Sel 7 eine beliehige Menge 14)
§ eine Gruppe eineindeutiger Abbi

die Fragestellung etwas

, 20 eine Teilmenge von &7 und.
e G ‘ ' ldungen von 87 auf sich selbst 15),
Von einem allgemeinen nichtnegativen additiven und gegen alle
Abbxldungen aus § invarianten MaB in 9% das durch ¢ normiert
ist kurz: einem [677, 2¢, §]-Mab verlangen wir:

Jeder Teilmenge 87 von 4716) sei of
ordnet, derart dass ) sei eine Zahl u(om) =0 zuge-

. Wenn &7 und & elementfremd sind, so ist

KO+ &) = u(81) + p(@).
. Wenn o zu § gehort, so ist

¥. Es ist Ho = oo

u(er)=11)

Die Frage ist nunmehr offenbar: wi
. num r: wie miissen 8%, 20 und -
schaffen sein, damit ein (07, 20, §)-MaB existiert ? neobe
Bekanntlich kann man

'ed . . - -
dontige Jedes Element ¢ von @ als eine ein-ein-

Abbildung von § auf sich selbst auffassen: die allgemein

14) Mit beliebi i
5 Wi ebigen Elementen, d, h. eine abstrakte Menge.

nenmon o ;r xwerdeaner folgend::zl Bezeic]fmungen benfitzen: Elemente von &
sich selbst o ’t y,.,; 6‘31 m;ngen o, :9:. ein-eindeutige Abbildungen von & auf
o ot A ot o veritele AR vo 5, 03 s idmengs
18 . . N nisteht, wenn zuerst z, dann ¢ 3 " N
heit m) ga v::rmi:;anmefl gung der 97 durch eine Bedingung, wie :581;:?3:;::.
) B;s’her e @]Z’ 5151' nun anch ao'als Wert fiir I/L(@?) zugelassen.
- i gleich R, oder K,, 20 das Innere des Einheitswit
ebenfalls K,, & die Groppe der langentrenen Abbildungen eitawiirfels oder
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7 in o7 iberfihrt. Es wird sich zeigen, dass wenn ein [, §, §-
MaB existiert, eine einfache notwendige und hinreichende Bedin-
gung fir die Existenz eines [/ ) §)-Mafles angegeben werden
kann18). Diese Bedingung ist tibrigens fiir 90'= 87 stets erfillt,
also im von uns betrachteten Falle &7 = K,, 9'= K,: und auch
fiir N = R,, 2= ERinhecitswiirfelinneres, falls @ den Einheitswiir-
fel auf messhare Mengen von Lebesgueschen MafBe 1 abbildet's)
(wie z. B. die Orthogonalgruppe).

Es kommt daher einzig auf die Existenz eines [§, §, §]-Males
an 1, und diese kann sls eine Eigenschaft der abstrakten Gruppe
§ angesehen werden 2°). Wenn sie vorhanden ist, so heise & eine
messhare Gruppe.

Wir werden nun, unter Fortfiihrung der Banach’schen Metho-
den zeigen:

A. Jede Abel sche Gruppe § ist messbar.

B. Wenn die Gruppe § den Normalteiler &% hat, und sowohl &%
als auch seine Faktorgruppe §/df messbar ist, so ist auch & messbar *).

Fir endliche Gruppen bestimmen . B. gerade die Klasse der
auflssbaren Gruppen, unter Verallgemeinerung dieses Begriffes auf
unendliche Gruppen kinnen wir also sagen: Alle aufiosharen Grup-
pen sind messhar.

Die Banach-schen Resultate fiir die Gerade und die Ebene sind
nun ohne weiteres klar: die Orthogonalgruppe der Geraden besteht
aus den Translationen, ist also Abelsch; die der Ebene hat einen
Abel-schen Normalteiler (die Translationengruppe) mit Abel-scher
Faktorgruppe (deren Elemente etwa durch den Drehwinkel be-
schrieben sind). .

7Zu A., B. werden wir noch ein drittes Erzeugungsprinzip mess-
barer Gruppen hinzufiigen, nimlich

%) Vgl. die diesbeztigliche Bedingung in § 5. der Kinleitung.

1%) Diese Bedingung ist zwar nur notwendig, und nicht hinreichend, aber
dieser Umstand kommt tatedichlich nicht zur Geltung; sobald das [Q, 8, g]-MaB
nicht existiert, hat, wie wir sehen werden, in unseren Beispielen & solche Eigen-
schaften, dass auch das uns interessierende MaB nicht existiert. Vgl die §§ 4, b,
der Einleitung.

20) D. h. von zwei einstufig isomorphen Gruppen & und @'’ kommt sie keiner
oder beiden zu.

21) Da wir es mit abstrakten Grappen zu tun haben, Lkénnen wir die Faktor-
gruppe ohne weiteres bilden ohne uns darum zu kiimmern, ob und aus welchen
Abbildungen sie besteht.
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C. M sei eine Menge von Gruppen, derart dass von zwei Ele-
menten von M bestimmt eine Untergruppe der anderen ist; dann
ist die Vereinigungsmenge von M offenbar auch eine Gruppe. Wenn
olle Elemente von }/ messhare Gruppen sind, so ist es auch die
Vereinigungsmenge.

Leider gilt ausserdem noch ein viertes, dass die Analogie zu den
auflosbaren Gruppen empfindlich stort, namlich:

D. Jede endliche Gruppe ist messhar,

Dies ist trivial: wenn & irgendeine Teilmenge der endlichen
Gruppe @ ist, so definieren wir w(§) als

Anzahl der Elemente von &
Anzahl der Elemente von 8’

dies ist offenbar ein [S, 8, §]-Mab.

5. In § 4. haben wir uns mit dem Grunde der giinstigen Er-
scheinungen (dass es in R

1 I, allgemeine Mafe gibt) beschaftigt,
es bleibt ibrig, uns den ungiinstigen, den Hausdorff-Banach.
Tarskischen Paradoxien zuzuwenden,

Wenn man die Hausdorffsche Konstruktion der Drittel-
Halften der Kugel (vgl. Anm.%) niher betrachtet, so sieht man, dass ihr
Ausgangspunkt der folgende Umstand ist:

Es gibt zwei lingentreue Abbildungen von EK; auf sich selbst
(d. h. Drehungen um den O-Punkt), o, 7, zwischen denen keine
nicht-trivialen Gleichungen bestehen; d. h. keine Gleichungen von
der Form

U T gt e =]

(ty D1y Uy ©,, ganze Zahlen 2 0; alle 2= 0 ausser eventuell u,, v,;

Wenn wy =, =0 ist, m>1; 1 die identische Abbildung) 22),

Da man die von zwei solehen 0, 7 erzeugte Gruppe (bestehend
aus allen 0", 7% . g%, g tiberhaupt) als die freie Gruppe von
zwei Erzeugenden bezeichnet, kinnen wir dieg auch so formulieren:

**) Bei Haosdorf sind zwar die Relationen .

o*=1 3=—=1

zugelassen, doch ist dies unwesgentlich, Und

wenn auch fiir o, ¢ die obigen Rela-
tionen gelten, so bestehen z. B, fiir

c’:—.z.atata.t’, =712 gr070.¢

iiberhaupt keine Relationen,
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Die Gruppe aller Drehungen um den 0-Punkt (in E,) enthalt

eine freie Gruppe von zwei Erzeugenden als Untergruppe: Dsiiss

dieser Umstand der wahre Grund der erwihnten Paradoxien ist,

in: , den.
1l nunmehr anseinandergesetzt wer . '

” Wir verallgemeinern den Banach-Tarskischen Begriff der
i i it folgendermassen:

endlichen Zerlegungsgleichheit folg ' -
Sei wieder 8% beine beliebige Menge, und & eine Gruppe ein-

eindeutiger Abbildungen von 8% auf sich selbst. Wir nennen zwe

Teilmengen 7, & von % in Bezug auf § endlich zerlegungfglm‘ch

kurz g—zgl,ggl ~ wenn es zwei Zerlegungen derselben in glel’chnel

(. zw endli.eh viel) paarweise elementfremde Summanden gibt:

=0, L0+ ...+ 00, OLXN=0 (u3=1),
=g+ &H+..+8&, aXE&E=0 (u=Fv)
= 2 e
und dazu k Elemente oy, 0y,..., 0, von &, so dass
f=0,0,, & =20,0,.. &6=07
ist. '
: (Wenn O, bezw. O, die Gruppe aller lingentreuen Abl-nlduITgen
von R, bzw. "K auf sich selbst ist, so hatten wir bisher im Sinne
dieser Definition O, bezw. O, zlggl. l')etrachtet). ; -
Fiir die §-zlggl. gelten, unabhingig von der beson erenk' f
- r
der Gruppe §, die folgenden Sitze (von Bar.xach Tf.a.rs i '
§=—0, bezw. 0; ausgesprochen; wir schreiben voriibergehen
= U, . 3
3 Y.
Bl ~& fur 9 &zlggl. mit &): . L
A. ~ hat den Charakter der Aequivalenz, d. h. es ist @7~ %,
: »d fn
aus 97~ & folet &~ 87, aus dl~&F &~& folgt N~R. .
¥ 1 7 ) Q -
B. ~ ist additiv, d. h. wenn die Mengen 97, OZE,..‘,' ;L,\Iun er
. : ot
einander paarweise elementfremd sind, und ebensv:>j die hx il;b.i
&y Gy, .., Sy so folgt ans 8 ~ &, 0% ~&,.... I~ auch I
1y Yeseee ) Py
o
. o~ S+ - o
* c. _\;enjazig"cg’m) und &~ 7' (C 2724 ist, so st AN~
ﬁ Wenn 97, 87,...., 8, untereinander paarweise elementfremde
en si i@, t aus
Mengen sind, und &, &,..., & ebenfalls, so folg

23 5 bedeutet: 37 ist Teilmenge von & .

ui iizei—:—sa.k:alogon d:z Cantor-Bernstein’schen Aqnivalenzsatz;s’rist‘ i;e ;vel—
sentlichste Verfeinerung der Hausdorffschen Methode durch Banach-Tavski. Vgl
auch Banach, Fund. Math, VI, 8. 236. ]

Fundamenta Mathematicas t. XIII.
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NI AN SR S SRS
slo)wi]ela @Zl—l—@ZQ—F....—{-@Z,NJ’]—{r—e‘/‘.‘,—[—...—{-&} auch 87 ~ &, )
( W Q—zlgglll. Relationen dtirfen mit ! dividiert werden)
eiter sieht man, dass fir jedes 97, 9, §]-MaB beliebi
i ) » B @ ] !
$-zlggl. Mengen dasselbe MaB haben mﬁssen., ] (5 belicbigy

Wenn nun e%ne Menge 22 in zwei elementfremde Teile z
werden kann, mit deren jeder sie S-zglgl. ist:

W= A4 9 wX 2=0,
W~ U~ D,

i};al};a:ebsie l;;étin;)?t .das MaB 0 — es kann also kein (o7, 2¢, §]-
n. ln . . - - ’
g-ZIggL mit dieser Eigenschaft nennen wir seiner Hilfte-
. Mann kann (in Anschluss an Hausdorff.
leicht einsehen: Wenn & eine freie
genden hat, und alle Elemente von

E;?;Dg’ der Einheit von ) fixpunktlos sind, so ist &7 seiner
o te koPgrllent und ebenso jede Teilmenge 22 von 81 die durch
ZES: lfl-)blld:n-g von & in} sich selbst thergefithrt Wirzi. Bs gibt
o [2; 9[2;}1‘:@ i@l}f& ‘?;M:}?, u;xd gﬁr die soehen besehriebenenc%
» =% JI-Mube. Um aber den Anschluss an die Han -
ga n ac‘hJI‘arsklschen Resultate zu gewinnen, brauchen Wfrdslle'}f:
enr}; die t?ort betrachteten Abbildungen (Drehungen) haben Fi :
g;ﬁeti’ ﬁ(dle sc];ton bfei Ha%usdorff unhequem vturden), und lli}_
o 5 (zl—enR_ Dlsth%:- ‘Emh.eltswﬁrfel gegeniiber den Abbildungen
" ; cen, rehungen) kemeswegs invariant. Wir missen also
twas tiefer in den Gegenstand eindringen, und werden in d
eine hinreichende Bedingung fur 9 angeben, die die u:; ine;:;’:t

sierenden Fille (der nicht-Exist i
oo Fule \50: Xistenz eines [O77;, 90, §)-MaBes) alle um-

l‘}S Mmuss eine Ielhlleuge ;.5

Banach-Tarski)
Untergruppe mit zwei Erzeu-
O (ausser der identischen Ab-

von 20 geben, und eine endliche

25} Dy 3 i
) Diesen Satz beweisen und beniitzen Banach-

somit fiir £ =2+ loe. cit 1), Théore
: . cit. 1), oréme 11, C i
kommt es nur uaf I =9 an, vgl, 5% -

Tarski nur fir =9 (und
T et e ad12; auch in dieser Arbeit
i o ; in ein Satz der Herren D. Kgpi

o ﬁbérxsﬁMath. VI1I, 8. '114—134) ermoglicht einen (mit dem l:lljtiu:d
; ! mmenden) Beweis fiir belisbiges I, Der genannte S ird vom
ihnen bei der Behandlung von K, benstigt, o e ird von

erlegt.
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Zahl von Abbildungen gy, 0o,..., 0 aus & derart dass einerseits

WCo % + o2 +..+ o2

ist, und andererseits zu jedem N =1, 2,... eine freie Untergruppe
von § mit zwei Erzeugenden o, 7 so gewshlt werden kann, dass
bei allen uy, vy,..., U, 0, mit Juy |+ o] F.o G F 0| =N

.7 ... G QO (C W
ist.

Wenn keine, von der identischen verschiedene Abbildung dieser
Untergruppe einen Fixpunkt hat, verlangen wir nichts weiter; weon
das aber der Fall ist, so sei noch die folgende Forderung erfiillt:
Es gibt ein festes (d. h. von N unabhingiges) k=1, 2,..., so dass
zu jedem N=1,2,...k freie Untergruppen von G mit den obi-
gen Eigenschaften existieren, und dabei kein Punkt in &7 vorhan-
den ist, der fiir jede dieser £ Untergruppen Fixpunkt einer von
der identischen verschiedenen Abbildung (der betr. Untergruppe) ist.

(Diese Bedingung liesse sich noch auf verschiedene Arte variie-
ren, aber wir haben daran kein Interesse. Andererseits mag ihr
etwas komplizierter Charakter storend empfunden werden, man be-
achte aber, dass dieser bloB von den oben angedeuteten Nebenum-
stinden — Nichtinvarianz von 9¢ gegeniiber & sowie das Auftreten
von Fixpunkten — herrithrt. Der gruppentheoretische Kern, die
Existenz einer freien Untergruppe mit zwei Erzeugenden, bleibt
nach wie vor klar. In allen Spezialfillen wire iibrigens eine etwas
einfachere Behandlung méglich, bloss die Allgemeinheit unserer
Untersuchung bedingt die obigen, etwas umstandlichen Vorsichts-
massregeln).

Es bleibt noch einiges dazu zu sagen, dass diese Bedingungen
in den uns interessierenden Fallen wirklich erfillt sind. Betrach-
ten wir zunichst die auf 97 beziigliche Forderung, soweit dabei von
Fixpunkten keine Rede ist. Die ist erstens offenbar fiir 90'= o
erfillt (wir konnen m==1, ¢; =identische Abbildung, 20"=90'= 0N
wihlen), also fir &%= K,, &'= K,. Bei 2= o nehmen wir amn,
dass &7 ein R, ist, und & jedenfalls alle Translationen umfasst;
dann ist sie bestimmt erfillt, falls 2 beschrinkt ist und innere
Punkte hat, und die freie Untergruppe von § mit zwei Erzeugen-
den g, 7 so gewihlt werden kann, dass o, 7 beliebig nahe bei der
identischen Abbildung liegen (. h. dass fir ein gegebenes P>0 und

g*®
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€>01iu der gunzen Kugel mit dem Radius P um den Nullpunkt
oz und 2z vou z um weniger als ¢ entiernt sind 26)). Somit kommt
unsere Bedingung hier darauf hinaus, dass die freien Untergruppen
von §, den Fixpunktbedingungen gentigend, mit beliebig nahe an
der identischen Abbildung gelegenen Brzeugenden gewshlt werden
kénnen sollen, Dass das geht, wird in Kap. II § 1. (Satz 7). zur
Sprache kommen,

6. Jetzt dirfen wir wohl sagen: es kommt nur auf die Eigen-
schaften der (abstrakten) Gruppe § an. Denn der gewiinschte all-
gemeine Mafbegriff ist (unter den betrachteten Verhltnissen) sicher
vorhanden, wenn sie mit Hilfe der Erzeugungs-Priuzipien A.—D. in
§ 4 gewonnen werden kann, und er existiert bestimmt nicht, wenn
§ eine freie Untergruppe mit zwei Erzeugenden o, ¢ enthalt (even-
tuell ist nach § 5. noch zu verlangen, dass o, 7 in beliebiger Nihe
der identischen Abbildung, sowie gewissen Fixpunki-Bedingungen
gentigend wihlbar seien 27)),

Der plitaliche Charakterwechsel des euklidischen Raumes beim
Erreichen und Uberschreiten der Dimensionszahl 3 lieght einfach
daran, dass die — bisher allein berﬁeksiehtigte — Gruppe 0, der
langentrenen Abbildungen fiir n=1,2 ,aufloshar¥ ist (vgl. § 4),
fir n=3,4,... hingegen eine freie Untergruppe mit zwei Erzeu-
genden o, 7 hat (schon () hat eine).

Der euklidische Raum selhst aber #udert sich dabei recht we-

nig: es geniigt eine andere Gruppe @ zu betrachten (an Stelle von
0.), und wir finden ganz andere Verhaltnisse.

*) Man wihle nimlich eine in 9 ’ enthaltens ¥

ollkugel % eine im Inneren
dieser liegende Iy, sowie eine 2f

enthaltende 07752, und setze 95"'———07{6. Dann
0 On 80, dass 0,y + 0y Iy ... + g, K,
Hy itberdeckt {was offenbar geht) d, h, 0, 2"+ 0s 9(3"'—}-...—%- 0 W das .
Went nun ¢, ¢ geniigend nahe an der identischen
auch alle

wihle man die Trapslation €1y Ogse.

Abbildung lisgen, so liegen

TR0 (o 0y o i) o o) < )

beliebiz nahe daran, also ist G"‘.T"‘.....U“"‘.t‘"ﬁ’ﬂfo Teil von &%, also
T LG T O Tl von O
¥} Xin dureb A.—D, in § 4 erzen

gtes @ hat daher gewiss keine freie Un-
tergruppe mit zwei Erzengeaden:

was auch unschwer direkt einzusehen ist,
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Wenn wir z. B. fiur § die Gruppe 7, aller Translation 28} in
R, wihlen, so ist, da 7 Abelsch ist, ein [, Einheitswiirfel, 7.)-
MaB, fir alle n=1,2, 8,... vorbanden. Dagegen besitzt die Gruppe
aller linearen flichentreuen Abbildungen, A, (yaffine Gruppe®) 2%,
bereits fiir n=2 eine freie Untergruppe mit zwei Erzeugenden,
wie wir zeigen werden. Infolgedessen gibt es bereits in der Ebene
kein nichtnegatives additives MaB (wo das Einheitsquadrat .das
Maf 1 hat), dass gegeniiber allen Abbildungen von 4, invariant
were. Ja, die ganze Hausdorff-Banach-Tarski-sche Patho-
logie wiederholt sich schon in der Ebene, wenn wir nur 0, durch
Ay, d. h. lingentreu durch linear-flichentreu, ersetzen.

Um auch auf der Geraden shnliche Paradoxien zu finden, mtis-
sen wir ups vergegenwirtigen, dass es ausser den Translati?nen
keine (stetigen) flichentreuen Abbildungen gibt, bis auf die .Splege—
lung, die hier nichts #ndert: das Banach-sche MaB scheint also
hier alles zu leisten, was man von einem MaBbegriff erwarten kann
(in der Ebene war es immerhin nicht affininvariant!). Trotzd.em
lassen sich auch hier mit den ebenen und riumlichen Paradoxien
verwandte Gebilde konstruieren,

Zu diesem Zwecke definieren wir:

87, & seien zwei lineare Mengen, wir nennen 7 kleiner als &
wenn es eine ein-eindeulige Abbildung von &7 auf & gibt, bei der
die Distanz irgend zweier Punkte (von 87) vergrossert wird (d. h.
kleiner ist als die ihrer Bildpunkte in &). _

Und @7 ist zerlegungskleiner, kurz: zgkl, als & wenn wir

%) D. h.,, wenn z,, &,,. ., x, die Koordinaten sind, alle Abbildungen

! ! ! 2t = 1
ry=x +a, T=24a,..., a,==2,+a,

(a;, ¢y,..., @, Konstante),
%) D. h. alle Abbildungen

Ty = Oy Ty A Qg Ty + .o+ BT, +
1‘; = CQgy & + Qap Xy 4 ... -+ 05, %, +

AN

H \\
: i h

; ‘{ i S\ :
z, =a, Z + a2y . 0,2+ 4

i di i Matrix
(%5 @ g0ey @an und @, a,...., a, Eonstante), wobei die Determinante der
{ee) (1, 2=1,2,..., n) gleich 1 ist.
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beide in gleichviele (endlich viele) paarweise elementfremde Sum-
manden zerlegen kinnen:

or=o1 + o, 4.+, L XH=0 (=)

@:"‘Pl"l“'?i""i"’v?u X &=0 (“"l:”)y

o dass 87, Kkleiner als &, 81, kleiner als &,,..., 0%, kleiner als
ist.
Wir werden nun u, a. zeigen, dass jede beschrinkte lineare Menge
mit inneren Punkten zlgkl. ist, als jede andere derartige Menge:
also z. B. jedes Intervall zigkl. als jedes Intervall. Das Banachsche
lineare MaB muss also jedenfalls die folgende sonderbare Eigen-
schaft haben: es nimmt bei einer Abbildung ab, die eine Deh-
pung ist, d. b. alle Entfernungen vergrossert.

7. Ausser den bisher auseinandergesetzten Sitzen und Beispielen
werden wir noch eine Anwendung betrachten, die eines unserer
Beispiele gestattet. Wir werden nimlich u. a. kontinuum viele,
paarweise elementfremde lineare Mengen angeben, derart dass das
[ntervall 0, 1 zlgkl. ist als jede von ihnen. Daher haben alle ein
Lebesguesches fusseres Mab > 0#). Wenn wir alle Vereinigungs-
mengen von beliebigen Mengen dieser Mengen bilden, es gibt ihrer
offenbar 2% viele, so haben wir ein System von Mengen erzeugt,
das die folgende Eigenschaft hat: irgend zwei verschiedene darun-
ter haben einen Unterschied #!), der keine Lebesguesche 0-Menge ist.

h

2

b

Nun gibt es bekannilich ebensoviele (nach Lebesgue) messbare '

Menge als unmessbare: nihmlich 2% was sonderbar ist, da man
sonst in der reellen Funktionentheorie an ein Uberwiegen der Pa-
thologie gewohnt ist. Unsere obige Konstruktion ermtglicht aber zu
zeigen dass es auch hier so ist: bloss die grosse Zahl der O-Men-
gen (es gibt ihrer bekanntlich 28 viele %)) verursacht die grosse

3t) Denn alles, was zglkl. ist als eine Lebesguesche O-Menge, ist ebenfalls
eine Lebcsguesche O-Menge. Man hiite sich aber, zu schliessen, dass eine Menge,
die zlgkl. ist als eine andere, kein grisseres Lebesguesches iusseres Maf haben
kann als jene!

31) Der Unterschied von zwei Mengen 37, & ist die Menge aller Punkte, die
einer, aber nicht der anderen unter ihnen angehﬁren, d. h.

(01 + &) — (A X &),

s%) Jede ‘Teilmenga einer O-Menge ist 0-Menge, hat die erstere die Michtig-
keit N, so gibt es 2% viele.
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Zabl von messbaren Mengen, abstrahiert man von ihnen, so 4ndert
sich das Bild.

Genauer: wir nennen zwei Mengen &7, & Hquivalent, = &
wenn ihr Unterschied eine O.Menge ist. Da &7 - 7 ist, aus 37 &
&= folgt, und aus &7 & & & 7~ & folgt, zerfallen alle Punkt-
mengen in lauter Aquivalenzklassen untereinander dquivalenter. Jede
Aquivalenzklasse enthilt offenbar lauter messbare oder lauter un-
messbare Mengen; also kimnen wir die Aquivalenzklassen selbst
als schlechthin messbar oder unmesshar bezeichnen.

Man zeigt leicht, dass es bloss » viele messbare Klassen gibt®3),
aus unserem Beispiel folgt aber, dass es 2% viele Klassen tiberhaupt
gibt (was aus Muchtigkeitsiberlegungen nie geschlossen werden
koénnte, da jede Klasse 2% viele Elemente hat!), denn wir haben 2%
yiele paarweise nicht #quivalente Mengen angegeben. Daher gibt es
auch 2% viele unmesshare Klassen.

8. Es hleibt noch ibrig. einiges itber die Rolle des Auswahl-
prineips in unseren Uberlegungen zu sageh 3t). Damit steht es so:
bei allen negativen Satzen, (den Beweisen der nicht-Existenz ge-
wisser MafBe, d. h. der Aufstellung pathologischer Zerlegungsgleich-
heiten u. a.) brauchen wir es, in dem Mafle, wie es stets beim
Aufstellen (nach Lebesgue) unmessharer Mengen gebraucht wurde:
simultane Auswahl je eines Elementes aus einer Menge paarweise
elementfremder (und nicht-leerer) Teilmengen des Kontinaums. Also
simultane Auswahl aus Kontinuum vieler Mengen.

Bei allen positiven Siitzen jedoch (Existenz allgemeiner Mafle)
brauchen wir die effektive Woblordnung der betrettenden Mengen;
im Falle euklidischer Riume also die des Kontinuums. Das kommt
bekanntlich eirc simultanen Auswahl aus allen seinen, 2% vieley,
Teilmengen gleich.

Die Anordnung der Arbeit ist die folgende: im Teile I untersu-
chen wir die auf die Existenz von [37%, 26, §-MaBen und mess-
bare Gruppen beziiglichen Fragen (vgl. § 4 dieser Einleitung), im
Teile II. die §-Zerlegungsgleichheit und die damit verbundenen
opathologischen Beispiele, und schliesslich im Teil 111 die Eigenschalt

33} Weil es zu jeder messharen Menze eine sie enthaltende Menge von glei-
<hem MaBe gibt (die also mit ihr dquivalent ist) die Durchschnitt einer Folge
offener Mengen ist — und nur N viele solche Mengen existieren, und nach dem
sosben Gesagten jede Kiasse mindestens eine deratige Menge enthilt.

34) Vgl Banach-Tarski, loc. cit '), 8. 245,
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szerlegungskleiner zu sein® sowie aufs Lebesgue-sche MaB bex-
gliche Beispiele.

1. Aufstellung allgemeiner Magbegriffe.

1'. In § 4. der Einleitung wurde eine Gruppe 9 als messbar
de_ﬁmfert, wenn ein [, § 9]-Mab existiert (vgl dort). Wir werden
mt einer scheinbar etwus allgemeineren Definition operieren, die
dfar friheren in Wuhrheit gleichwertig ist. Wir nennen nar;llich
eine Gfru.ppe § messhar, wenn ein nallgemeiner Mittelwert® auf
ihr existiert 85), wobei der Mittelwert folgendermassen definiert wird:

Eu}e nbeschrinkte Gruppenzahl® ist eine in (ganz) ¢ deﬁnierte;
Funktion, mit reellen Zahlen alg Werten, wenn ihr Wertvorrat be-
se.hrankt (d. h. in einem endlichen Zahlenintervalle gelegen) ist;
wir bezeichnen die beschrinkten Gruppenzahlen mit Sy ® ,
: / ordnet dem Element ¢ von @ die reelle Zahl f(c;) 7;11 Wenn
/s g beschriinkte Gruppenzahlen sind, so definieren wir at;f nahe-
liegende Weise (4 eine reelle Zahl, 7 ein Element von 8) die b
schrinkten Gruppenzahlen af, f+ g, f, durch o

@) =af(a), (f+g)o) =70 £900), £,(0)=f(a).

g?ne beschr, (_}z. f h_eisst nichtnegativ, wenn stels o) =0 ist.
10, allgemeiner Mittelwert4 guf 9 ist eine Zuordnu;l—é die
)

jeder beschr. Gz. 7 eine reslle Zahl Jf
ent
Wahrung der folgenden Bedingungen: ) enisprechen e unter
a. Es gilt allgemein

Mlaf) =aM(r), Mif4 g)= y(y) + M(g).
8. Es gilt allgemein (z von @)

M(f) = My,

7. Wenn 7 picht Degativ ist, so ist M(f)=o.
0. Wenn stets 7(0) =1 ist, so ist auch ME’): 1 38,

*¥) Wir sagen »Mittelwerts
Gruppe gleich 1 normieren,

%) Alle diese Begriftshildan
meinernd nachgebildet,

statt  Integral®, weil wir den , Gesamtinhalt der

gen sind depen Banachs, loe. cit. 19) verallge-
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Dass aus der Messbarkeit von & in diesem Sinne, die im alten
folgt, ist klar: wenn % eine Teilmenge von & ist, so sei

5 (g) { =1 wenn ¢ zu J gehort,
779\ =0 wem o nicht zu & gehort.

Dann ist /% eine beschr. Gz. und M(f?) = p(%) ein [, 8, §-
MaB. Aber auch die Umkehrung gilt: Wenn ein [§, §, §]-Mab
u(%) vorliegt, ist es miglich, mit seiner Hilfe ein allgemeines
Mittel M(f) auf & zu konstruieren 37) %),

Wir werden nun die im § 4 der Einleitung angekiindigte Uber-
legung durchfiihren: néimlich fir messbare Gruppen & eine notwen-
dige und hinreichende Bedingung dafiir angeben, dass ein [877 22, §]-
-Mafl existiere.

") Namlich mit Hilfe des bereits bei !) erwihnten Verfahrens, mit dem man
das Lebesguesche Integral aufs lineare Lebesgnesche MaR zuriickfiihrt.

Sei f eine beschrinkte Gruppenzahl; Ko={.. ko bk q, kg ky, by, )
eine sich von — oo bis -} oo unendlich erstreckende Kette reeller Zahlen mit einer
Maschenweite <& (d. h. %, » ko fiir bezw. 7~ & o, kb < ko << ka4 ¢),
& >0; und a%(f, _KE, ) die Menge aller ¢ mit

k‘n éf(") < kk‘{—l'
Da alle (»7[( 5K, n) bis auf endlich viele leer sind, (weil f beschriinkt ist),
stehen in

M(f, K) = 5 Fu(@00, E,y m)

nar endlich viele Summanden. Mit Hilfe bekannter Schlussweisen zeigt man, dass
fiir 8 — 0 alle M(f, K) gegen einen Limes M(f) streben: und von M(f) sieht
man unschwer ein, dass es ein allgemeines Mittel anf @ ist.

38) Es gei gleich hier bemerkt, dass sich jedes allgemeine Mittel auf & von
beschr, Gz. ohne weiteres auf einseitig, etwa nach unten, beschr. Gz. (d. h. solebe
in gapz @ definierts Funktionen mit reellen Zshlen als Werten, deren Wertevor-
rat eine endliche wntere Schranke hat) erweitern lisst — unter Wahrung des Be-
dingungen «.— d. der Definition. Freilich muss man dann den Wert oo fiir das
Mittel zulassen.

Sei namlich f eine etwa nach unten beschr. Gz., 4 eine Zahl >0, 7, die fol-
gende beschr, Gz,

£4(0) = Min (f(3), 4).
Dann wichst M(f,) monoton mit 4 (wggen f. und 4.), und

M*(f)y = limes M (f.)
A—>00

ist, wie man leicht erkennt, die gewiinschte Verallgemeinerung.
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Znerts beweisen wir den folgenden Hilfseatz:

Hilfssatz 1. Wenn & messbar ist, so existiert ein
(7,20, 6§)-MaB dann und nur dann, wenn ein fir alle Teil-
mengen & von 9% definiertes nichtnegatives Mal u(o1)
existiert, von dem ausser der Bedingung o* aus § 4
(Einleitung) nur verlangt wird, dass fur alle ¢ von
S:p(e2)=1 sei®) ‘

Die Notwendigkeit ist klar, es bleibt tbrig, die Hinreichendheit
zu beweisen, d. b, mit Hilfe eines MaBes x(87) im Sinne des Hilfs-
satzes ein [Of, 9, §]-MaB zu konstruieren. Sei 97 eine Teilmenge

von &7, wir definieren eine offenbar nach unten beschr, weil nicht-

negative G. Z. faz(a) durch
7 () = u(a 1)

und weiter ein allgemeines Mab »(32) durch

»(o1) = M%)
{vgl. %8)). Man sieht sofort, dass » ein [OF, 20, §]-MaB ist.

Von der Bedingung des Hilfssatzes I ist es aber miglich, direkt
zu entscheiden, ob sie erfiillbar ist. Es gilt nimlich:

Hilfssatz 2. Ein allgemeines Maf p mit den in Hilf-
satzL geforderten Eigenschaften existiert dann und
nur dann, wenn die folgende Bedingung erfullt ist:

Wenn 7 eine Teilmenge von 87 ist, so sei ‘p(@Z)
in 3% eine definierte Funktion mit

(@Z)(x}{=1 wenn 2 zu & gehdry,
4 =0 wenn z nicht zu 97 gehort.

Es darf kein System von Elementen o, g,...,0, vou

G und von reellen Zahlen a, a,..., q, geben, so dass
einerseits

a+a+...+a>0
ist, und andererseits fir alle 2
Q,
gilt, #% @) + 0, ¢ P)a) +...+ 6 p @)@ <0
Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist leicht einzusehen. Sei

1) Wie man sieht ist g’. durch eine Verschirfung von »’. ersetzt worden —
die aber viel weniger weit geht.
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#(87) ein allgemeines MaB mit den Eigenschaften aus Hilfssatz I,
E durchlaufe alle 2*—1 nicht-leeren Teilmengen von (1, 2,..., k);
25 sei die Menge aller z, die unter allen 0,9 denjenigen mit zu £
gehtrigem 7 und nur diesen angehiren,

Alle 2¢; sind paarweise elementfremd, und ¢,2¢' ist die Verei-
nigungsmenge aller 2; mit / enthaltendem E, was durch

0,90 = 2’ o,

link

angedentet werde. Da alle u(0,2) =1 sind, kénnen wir schreiben:

Dan©@aw)>0, ¥a Fun >0,

1=1 =1 lin & )
Sue) Fa>o
E Iink

Wenn wir nun zeigen kdnnen, dass fiir alle £ mit nicht leerem

2y ¥ a, <0 ist, so sind wir am Ziele: denn fiir die anderen
link

E muss u(20;) =0 sein, und wir haben in der obigen Ungleich-
heit einon Widerspruch. Sei also 9/ nicht leer, dann ist fiir jedes =
von 20

k

2 a (p(o‘ Q[")(J:) = 2‘ a;

=1 link

und da die linke Seite nach Annahine =0 ist, ist alles bewiesen.

Die Hinreichendheit unserer Bedingaung zu heweisen ist etwas
umstindlicher, und gelingt nar mit Hilfe des Wohlordnnngssatzes,
sie werde daher bis zum nichsten § verschoben. Wir wollen aber
schon hier feststellen, dass fiir die im § 4 der Einleitung genannten
Fulle (9fi= 2¢’; sowie W= R,, 20’ = Einheitswiirfel, & bildet den
Einheitswiirfel nur auf messbare Mengen vom Lebesgueschen Mal
1 ab) die Bedingung aus Hilfssatz 2 in der Tat erfillt ist.

Fiir 97 = 20 sind auch alle o, 9% = &7, daher ist stets

k

3 a0 =2k7 a>0
1=1

tml

womit alles bewiesen ist. Im zweiten der genannten Fulle kdnnen
wir den soeben geftihrten Beweis der Notwendigkeit wortlich wie-
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derholen, bloss u(87) ist konsequent durch das Lebesguesche #ussere
MaB zu ersetzen. Denn dieses ist zwar nicht allgemein additiv,
wohl aber fir die, hier allein in Frage kommenden, 20, denn die
6,20 sind messbar, und daher auch die 92,

2. Der Beweis der Hinreichendheit, den wir nun fiihren miissen,
kommt auf die Konstruktion eines allgemeinen Mafes (%) mit
den in Hilfssatz 1 geforderten Eigenschaften heraus. Dieselbe fithren
wir folgendermassen durch 40y,

Zunichst werde die Menge aller Teilmen

gen von &7 wohlge-
ordnet, u. zw. so, dass die g9

(0aus §) vor alle anderen zu stehen
kommen. Sie sei etwa vom Typus der Ordnungszahl Q, ihre Ele-
mente seien 87, wo ¢ alle Ordnungszahlen << @ durchliuft. Die
09 mbgen dass Anfangsstiick der ¢ <& bilden.

Wir werden uns bemithen, jedem 9%, @< 9, eine vicht-nega-
tive Zahl m(a7,) derart zuzuordnen, dass die folgende Bedingung
gewahrt bleibt:

Wemn ¢, a,,..., q, irgendwelche Ordnungszahlen < Q gind,
und a,, ay,..., q, irgendwelche reelle Zahlen, so kann nicht

aym(3,) 4 a,m (O%) ... aym (8%,) >0

sein, wenn fir alle z von &7

P CAYRN, ¢ %)) £ 1 o) (@) <0

ist (die (p(az)(x) sind ebenso definiert, wie in Hilfssatz 2).
(Wenn unter den m(2,,) mindestens eines — oo ist, uud dabei
a, < 0 ist, so betrachten wir die erste Relation alg nicht~bestehend).

Fir die e << & d. b 0%, = 020, leistet das (nach Annahme
des Hilfssatzes) die Definition

m(8,) =1.

Wenn es uns gelingt, dies auf alle <<

Q fortzusetzen, so sind
wir am Ziele: denn erstens ist dann fr all

e 0 von &
m{c2) =1

und zweitens ist fir elementfremde 97, & identisch

# T — gy gy — 0

‘%) Die Beweismethode ist mit 4

er Banachs, loc. eit, %) eng verwandt, nur
der Einfachheit des vorliegenden Fal

les entsprechend vereinfacht,
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also, indem wir einmal @, =1, @y=g;=-—1 und dann a,=— 1,

a, =ay; =1 setzen
(&) —m () —m (&) = 0.

Die erforderliche Fortsetzung von m(27,) (von deén a << Z au.f
alle @ <) leisten wir durch transfinite Induktion, indem wir zei-
en: wenn (97, fir alle a<f (F<E<C Q) gemilss unserer B(:E-
dingung definiert ist. so kann es auch fiir a;ghdleselbe b.efned.l-
gend bestimmt werden. (Die anzuwendende Bewelsmethgde ist, wie
gesagt, mit der von Banach, loe. cit. ), eng verwandt). .
Die Bedingung war fiir alle @ <C§ erfiillt, was komm.t zu ihr
Neues hinzu, wenn wir auch a=§ zulassen? Offenbar die Fille,
wo mindestens eines der @, a,,..., , gleich £ ist (ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit: genau eins, u. ZW. etwa @,). Ausser-dem
ist @,4=0 (sonst haben wir nichts neues), oder auch, nach irre-
levanter Multiplikation mit einer positiven Zé}_hl. a,= 4+ 1. ‘
Dapn ldsst sich aber (mit einer kleinen Anderung der Bezelch;
nungsweise) die Bedingung auch so schreiben: Wenn ¢, fi’ a,<§
und g, ay,..., a, reelle Zablen sind, und fiir alle « von &%

(87, (T, Voo (8T:),.
2y (%) (@) 4 a, ¢(Fed(z) 4 ...+ 0, ¢!V 2) < baw. = PR 0)
gilt, so ist auch
ay m(87,) + ay m (370,) ...+ a,m{ 37,,) = bzw. = m (8F).

Wir miissen also m () so wihlen, dass es = baw. =< ist
als alle ‘ )
ay m{d,) 4 aymid) ...+ a,m (9%,)

wenn fir e, a,,..., @, a, G,..., , die erste Ungleichheit bei allen
s Basenny @y SRR
z mit << bzw. = gilt. o
Eine solche Zahl ist sicher vorhanden, wenn eine jede der so-
eben genannten unteren Grenzen = ist, als eine jede der soeben
genannten oberen Grenzen. Und dies ist in der Tat der Fall: aus
=]

0 9l%%)(@) + 0y o Tedz) 4. - 0, f T =(2) OB,

folgt

A

Tl =<0

s

w)(z) — by g ) e) —... — b g
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also (da alle @, @30, @iy By, fayeers B << & sind)
ay m (3%,) ...~ a,m(97,) — by m (8%,) —

wie wir es brauchen,

Hilfssatz 1. und 2. ergeben zusammen mit der Bemerkung am
Schluss der letzten § den folgenden, die Ankiindigung des § 4 der
Einleitung rechtfertigenden, Satz:

Satz 3. Wenn ¢ eine messbare Gruppe ist, so ist ein
(a7, 20, §-MaB dann und nur dann vorhanden, wenn die Be-
dingung des Hilfssatzes 2 erfiillt ist.
Diese ist inshesondere bestimmt erfillt, wenn 20= I ist,
oder wenn &7 der n-dimensionale euklidische Raum R, ist, 90
der Einheitswiirfel, und jede Abbildung von & diesen in mess-
bare Mengen vom Lebesgueschen MaB 1 ibertiihrt,
* 8. Jetat gehen wir dazu liber, die im § 4 der Einleitung genann-
ten Erzeugungsprinzipien A, — D. fiir messhare Gruppen als solche
zu erweisen.

Fir D. eriibrigt sich ein Beweis, da er bereits dort in wenigen
Zeilen gefiihrt werden konnte. B. konnen wir unsechwer direkt be-
weisen, Sei ndmlich & ein messharer Normalteiler von & und die
Faktorgruppe §/¢¥ gleichfulls messbar; ftir Gruppenzahlen von &%
bzw. §/Jf schreiben wir /, g,... baw. 7, G,..., sei M(f) bzw. N(F)
ein allgemeines Mittel auf &% bezw. §/¢%. Wenn @ eine heschr. Gz,
guf & ist, so bestimmt es auch eine beschr. Gz. f in & nimlich

die, die mit ihr auf & in allem ibereinstimmt, aber sonst undefi-
niert ist. Wenn wir

..—b;m (@Zﬁj) =0

M(@) = Mr(y)

definieren, so hat /(@) alle Rigenschaften des allgemeinen Mit-
tels auf @, bis auf die eine

M(D)= M(D)
denn diese gilt offenbar nur fir die z von & Immerhin hat dies
die Folge, dass

M(D) = MH(D)
ist, wenn 7. ¢ zur selben Nebengruppe 3 von J/ in §, d. h. zum

selben Element 3 von S/ gehvren. Wir nennen dasselbe daher
M(®, 2), dies ist als Funktion von 3 betrachtet eine beschr. Gz.
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auf §/Jr4h), die etwa F; heisse. Wir setzen
M¥(®) = N(Fy)

und das ist, wie man mithelos verificiert, ein allgemeines Mittel
auf 8.

Alle diese Uberlegungen sind wenig tiefgehend, im Gegensatze
zu A. und C. Bei diesen sind wir jedoch in der angenehmen Lage,
uns auf gewisse Uberlegungen Banachs weitgehend stlitzen zu
konnen. Der Beweis von A. inshesondere ist eine so gut wie wort-
liche Wiederholung des Banachschen Risonnements loe. cit. 19), wo
(um ungere Terminologie zu gebrauchen) die Messbarkeit der line-
aren Translationengruppe (0, vgl. ?)) bewiesen wird.

Wenn man dort ¢?) genau zusieht, so siecht man nimlich, dass
von allen Eigenschaften der linearen Trauslationsgruppe einzig und
allein ihr Abelscher Charakter eine Rolle spielt #2). Insbesonders
ist dort &% mit @ identisch: &7 besteht aus allen reellen Zahlen
z, § aus allen Abbildungen

¥=z-+a
die den reellen Zahlen a entsprechen — und wenn man z, g als
Elemente von & auffasst, so ist 2’ (als Element von &) ihr grup-
pentheoretisches Produkt.

Wenn wir daher die reellen Zahlen konsequent durch die Ele-
mente einer Abelschen Gruppe @ ersetzen, und die Addition durch
das gruppentheoretische Multiplicieren #4), so geht die genannte
Schlussweise ohne weiteres in einen Beweis von A. tber: in die
Konstruktion eines allgemeinen Mittels fir eine beliebige Abelsche
Gruppe §. Da all das obne jeden weiteren Gedanken durchfiihrbar
ist, glauben wir davon absehen zu missen, den Beweis hier in ex-
tenso zu wiederholen,

Es bleibt noch tbrig, C. zu beweisen. Hierzu bemerken wir:
Nach Annahme kinnen wir die Menge A von Gruppen dadurch
ordnen, dass wir von zwei Elementen &, &7 ven M diejenige

41) Denn wenn stets | @(0)| =< @ ist, so ist auch |f{0)] = ¢ also [M(D)|=
= |M(f)| =< a; das gilt ebenso fiir alle (@, daher |M(D, I =< a.

17) Loe. cit, 19), 8. 9—10.

43) Auch dieser nur beim Beweise des, freilich entscheidenden, Théoréme 1.

44) Natiirlich nur in den Argumenten der Gruppenzahlen, die Werte der Gz,
bleiben reelle Zahlen, und deren Addition bleibt gewshnlichs Addition.
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als die frithere bezeichnen, die Untergruppe der anderen ist; es ist
keine Beschrankung der Allgemeinheit anzunehmen, dass dies eine
Wohlordnung ist. Es gibt niimlich zweifellos eine mit A/ konfinale
und dabei (in der vorliegenden Ordnung) wohlgeordnete Teilmenge
M von M+), da diese (wegen der Konfinalitat) dieselbe Vereini-
gungsmenge wie M hat, geniigt es M’ statt M/ zu betrachten. Sei
also M wohlgeordnet, etwa vach Typus der Ordnungszahl Q, wir
bezeichnen seine Elemente in dieser Anordnung mit §,, wo a alle
Ordnungszahlen <C @ durchldnft. Thre Vereinigungsmenge sei §. Da
jedes G, messhar ist, gibt es zu jedem ein allgemeines Mittel M, (f),
es gilt ein allgemeines Mittel 2/(f) auf § zu finden.

Wenn f eine beschr. Gz. von & ist, so definieren wir fiir jedes
8, eine beschr. Gz. f(a) auf §,, die auf §, mit f tibereinstimmt,
und sunst undefiniert ist, und setzen

JI&(/) = juu (f;a))

{analog wie in § 3). M,(f) hat alle Eigenschaften eines allgemei-
nen Mittels auf § bis auf

-‘U(f)_ f))

dag nur fiir die v von §, gelten muss. Wir betrachten daher die
Folge aller

ﬂfu(/ﬁ), a < Q,

sie ist beschrinkt 4¢) und wenn wir 7 durch ein 7, (z von &) er-
setzen, so bleibt zumindest ein Endstiick von ihr unverindert (denn
7 gehtrt zu 6, also zu einem &,. also zu allen G mit a <L,
alle diese /. 3(f) indern sich somit nicht).

Nehmen wir nun an, wir hatten in der Menge allor Ordnungs-
zahlen <2 eine Kompositionsregel a0f definiert (aus a << 2, g
folge aOf < £2) die associativ ist (d. h. (¢08)0y = a¢0(80y)). Dann
kinnen wir, die Definition des allgemeinen Mittels am Anfang des
§ 1 dieses Teiles I ohne weiteres auf @ anwenden: in der Defini-
tion spielt es nimlich iberhaupt keine Rolle, dass die Gruppenei-

*%) Konfinal heisst: nach jedem Element von M liegen noch Elemente von M,
Vgl. z. B. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, 1914,

) Wenn stets |flo)| <a ist, so ist auch |f.(0) < a, also |My{f)|=
={Ma{fo)| =< a.
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genschaft wirklich vorliegt 47), nur die Kom positionsregel ist wichtig.
Wenn es aber zu jedem Endstick von € ein e gibt, so dass alle
a.§ ihm angehoren (dies ist freilich mit der Gruppeneigenschaft,
unvereinbar), so behaupten wir: aus der Existenz eines allgemeinen
Mittels auf der Menge aller Ordnungszahlen <~ © (im Sinne dieser
Kompositionsregel) folgt diejenige eines allgemeinen Mittels auf &
(im alten Sinne), d. h.-die Messharkeit von &.

Seien nimlich zwei beschr. Gz. auf der Menge ailer Orduungs-
zahlen <& d. h. zwei Folgen f(&) und (&) £ <C Q, gegeben, die
in einem Endsttick dieser Menge tibereinstimmen. Wir wihlen dann
@ so, dass alle @.£ in diesem Endsticke liegen, dann ist o=,
und daher dass Mittel von 7, gleich dem von g,, d. h. das von
gleich dem von g. Infolgedessen ist das Mittel der Folge 1,(f)
ein allgemeines Mal auf G.

Non ist das Banachsche Rasounement, das wir zum Beweise
von A benurzen, so geartet, dass dabei die Gruppeneigenschaft von
9 nirgends beniitzt wird, sondern nur die Associativitit und Kom-
mutativilit des gruppentheoretischen Produktes — man iberzengt
sich hiervon leicht bei Durchsicht desselben. Daher existiert das
allgemeine Mittel auf § bestimmt, wenn @Of auch noch kommu-
tativ ist.

Unsere Aufgabe ist somit, eine Ordnungszahlen-Operation @08
mit den folgenden Eigenschaften zu finden:

1. Aus <T@, 8<CQ folgt OB L.

2. Es ist cOf=f0¢c und (¢0f)0y=c0(f0y)

8. Zu jedem a’ << 2 gibt es ein e, sadass fir alle £ gilt aQE>a',

Zun#ichst bemerken wir aber: wir ktnnen annehmen, dass £ eine
Potenz von @ ist. Denn wenn Q keine Limeszahl ist, so hat 3 ein
letztes Element, das dann =& und dabei messbar ist. Dann ist
nichts zu beweisen. Und wenn es eine Limeszahl ist, so konnen
wir es unter allen mit 37 Konfinalnemoglichst klein wihlen: dann
ist es eine w-Potenz, denn jede andere Ordnungszahl ist mit einer
noch kleineren konfinal 48),

Durch @ -} 8 konnen wir ¢Of nicht definieren, da ihm die Ei-

47) D, h. dass die zu « gehSrigen Abbildungen
F=t0a sowie &' =a0$
ein-eindeutige Abbildungen von & auf sich selbst sind und dass auch ein, die
inversen Abhildungen vermittelndes, Element a—1 existiert.
48y Vgl loc. cit. #5).
Fondamenta Mathematicae §. XL 7
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genschaft ¢0f = B0« abgeht. Eine leichte Variation dieser Defini-
tion fuhrt indessen an Ziel. Jede Ordnungszahl & kann n#mlich
auf eine und nur eine Art auf die Form

E=c oM 0m .. ¢, 0

(k sowie ¢, ¢y, .., ¢, positive ganze — endliche — Zahlen, #,, 7,,.., 7,
Ordnungszahlen) gebracht werden #%). Es sei nun

a=c¢, Q"4 ¢, 0" ...+ ¢, O
g=d, o+ dy wr ... 4 d, 07,

(dass @ und § dasselbe Exponentsystem 7, 7,...., 7, haben, kann
durch Zulassen von Koefficienten ¢, d, gleich 0 erreicht werden),
dann definieren wir

Q0= (e + d) o7+ (¢ +dy) 07 ..+ (6 ) 7,

Dieses a0 besitzt offenbar alle gewiinschten Eigenschaften §.—3,
Der Inhalt dieses § kann somit wie folgt zusammengefasst werden:
Satz 4. Durch die Erzeugungsprinzipien A. — D). des § 4,

der Einleitung entstehen lauter messhare Gruppen.

IL. Uber die Zerlegungsgleichheiten.

1. Im § 5 der Einleitung huben wir definiert, wann zwei Teil-
mengen &7, & einer gegebenen Menge 977 $-zlggl. sind. ($ ist eine
Gruppe eineindeutiger Abbildungen von &% auf sich selbst),. Wir
hatten dort vier Eigenschaften A. — D. der S-zlggl.-heit formuliert.

Wir haben es nicht nolig, sie hier zu beweisen, denn ihre Be-
weise sind wortlich nach Ban ach-Tarski, loc. ci't_ 1) zu fiihren.

U. zw. entspricht A. dort Théoréme 1, 2, B. das Théoréme 4,
C. das Théoréme 8, und D). das Théoréme 11 (wo alledings an
Stelle des dort beniitzten Satzes von O, Kuratowski ein Satz
ven D. Kénig und St. Valké heranzaziehen ist, der fiir beliebi-
ges [ gilt, vgl. 25 Wir stellen daher fest:

Satz 5. Die G-zlggl. besitzt, fiir beliebige Gruppen & die

Eigenschaften A. —B. des § 5 der Einleitung.

_Wir zeigen nunmehr, dass. wenn 9 und @ der Bedingung in
§ 5 der Einleitung geutigen, 22 seiner Hulfte zerlegungsgleich ist.

4l:,

Vel. Hausdorff, Grundzige d. Mengenlehre Leipzig 1914. p. 120 u. 121,
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Wir nehmen die g, gy,..., 0., sowie das 20" (C 2 im Sinne dieser
Bedingung, mit

WC o W +to, 2% +... 0.
wir kdnnen dann bestimmt 2 in
W= W, + Wy +... 4 Uy, 6, X W, =0 (a0,
2, C 0, %"

zerlegen. Uber das N behalten wir es uns fir spiter vor, zu verfiigen.

Weiter wihlen wir (abhbingiz ven N'!) die in dieser Bedingung
genannte freie Untergruppe von § mit zwel Erzeugenden g, 7; sis
heisse % Jedes Element von ihr kann (auf eine einzige Weisel)
auf die Form

g T, L O T

(n positiv ganz, w,, vy,...,%,, v, ganz, alle == 0. mit eventueller
Ausnahme von u, und v,) gebracht werden. Wir zerlegen H in
Teilmengen, H, =0, + 1, + 2,...), indem wir H, durch », ==t
definieren. Es ist offenbar

o~ H=H, upd fir tz=0 «H (CH, ")

K

Nun sei & die Menge aller Punkte von &7, die fir kein von
der identischen Abbildung verschiedenes Element von & Fixpunkte
sind; & wird durch jedes Element von Jf auf sich selbst abge-
bildet 51).

Zwei Klemente von & nennen wir aequivalent, z~y., wenn es
eine Abbildung von & gibt. die sie ineinander tiherfihrt; aus der
Gruppeneigenschaft von Jf folgt: v~ ., aus .~y folgt y~z, aus
x~y, y~z folgt o~z Daher zerfillt & in lauter paarweise ele-
mentfremde Klassen untereinander aequivalenter Klemente. Wir
wihlen aus jeder dieser Klassen je ein Element aus, und fassen
diese zu einer Menge ¥ zusammen. Aus der Definition ven & und
von &% folgt unschwer: wenn ¢ alle Elemente von &% durchlinft,
so durchlduft ¢d¥ lauter paarweise elementfremde Mengen. die zu-
sammen genau & ausmachen. Die Summe aller g% wo od% durch-

50) Wenn v ein Element und J eine leilmenge der Gruppe & ist, so ist voy
die Menge aller vo, wenn ¢ alie Elemente von ¢ durchlauft,
1) Wenn x Fixpunkt von v (aus H) ist, so ist wz Fixpunkt von wew—! (das
mit w, v auch za K gehort); wenn v nicht die Einheit ist, ist es wow—1 auch picht.
7
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liuft, sei &; offenbar sind awch die & (t=0, + 1. +2,..)
lauter paarweise elementfremde Mengen, die zusammen genau & aus-
machen, und aus den entsprechenden Relutionen fir die &% folgt:

o, =oK%, und fir t3=0 o C H ).

Nunmehr nehmen wir eine Zahl 4 iher die wir noch spiter
genau verfigen werden, es sei aber gleich gesagt, dass N (und so
mittelbar &, 0, 7 und &, J sowie die &%) von h abhéingig gewshlt wer-
den wird. Wir werden jeder Zahl I =1, 2,.., h eine gewisse Abbil-
dung der Teilmenge von ¢

T= % X 0,F+ %, X 0, F+ ...+ %o X 0u

zucrdnen, diese & Abbildungen sollen jetzt konstruiert werden.
Die I-te Abbildung (1==1,2,...,4) soll eine solche sein, wie
sie fir die S-zlggl in Frage kommt: aus endlich vielen Abbildun-
gen von § (in verschiedenen Teilen von &!) zusammengestellt.
Men bilde zuerst baw. 22, X ¢, & durch ¢7%, ab (u=1,2,..., m),
wodurch es in ¢;'20, X & eine Teilmenge von 2/’ und von &

tbergeht, Man zerlege dieselbe in ein in &%, und ein in 3 & ge-
t$0

legenes Teil, und bilde dieselben mit o™ bezw. o'z weiter ab. Wir
haben somit 22, X ¢, in zwei Teilen eineindeutig auf je eine
Teilmenge von &%, baw. o sbgebildet, also, da diese Menge ele-
mentfremd sind, ein-eindeutig auf eine Teilmenge von &%, 4 %, e
Wenn wir noch die weitere Abbildung o2 * auf das ganze anwen-
den, so haben wir eine ein-eindeutige Abbildung auf Koyt
+ Hpu—pngs.  Dieselbe ist dabei von der bei G-zlggl. zugelasse-
nen Art.

Das ganze J wird daher durch die i-te Abbildung 8-zlggl. auf
eine Menge abgebildet, die in der folgenden enthalten ist:

‘% + &{;FH + Jl’éh‘“ + c7[3"+’ + T + 0‘7{2(’!‘ Hrtt + G%iinh—l)h-l-l -

Daher bilden die Abbildungen 7= 1, 2,..., b auf lauter paar-
weise elementfremde Mengen ab.

W'eiter sieht man, dass fir jede dieser Abbildungen jeder Punkt
der Bildmenge aus einem solchen von 22 durch Anwendung eines

*!) Hier liegt bereits das paradoxe Verhalten des (etwas anders konstruierten)
Hansdorffschen Beispiels vor: alle H, sind ngleizhgross*, und doch, iibertrifft die
Summe der H,, $40, das H, nicht!
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o=z oder o® ™ entsteht — also gewiss zu 9 gehort, wenn
etwa N==2mh gewthlt wird, was nunmehr geschehen soll. Wir
haben alsu % paarweise elementfremde Teilmengen von 27 angege-
ben, deren jede dem & G-zlggl. ist.

Wenn kein von der identischen Abbildung verschiedenes Element
von J¢ Fizpunkte besitzt, so sind wir am Ziele: es ist &= 97 also
J==90, es genligt somit A =2 zu setzen. Wenn das nicht der Fall
ist, so wihlen wir, im Sinne der Bedingung des § 5 der Einleitung,
k freie Untergruppen von § mit zwei Erzeugenden aus, sodass sie
die dort ausgefihrten Eigenschaften haben, und kein Punkt von
a7 fur eine jede von ihnen Fixpunkt eines von der identischen
Abbildung verschiedenen Elementes derselben ist. Seien diese Un-
tergruppen %, (x=1,2,..., k) ihre Erzeugenden ¢,. 7,, und ent-
sprechend bilden wir &,, J,.

Nach dem soeben Gesagten ist & -4 & +...- & == 37, also
G 4+ J3 +...-F g = 2. Daher gibt es eine Zerlegung von 2¢

U= Tt TXT=0 (xd),

mit J,(C J,. Da es in 2/ h paarweise elementfremde Teilmengen
gibt, deren jede mit J, zlggl. ist, gilt dasselbe um so mehr fir J,.
Seien diese letzteren Teilmengen von 22

gzi.x) %,x:"" cm,x (”=1, 2,--.,]53).

Wir nehmen nun an, dass es in § & Abbildungen 7, #,..., 7
gibt, die 22 auf k paarweise elementfremde #, 22, 7,22,..., 7,22
abbilden; dies ist keine Finschrinkung der Allgemeinheit unserer
Schliisse %), Dann ist g, dem &%, (I=1,2,..., k) ziggl, also dem

) In uuseren Beispielen ist dies grosstenteils erfillt, da es aber unter den
Bedingungen, die im § ® der Enleitung anfgestellt wurden. nicht vorkommt, miis-
sen wir seine Unwesentlichkeit auf alle Fille beweisen. Dies tun wir durch den
folgenden Kunstgriff.

Wir ersetzen @f; durch einme Folge von Mengen ol &,..., die alle auf
977 ein-eindeutig abgebildet (und dabei paarweise elementfremd) sind, den z von
077 entspreche x, in I, (p=1,2,...) x, etwa werde mit o identificiert (also
87, mit OM). Die Vereinigangsmenge aller 8%, ;... heisse ON®. @ ersetzen
wir durch die folgende Gruppe §%: sei o irgendein Element von § u(p)=g¢
irgendeine Permutation von 1, 2,..., dann sei das durch 0wy ==(0%)yy defi-
nierte ¢, das allgemeine Element von ¢*. (Wenn die identische Permutation,

1#(p)=p, 1 heisst, konnen wir ¢, mit ¢ identificieren). 22 bleibe unverindert,
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7, %, und alle n, 5, (x=1,2...., k sowie I=1,2,..., h) sind

pusrweise elementfremd (fiir verschiedene x, weil sie (C 7, 9 sind;

fir gleiche x, aber verschiedene I, weil sie Bilder der elementfremden

o, , sind). Daher ist 2/=J;+ 7, ... 4 J, dem
@x:ﬁu‘%},]+7]2°7{;,2+~--+7]k(’7{;,:.—

-zlggl, und die 2, sind paarweise clementfremd und alle (5, 204

G0 2+ . 41,20,

Jetzt setzen wir h= 2k, und haben, wenn wir noch fir 7, 2¢
20, (=1, 2., k) schreiben: 92, 22,..., 22, paarweise element-
fremd, %, %..... %, ebenso, alle 92, 9,...., %, U, Dyyeery Do
untereinander $-zlggl, und

R4+ %+ A+ BC W, 420, +... 4 %), 5.
Zur Abkiirzung sei
Q=20+, 4+. .+, 3=+ +...+ 2,
= D+ Ut ..+ %
Dann sind @, ®, @$-zlggl, und
8+eCa @xe=o

Aus C. (§5 der Einleitung) folgt sofort, dass auch @' =@ — &
mit @ $-zlggl. ist; dann ist

B =0 HXE =0

Offenbar konnen wir @ (wie @) in & paarweise elementfremde
Mengen 27, 2%,..., 9, zerlegen, die alle dem 20-2lggl. sind. Wir
haben dann

DR RF R b (A V) =8+ ¢ ==
=90, + 9, +... 1,

Fiir Teilmengen vou O (a. b. OM,) ist offenbar die G-zlggl. mit der @*-
elggl. gleichwertig; daher besitat 927 in O ebensogut die Eigenschaften aus
§ 5. der Einleitung, wie in &% Ausserdem sind in §* gewiss die im Texte ge-
wii‘nschten 7 My« 2 Yorhanden: wenn wy die Vertauschung von ¢ und j ist, nnd
e die jdentische Abbildung ans @, so tan etwa Puyy Cup, €y, das gewi‘xnscht}j

) Wenn wir also mit disser Praemisse zeigen kannen'(wiékes im Text geschehen
wird), dass @/ seiner Halfte §-zlggl. ist, so Tst es nach dem fritheren auch seiner
Halfte Galggl.

) Das Paradoxon accentuiert sich: das 2k-fache von 9 .im Sinne der 8-
~zlggl). ist Teilmenge des k-fachen!
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Dabei sind einerseits 2}, 2}, 2. 9;...., 2. 2} und andererseits
0, ,..., 20, paarweise elementfremd, und einerseits A -+ ¥,

%+ Y.y, Y4 2. und andererseits 22, 9,,.... 9, unterein-
ander 9 zlggl.

Somit durfen wir 1). (§5 der Einleitang) anwenden (d. h. mit
k dividieren %5)): es ist 2, 4 2 mit 22} $-zlggl Da aber 2. 2}, 22,
alle mit 22 §-zlggl. sind, folgt hieraus, dass 22 (ebenso wie 2+ 29,
in zwei Teile zerlegt werden kann, die ihm beide $-zlggl. sind.
D. h.: 22 ist mit seiner Halfle §zlggl.

Damit haben wir, unserem Programm entsprechend, den folgen-
den Satz bewiesen:

Satz 6. Wenn die Bedingung des §5 der Einleitung erfillt
ist, so ist 22 (im dortigen Sinne) seiner Hailfte $-zlggl; also
existiert insbesondere kein (87, 2¢, §]-Mab.

2. Es bleibt tibrig zu zeigen, dass die uns interessierenden Fille
(nimlich §=0,, 0,, 4,: =K, R,. B, wnd %= K,. Ein-
heitswitrfel, Einheitswiirfel; vgl. die §§ 5, 6 der Einleitung) die
Bedingungen des Satzes 6 erfitllen, und dies kommt. wie wir schon
wissen (vgl. § b der Einleitung und 26); fur K, Einheitswiirfel, Ein-
heitswiirfel treffen die dortigen Annahmen zu, denn im ersten Falle
ist 20 = &%, im zweiten und dritten aber ist 20 beschrinkt, aber
mit inneren Punkten, und § enthilt alle Translationen), darauf
heraus, dass O, 0,, 4, freie Untergruppen mit zwei beliehig nahe
bei der identischen gelegenen Erzeugenden besitzen, und dass solche
Untergruppen insbesondere gewithlt werden kénnen, dass die dorti-
gen Fixpunktshedingungen (bzw. vgl. § 5 Einleitung) erfiillt sind.
Wenn das bewiesen ist, so wissen wir sogar von jedem beschrinkten
2¢ mit inneren Punkten, dass es seiner Halfte O}-, O,-, 4,-zlggl. ist %),

Der gruppentheoretische Grund der Moglichkeit solcher Kon-
struktionen ist, dass in O,, 0, A4, (#=3, 3. 2) keine nicht-tri-
vialen Relationen identisch gelten, d. h. dass tir jedes System
Ugy Byyeny Umy U, (m positiv ganz, w, ty,..., tn, 0, ganz, alle 3= 0

55) Da in der Bedingung des § D der Einleitung k offenbar durch jedes k'=k
ersetzt werden kann, diirfen wir annehmen, dass k& die Form 2* hat. Daher bran-
chen wir D. nur im von Banach und Tarski (loc. cit ')) angewandten Um-
fange, und nicht den tieferen Satz von D. Kénig und 8t Valké (vgl ).

56) Mann kann hiersus unschwer das Resultat von Banach-Tarski gewin-
nen, wonach irgend zwei beschrinkte Mengen mit innersn Punkien 0.- bzw, O,
-zlggl. (n==3) sind, wir wollen dies aber hier nicht niher erdriern,
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mit eventueller Ausnahme von % und v,) zwei 0, 7 (aus 0, 0,, 4,) mit
Y. g ]

(1 sei die identische Abbildung, die Einheit von 0, 0,, 4,) exi-
stieren (nattirlich mit Ausnahme des trivialen Falles m 1, uy=
= =0). Auf den®Beweis werden wir noch zuriickkommen, wir
wollen zunichst nur zeigen, wie aus ihr, durch rein algebraische
Konstruktionen, die von uns bengtigten Untergruppen von & ge-
wonnen werden konnen.

Zuntichst stellen wir eine freie Untergruppe mit zwei Erzeu-
genden her. Eine jede der 3 Gruppen 0;, O,, 4, kann offenbar
ein-eindeutig auf eine endliche Zahl von Parametern X, X,y X,
stetig und algebraisch gezogen werden 1) wobei freilich die
Xy Xy,. .., X, gewissen Einschrankungen unterworfen sein werden.
Immerhin diirfen wir annehmen, dass die identische Abbildung 1
den Parameterwerten 0,0,...,0 entspricht, und dass X, X X,
in einer gewissen Umgebung von 0, 0,..., O frei wihlbar sind.

Wir withlen nun fiir ¢ und 7z die Parameterwerte X, Xopn X,
und Y, ¥,,..., ¥, als 2¢ voneinander algebraisch unabhingige
Zahlen *%). Das Bestehen einer nicht-trivialen Relation

6".T% . o' gt — ]

bedeutete eine algebraische Relation zwischen den Parametern, die
nicht identisch gelten kann, da sie nicht fur alle o,zvon O, 0,4,
i D. b alle Transformationskoefficienten hiin
X, X,,..., Xy ab,
%) Wir nennen eine endliche Me
wene kein nicht-identisch verschwinde

gen stotig und algebraisch von

nge reeller Zahlen algebraisch unabhingig,

4 ndes Polynom mit ganzen ratiounalen Koef-
ficienten == wird, wenn man sie fiir die Variablen einsetzt — d. h. wenn

swischen ibuen keinerlei nicht-triviale abgebraische Relationen bestehen.

Man sieht sofort, dass es zu n gegebenen (algebraisch unabhingigen) Zahlen
X, X, X, nur abzliblbar viele X.11 gibt, so dass XX, .. X, Xot1 aige-
braiech abhingig sind, Daher kann Xo41 50 gewihlt werden, dass X, X, X,
X.t1 auch algebraisch unabhiingig sind. Alse gibt es eine Folge X,, X,,
der jede endliche Teillmenge algebraisch unabhiingig ist -

Mar kann sogar sine Zahlenmenge mit dieser Eigenschaft angehen, die die
Michtigheit des Kontinuams hat: q, zw. mit Beniitzung des Auswahlprinzips nach
H Lebesgue (Atti Ae. Torino 190 —1907) und E. Steinits (Journal f, r, o, a

Math,, 137, 1810}, oder auch eff ktiv, Vv, i i 4
AL ) extlv, Vgl. eine Arbeit des Verfassers (Math. Ann.,

., vom
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gilt (nach Annahmel). Daber gilt sie fiir unsere o, © bestimr.nt qic}{t
(weil X, X,,..., X,, ¥}, Y,,..., ¥, algebraiseh unabhangxg smd.),
gomit erzeugen diese in der Tat eine freie Gruppe. Damit o, © in
gewlinschter Nihe der Einheit liegen, miissen nur Xl,_X,,..v. X,
Y., Y,..., Y, nahe bei der O liegen (damit werden sie auch be-
liebig wihlbar). ' o

Wir bekommen also eine freie Untergruppe mit zwei, in be-
liebig vorgeschriebener Nahe der Einheit gelegenen. Ez.'ze.ugenden
6, 7, wenn wir X}, X,..... X,, Y, Y,,..., Y, algebraisch unab-
hingig und hinreichend nahe bei der O wahlenw— sonst aber ganz
beliebig. Es bleibt iibrig ein % und % solche Systeme zu ﬁndt.an,
sodass unsere Fixpunktbedingungen erfiillt werden. Es soll gezeigt
werden: k==n -+ 1 sowie n 4 1 solche ¢,, 7, (»=1.2,..,n-+1),
dass ihre X, ,, Xy ,y..., Xoh, Y., Yoo, Yo, ?(71—{—1.)03
algebraisch unabhiingigen Zahlen sind (sis migen avch noch hin-
reichend nahe bei der O liegen). leisten das Gewiinschte. .

Es ist zu zeigen: die n-f1 (von 1 verschiedenen!j Abbildungen

Ou . Te. . Opmwy Ty (¥=1,2,..., n-}1)

haben keinen gemeinsamen Fixpunkt. Da Wil: die X, v X, pyees XQ,.,,,
Y., . Yy,..... ¥, algebraisch unabhangx'g wihlten (und da die
Existenz eines gemeinsamen Fixpunktes jedenfalls das Be§tehen
einer gewissen — vielleicht idenlisch erfillten — algebraxsch-en
Relation zwischen den Parameterwerten der ¢,, 7, b.edeutet) genuit
e8 zu zeigen, dass die 0,, 7, (v=1,2,.... n- I)Uﬂberh::upti(ti. .
. gigkeit von uy ., vy, 40 Uy Ty yrr Unpns Vs ¥ =120,
;n-{fk ;))htia{gil\i:;;ﬂ: Owerci;an litinnen, dass kein gemeinsamer Fixpunkt
exmg::;s;tchten wir die Fizpunktmanoigfaltigkeit von

v
OoLw. T ¥ .o Oymy ¥ Ty ¥

| Sie ist jedenfalls eine lineare Mannigfaltigkeit, etwa von der Di-

mensionzahl 7' (< n) #). Wir konnen o,, 7, so wihlen

(u’h py Ui wysens u"',,,w vmv,v
. ' .
halten wir fest, nicht aber o,, 17,), da.ss der oblg.en Ausdruek‘ =+ L
ist, dann ist »’<n. Der kleinstmogliche (also im ,allgemeinen
anéenommene) Wert von »' (fir alle moglichen o,, 7, unserer

%) D, h. eine n’-dimensionale Ebene im R,. Bei K, muss diess frei;chk(i:rch
den Nullpunkt gehen, aber es zihlen dann nur ihre auf K, gelegenen Pun
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Gruppe) sei u,, es ist n,<n. Wir kénnen darum eine von den
Purametern von 0,, 7, algebraisch abhiingige, n, dimensionale lineare
Mannigfaltigkeit angeben, die ,im allgemeinen* alle Fixpunkte des
obigen Gruppenelementes umfasst, Wegen der algebraischen Unab-
hingigkeit der A Xy Xewo Yo, Yoo o Y, , werden
diese insbesundere bei unserer speziellen Wahl von ¢, 7, alle Fix-
punkte sein. Eg geniigt daher zu zeigen, dass die n-~}1 linearen
Mannigfaltigkeiten dann keinen gemeinsamen Punkt haben, oder
auch (weil die D D AN Koy Ya s Bveors, Yoo, 2(nd-1)a
algebraisch unabhingige Zahlen sind), dass es moglich ist, o,, 7,,..
ety Tays 80 zu wihhlen, dass die genannten hzw. u,,..
sionalen linearen Mannigfaltigkeiten keinen gemeinsa.
haben,

Nun sind sie aber alle ganz willkitirlich: denn wenn wir 6,, 1,
durch »g, v, 97, v7! ersetzen (v aus 0., 0,. 4,) geht die betref-
fende lineare Mannigfalltigkeit in ihy durch v vermitteltes Bild
tiber: und 1 beliebige, < #-dimensionale, lineare Mannigfaltig-
keiten haben im allgemeinen in der Tat keinen einzigen gemein-
samen Punkt (vgl. o)),

Wir sind alsy am Ziele, wenn wir die ein
merkung tiber das Fehlen nicht-trivialer Relationen in 0,, 0,, A,
(n=3. 3, 2) beweisen ). Da 0 Untergruppe von O, und dies von

0, ist, und da Ay Untergruppe von 4, 1st, brauchen wir nur O,
und 4, zu betrachten 61),

4, ist offenbar der Gry
mationen

1 dimen-
men Punkt

gangs gemachte Be-

ppe L der linear gebrochenen Transfor-

ax—+b
y:aﬁb, ad—80>0, a,b, ¢, d reell,
(da ein gemeinsamer Faktor wi
verlangen) zweistufig isomorph
nicht-trivialer Relationen nachg

llktirlich ist, kénnen wir ad —be =1

1+ €8 geniigt also hier das Fehlen
uweisen. Aus 0, wird, durch stereo-

%} Es bleibt eigentlich noch zu zeigen, dass esin belishi
algebraisch unabhingige Zahlen gibt. Nach 36)
abhingiger Zahlen, und sie bleiben solche, ane
rationale Zahl addieren. Indem wir nun diess
kiunen wir ungere Folge in eine beli
zwingen,

&) Fur 0, zeigtc dies Hausdorss, vgl. 3.

ger Nihe von 0, 0,.., 0
gibt es eine Folge algebraisch un-
h wenn wir zu jeder eine (beliebige)
rationalen Zahlen geeignet wihlen,
ebige (gegebens) Umgebung der O hinein-
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ie ko hlen-
aphische Projektion der Einheitskugel auf die komplexe Zahlen
r .
fbeie die Gruppe der Tansformatiouen

. ax_:{: b
Y=z ¥ a | |
Komplex). Und hier fehlen nicht-triviale Relationen, wenn
x, y QO )
golche in der grosseren Gruppe

a, b, ¢, d komplex, d=4a. ¢==—10

!- _ 4: y b- - p 9
i = a (t z}(? “ a c. d k()]ll ex
fehleﬂ (We‘l dle Bedlngungen d == a, = ——b Illchl’. a]gebralschet

a elgsanmen
. . s
l\atu!‘ \.lnd, hler konnell wWir ubllgens ube! eimen genl

y Oy & g g - a a —_— == 1 =
l a.kh)r (le] a 25 C. a[ hel[ebl Vel hj. en ¢ IS() (_'Z l’)t = Vac)!
EChIEIJED) k) 18 15t aber g{L 4 bg 188 5[81‘ E‘ ]1 enn bel E ESChI L

) nicht-triviale
k f reelle a. b ¢, d (in der obigen Gruppe L) nicht-trivia
ung au a] bl ‘v N

Relati picht vorhanden sind. Es geniigt also L zu betrachten.

o ! L (w®=1), es geniigt (zu ge-
Sei @ das Element y = — — von L (0*=1), B
gebeoen s, Sg,..., S, alle ganz und =#=0) ein x aus L mi

x‘*.w.x‘*.w.....w.x’p#1

zu finden: um
0.7 .G T L

1 r daﬂn l 85 (k, l pOBlh b&ﬂz’ )
zu machen, h] a\](lhe] \2 h Q8S v & i.‘

o=y 0.7, 1=y 0.7

" konnen wir aber y==x -2 wahlen. Dann wird ném-
Fir ¢ kdon

lich aus
PR T SN I PR R 2]

die Abbildung

2 _ (81, Sgy-ees 8, = £ 1, +2,...)
Y=g 1
‘.Zs,——\\
1
25, ,—1
. 2s,+ =
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Wire nun dies olei
( eich », so miisste i = i
o g es fiir r==oco unendlich
) 1
28—
%, —1 =
285 —.
1
28,,__1

(hier ist p>1 vorausgesetat, fiir p

Y =1 18t aber off c
also y* == 1). Die Teilkettonbriiche wbor offenbar w+231ff: i

B 1
')‘SP—H 25, g 2 1
" 5, “% ) ’
p—1 28y —
1
%s, .
1
28 — 1
R P
25, —.
1
28,4

sind aber (wie man leicht rekupsiv winc:
. . : 51V einsieh
endlich, inshesondere also der letzte :{:SI:: t) alle absolut > 1 und

II1.

Der Begriff nZerlegungskleiner¢ und das Lebesgue’sche Mag

zunschst wieder die Gruppe L aller Abbildungen

_azx+b
S ata ad—bec=1, a b cd reell

['Insere Absicht ist, fur die beiden in den §§
ausem-amdergesetzen Zwecke eine gemeinsame
struktion durchzafithren. Wir wollen 2

I=(a, b) (Menge aller z mit ez <]

6,7 der Einleitung
vorbereitende Kon-
eigen, dass jedes Intervall
6, a <b) Kontinuum viele
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paarweise elementfremde Tellmengen hat, deren jeder es L-zl.gl.
ist, u. zw. derart, dass dabei nur in beliebiger (vorgeschriebener)
Nghe der Translationen gelegene Abbildungen aus L zur Anwen-
dung kommen (vgl ¢4, von der L-zlggl. werden wir nachher zum
zlgkl. iibergehen.

Zunichst verallgemeinern wir ein am Schlusse des § 2 tber L
bewiesenes Resultat, indem wir zeigen: keine Relation

) s —
oo . gm=1

(ty, tgyor U 2a0Z UNd =0, Py, Poyury Do =1, 2y, ¥, Py == Po, P2 FPayey
Pm1 = p,) kann identisch bestehen, d. h, wie immer die Elemente
0. Gyy..y 0, aus L gewshlt werden. Es gentigt nimlich mit dem
und g vom § 2. o, = . 0.2% (p=1,2,..., ») zu setzen, wobei
alle k, positiv ganz und voneinander verschieden sind. Hieraus
folgt sofort: wenn die Koefficienten der o, 6,,..., 0, voneinander
algebraisch unabhiingig sind ®2), so gilt die obige Relation auch fiir
diese speziellen oy, 0,,..., 6, nicht.
Ferner haben zwei Transformationen

" - v
gu.on....om und TlTd....T

(ty, Ugyey iy DA D, Uy, 2, ga0Z und == 05 Py, Paves, Pa =1, 2, 1
wid g, goyoey o =1,2,0..,% P1EPy PrF Py PaoiFPa und
¢y ¢ 05 Qo1 F ¢.) im Allgemeinen (d. h. fur geeignete
0y, Gy..., 6, und 7, 75,..., 7, aus L) keinen gemeinsamen Fixpunkd:
Man wihle namlich zuerst 6, 6s,..., 6, und 7, %,,..., 7, 80, dass die
obigen Transformativnen beide == 1 sind, dann hat jede von ihnen
hochstens zwei Fizpunkte, seien diese P, Py bezw. @y, ¢, und v
aus L so, dass v P, und o P, sowohl von @, als auch von @, ver-
schieden sind. Dann ersetzten wir oy, O,..., 0, durch vg;, v
ve,v7,..., va, v, wodurch die erste der obigen Transformationen
die Fixpunkte‘ v P,, v P, erhult, also keinen Fixpunkt der zweiten.
Also liegt auch kein gemeinsamer Fixpunkt vor, wenn die Koeffi-

1) Eine Transformation ¢ aus L

ax-4b _
y—-———cx_i_—a, ad—be=1

1-be .
hat die 3 Koefficienten a, b, ¢, der vierte ist ja durch d = t bestimmt

(# =0 kommt bei uns nicht in Frags).
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zl i i

enten.deli 01y Opy-vyy Oyy Ty, Ty....y 7, voneinander algebraisch un-

abhingig sind.

‘ Nunmehr wihlen wir Kontinuum viele reells Zahlen, von denen
o )

Jredes endliche Teilsystem aus voneinander algebraisch unabhingigen

Zahlen besteht (vgl. 5)), und indicieren sie wie folgt:

Iz

ag, g, cg, ag, by, ¢y (6 durchlinft alle reellen Zahlen)

(wir werden ther dieselben noch niher verfiigen). Sodann setzen

wir dy= T Y% g _1+5c .
a0 BT und definieren o,, 7, als die
Transformationen
, 2%+ by bzw g agx + by
e tdy T VTG ga

.
von L. Nach dem zuerst gesagten besteht keine Relation von der Form

diese erzeugen al i i
Untergrupp.e von L mit Kootinuum vielen Erzegugendeio e?j'l’n;birne;:
erzeugen die 7, eine freie Untergruppe von L mit Kontix;uum vielen
El:zeugenden, Jf”. Naeh dem zuletzt Gesagten kann kein von d
Emhel‘t verschiedenes Element von & mit einem. von der Einh ell;
versch.xedenen Elemente von &’ einen gemeinsamen, Fixpunkt hab:rll

‘ Wir nennen die Menge aller Zahlen, die fir kein von der Ei '
heit verschiedenes Element von o7’ Fixpunkte sind, &’. Jedes Elln—
ment von. I hildet F* auf sich selbst ab (vgl. 51)) ’ Zwlei Elem f-
v &', die durch ein Element von o¢* auféi;andéx: a&)n'ebildetl ver.
df:u ktnnen, nennen wir J'-dquivalent, x < y; aus dber Gru o
eigenschaft von &’ folgt: x .« x, aus rLy fol:gt Yy L, aus Pp’en-
y <z folgt z <z Daher zerfillt & in lauter paa’r;ei:se ele‘r:n’? ?t/’
fremde.Klassen untereinander "-iquivalenter Elemente. au o
Jeflen dle.ser Klassen wihlen wir je ein Element aus. und éiesesf:;ner
wir zu einer Menge &%’ zusammen; aus der Deﬁn’ition von &' Seg
won o' folgt sofort: wenn ¢ alle Elemente von ' durchly ftun
durchlauft ¢ &% lauter paarweise elementfremde Mengen, di v,
men genau &’ ausmachen. ey o musam

Jedes Element von ¢/
die Form

zwischen irgendwelchem der g,

kann auf eine und nur eine Art auf

e %3
Oy, - Ogt ... O™

"
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(g, tg, ..+ U, genz und 30, 8,36, 6, 3= b;., B,.,56,; fir die
Einheit ist m == 0 zu nehmen) gebracht werden. &, sei die Menge
aller Elemente von &%’ mit 6, = #. Die Jf; sind paarweise element-
fremd, und machen zusammen &’ (mit Ausnahme der Einheit) aus.
Es gilt offenbar

Ho C o (EF0), &' —HyC a5 Hs.

Wenn also &, die Vereinigungsmenge aller od%, o von &) ist.
so sind die o, paarweise elementfremde Teilmengen von & und
es ist

Iy C opoty (EF0), & — I C o5 g ™).

(tenau ebenso konnen wir zu &' die Mengen &', 7 mit den

Eigenschaften
Hy Cre oty E0), &' —HyCrg' g

kounstruieren. Nach dem was wir tiber die Fixpunkte in &’ und
& wissen, gehort jede Zahl zu &' cder zu &

Jetzt wollen wir noch gewisse nihere Bestimmungen iber die
aly, by, h, g, b, €5, von denen Wir ausgingen, treflen. Wir konnen
zu jeder von ihnen eine beliebige rationule Zahl addieren, ohne
ihre algebraische Unabhingigkeit aufzuheben; wir dirfen also fiir
eine jede dieser Zahlen vorschreiben, dass sie in einem beliebig
gegebenen Intervalle liegen soll.

1-Fbe

Wenn ein ¢ von L die Koefficienten @, b, ¢ (und d= 77—)

hat, und a, 6, ¢ hinreichend nahe bei bzw. 1, 0, 0 liegen. so liegt
¢ in beliehiger Nihe der identischen Abbildung; inshesondere kann
so erreicht werden. dass fiir jedes x, y von [

lox — oy 1
Ly

sei (¢ fest gegeben und << 0. wir werden dariiber spiter verfiigen).
In dementsprechend kleine intervalle um 1,0, 0 wollen wir darum
bzw. a, by, ¢g sowie baw. ag, by cf hineinzwingen; die obigen Re-

lationen gelten somit fiir alle 6 =0,y und = 1,.

jox —ax| < <“3

&, Man beachte den Keim des Puradozons: &’ hat Kontinuum viele Teil-
mengen, deren jede von der anderen fiburdeckt werden kann, aber auch die Ge-
samtheit aller anderen fiberdecken kann (ailerdings bloss mit Hilfe von Abbildun-

gen ans L)
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Nuch diesen Vorbereitungen withlen wir ein Teilintervall
von I das ganz im Inneren von [ liegt und halb so lang ist, etwa

I={(q, ), J=<?%ﬂ, ¢ 43b). Wir zerlegen 7 in die zwei Teil-

intervalle I' = (a gj;b)‘ I = (a

T2

gehorigen!) Translationen y =z - t(0—3d) und y=z —}(a—»b)
¢ bzw. ¢”, dann ist

3 b, b) und nennen die (zu 7

0/ II - Q“ Ilr — ']'.

Wir werden jetzt jedem 6 mit 0<<TB<1 eine ein-eindeutige
Abbildung von I zuordnen, und zwar eine die, nach Zerschneidung
von 7 in endliche viele Teile, aus lauter Abbildungen aus L
besteht — also eine I — zlggl. vermittelt.

Zuerst zerlegen wir [ in [’ und I”

und wenden auf diese o’
brnzw. o

an, wodurch alles in J zn liegen kommt. J zerlegen wir
in ein in & und ein in & liegendes Teil: &', " (also
glcg/, 8’! C 5”,
848"=J, &X6& =0).
& baw. &’ zerlegen wir weiter, in ihre in ¢ und F'— Jt, bezw.
Iy und F— gy gelegenen Teile: &, & baw. 8, &.

Nunmehr wenden wir auf 8. &, &' 8 die Abbildungen
O 9g41 0oy Tg, Tgy Ty OdEr 04y, 04,5 0p, To+e: Tgys Ty 81, je nach dem
ob sie aus I’ oder aus I stammen. Wir haben somit I in 8 Teilen
auf Teile vor %, Hiprs G, Hyp, Ky, Hygsy Iy Hyys ab-
gebildet. Jede Abbildung fiir sich ist ein-eindeutig, das ganze ist es
aber nicht, da die obigen Mengen nicht alle elementfremd sind.
Genauer: die Abbildung von vieren dieser Teile auf -eine Teilmenge

von a‘7ze + Hyp+ Hyn -+ Hpys ist ein-eindeutig, und ebenso die
Abbildung der vier tibrigen auf eine Teilmenge von

I+ i+ g+
aber diese zwei Mengen kinnen noch gemeinsame Punkte haben.
Um dies zu beseitigen, gehen wir so vor. Die beiden Mengen,

auf die die zwei Teile von J abgebildet wurden, mbgen & bzw.

" heissen, es ist HCF, H"C F’. Wir zerlegen % in zwei
Teile:

I =" X &, Hy—H X T,
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J¢; lassen wir stehen. J; dagegen tc?ilen wir weiter‘ ein, iI‘l e:lin i;
J¢% und ein in &' — ¢, liegendes Te'll. Das erst.ere bilden wir Eref
Go4e, das letztere durch oy s 0, weiter ab. Wir haben nunmehr
in 4 Teilen auf Teilmengen von

Jfﬂl + e75‘8’+1 + “7[el+2 + c756’+3; C’%&'ﬂ‘ 07{6'+ss
(95" -+ Hin + oo + IHy'Ys) X Komplementirmenge von &

(jedesmal ein-eindeutig) abgebildet. Diese Mengen s'md aber ele-
;nentfremd, somit ist die ganze Abbildung em-emé.leutl_g. .
Also ist die so gewonnene Bildmenge von I in einer gewissen

Teilmenge von
Sy ~+ Higa + Hyra + Hors + Hops +
A (g + Hy + Hos + FHyys) X Komplementirmenge von &

enthalten. Die zu verschiedenen ¢ gehi?rigen (0 <8< 1) sind dahe}:
elementfremd. Weiter sind alle Bildpunkte aus Punkten von J dure

Anwendung einer der Abbildungen
. ) Tyt
04, Og+i 0oy Ohpsy Tf4s 0oy Ths Tia To, They Th4a Tos
0fh1e Ty O0pa Tha1 Tor Tha Togas Fhta Tuts Toy
fpe T

- g = T Ggi3 0p Tois Tp
Oijys Op T0s Thgs Oo To41 Tos To4s To Ti+ey U643 Yo

entstanden. Nach dem tber die oy, 7; gesagten f@lgt111(3:(31'5\\}1:“j w:iir;
wir £< 0 mit 4e < }(a—b) wihlen, dass allg Bi lgun )

Entfernung < 4£<C} (a—b) von J haben, .also i I fleget;. il

Wir haben also kontinuum viele paarweise element rem ed

mengen von I gefunden, sie mogen as‘ (O< 6 < 1) _h(e;lss:n, &Zr;;
jede dem I L-zlggl. ist. Ausserdem setzt sich eine je e erTrans‘
zur Anwendung kommenden Abbildungen x von L aus emera o
lation (¢’ oder g"') sowie hochstens 4 successiven Gy, 7; ZUSAMIOD,

daher gilt fir diese in I
o AETAY g g e
(1__8)1<___—x y <{1+

Wenn also > 0 ist, und & auch noch (1—8)4> 1—m, (1-*—-8])3;?
< 147 gentigend gewihlt wird, so ist fur die genannten Abbil-

-8
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dungen in ganz ]

r—2y
x—y

——]f<77.

2. Am I aus § 1 und seine Teilmengen @, (0 <<O<C1) halten
wir zundchst fest. Dagegen sei K ein beliebiges anderes Intervall,
Wir wihlen eine Zahl k=1, 2,... so, dass die Linge von K hich-
stens das k-fache der Linge von I ist, und teilen dann K in %
Teilintervalle K, K,,..., K, ein, deren jedes hochstens die Linge
von [ hat, also durch eine geeignete Translation (elwa bzw. g, 0y,-.., 04,
alle gehtren zu L) in I hineingeschoben werden kann.

So wird K in k Teilen auf gewisse Teile von [ abgebildet.
Da I einer jeaen der Mengen @, @,,,..., @, (0, 6,,..., 6, seien
irgendwelche, voneinander verschiedene, Zahlen > 0, < 1) L-zlggl.
ist, sind diese % Teilmengen von gewissen Teilmengen von bzw.
@y, Q,y---, g, L-zlggl. (und diese sind elementfremd!) somit ist
K einer geigneten Teilmenge von I L-ziggl. Die dabei zur Anwen-
dung kommenden Abbildungen (von Teilmengen von K) hestehen
Jeweils aus einer Translation und einer Abbildung, die bei der
der L-zlggl von I und den @, eine Rolle spielt (vgl. das Ende
§ 1), also gilt auch fiir sie (fir oy vou K, x=y)

w—xyl
=y < 84,

Da I ganz willkirlich ist, ist nattirlich ebensogut auch 7 einer
Teilmenge von K L-zlggl, und fiir die dabei zur Anwendung kom-
menden Abbildungen x (von Teilmengen von 1) gilt wieder die
obige Bedingung. Daher ist nach C. (§ 5. der Einleitung) 7 dem
K L-zlggl. Indem man den Beweis von C. niher betrachtet, sieht

man sofort, dass dabei keine anderen Abbildungen (von Teilmengen

*) An einer blossen L-zlggl. von K und eines Teiles von I (oder, wie wir
gleich zeigen werden, von I und K) wirs nichts bemerkenswertes, da ja alls Ab-
bildungen y = ¢z {¢ > 0) zu L gehdren. Erst die Bedingung

rx—z
ey i<

(mit beliebigem 5 > 0}, die beliebig genau erfiillte Lingentrens (an Stelle der nur
bei den Tanslationen vorhanden ebsoluten Lingentreue), macht die Sache paradox,
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von I) vorkommen, als die oben genannten y' und %7 85), so.mit
gilt fur diejenigen Abbildungen £ (von Teilmengen von I) die hier-
bei auftreten (fiir @, ¥ von I, x3=y)

1§?:,_§1_1|<6
Te—y
. 1 1 1 é
(6> 0 beliehig; es muss 1> 0 mit I‘:i“_77>1_'5’ 1—~a;< +

sowie 7 << 0 gewihlt werden).
Dieses Resultat, zusammen mit dem am Schluss von § 1, for-
mulieren wir noch einmal: _
Satz 7. Jedes Iutervall I enthilt Kontinuum viele paarweise
elementfremde Teilmengen @ (0 < §<C1), mit deren jeder es
L-zlggl. ist. Jedes Intervall [ist mit jedem Intervall K szlggl.
Dabei kann aber erreicht werden, dass nur solehe Abbildun-
gen (von Teilmengen von I) x aus L zur Verwendung kom-
men, fir welche (fur alle #, y von I, z=Fy)

tidt PP
| e—y |
gilt, wobei >0 heliebig vorgegeben werden kann “): '
Jetzt sind wir in der Lage, die in den §§ 6, 7 der Einleitung
iindigten Resultate zn bewsisen.
&Dg;]jxilachgst seien I, K irgend zwei Intervalle. Wir bilden I auf
ein doppelt so langes Intervall I' ab (et‘vva durch y:2x).und
wenden dann auf I’ und K den Satz 7 mit =14 an. 'Da bei der
Abbildung von I auf I’ jede Entfernung verdoppelt wn'(::i, und dit
bei den weiteren Abbildungen der (endlich vieflen) Teile von 1
aut Teile von K jede Entfernung grosser als ihre Héjlfte bleibt,
so wird insgesamt jede Entfernung vergrossert. Daher ist I zlgkl.
K‘ . .
- Weiter sei I irgendein Intervall und &g (0<f<1) die in
Satz 7 erwahnten Mengen. I' sei ein halb so langes Intervall, aus
dem I etwa durch y= 2 hervorgehe. Wir frithren zuerst diese

65) C. wird bei Banach-Tarski, loc. cit. 11), als Théoréme 8. ausgesp.rochen;
der Beweis steht bei Banach loc. cit. 2¢), und ist eine fast wortliche Wiederho-
i i A quivalenzsatzes.
lung des Beweises des Cantor-Bernsteinschen Ag i 023t )
) Dies ist das eigentliche Paradoxon, das wir bei linearen Mengen erzislten
vgl. &), .
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Abbildung von I’ auf I durch, und wenden dann auf I und &
Satz 7 mit 6 =4 an. Ebenso wie vorhin folgt hieraus, dass I’ zlgkl.

als @ ist. Da aber I zlgkl. als I’ ist, schliesst man daraus leicht,
dass auch I zlgkl. als @y ist.

Wir haben also aus Satz 7 erschlossen:
Zusatz: Mit den Bezeichuungen von Satz 7 gilt: I ist zlgkl.
als jedes @y (0 < 0<C1); I ist zlgkl. als K.
Damit haben wir die fiir die Ausfuhrungen der §§ 6, 7 der
Einleitung notwendigen Unterlagen restlos hergestellt.
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Sur les plus petits types de dimensions
incomparables.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de prouver qu'il ewiste deux ensembles
lindaires, E et F, dont les types de dimensions?) ne sont pas compa-
rables, et tels que si M et N sont deux ensembles (linéaires %)), dont
les types de dimensions ne sont pas comparables, on a nécessairement
soit

(1) dE<{dM et dF<CdN,
sott
@) dF<{dM et dE<CAN

(soit & la fois (1) et (2)). .
Démonstration. Désignons par E Pensemble formé du nom-
bre 0 et de tous les nombres de la forme

1 1
PRy

ot m et n sont des nombres naturels.

1
Or, désignons par F l'ensemble formé des nombres 0, o et

1
1—1—-7—1 (ﬂ=1, 2, 3,...).

1) Pour la définition du type (nombre) de dimensions, voir: M. Fréechet
oLies espaces abstraits ete.” Paris, 19928, p. 29 ss.; aussit Fund. Maih, b ViII,
p. 193,

%) ou, plus généralement, deux ensembles d'un espace métrique quelconque.
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